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Kapitel 1

Gegenstand der Vorlesung

Bislang haben wir Kenntnis von mikroskopischen Theorien, wie z.B. der klas-
sischen Mechanik, der Quantenmechanik und Elektrodynamik, mit deren Hil-
fe wir trefflich den Zustand mikroskopischer (mesoskopischer) Teilchen und
auch Felder quantifizieren konnen. Dem Gegenstand, dem wir uns in die-
ser Vorlesung zuwenden, soll jedoch Antwort auf die Frage geben, wie nun
aber eine grofie Zahl solcher (mikro) Systeme in Wechselwirkung beschrieben
werden kann.

Da ist zum einen die Phdnomenologische Thermodynamik, zum anderen die
Statistische Physik zu nennen. Erstere fufit auf Erfahrungstatsachen (Beob-
achtungen, Messungen, Experimente) und grundlegenden Gesetzen (Hauptsétze:
Energie- & Entropiesatz), letztere griindet sich auf den GesetzméBigkeiten
der mikroskopischen Theorie (klassische Mechanik o. Quantenmechanik) und
nutzt die Mathematik /Statistik wie z.B. die Gesetze der grofler Zahlen.

Bei beiden Methoden handelt es sich um makroskopische Theorien. Auch
wenn die Statistische Mechanik Gebrauch vom mikroskopischen Verhalten
der Konstitutenten eines Vielteilchensystems macht — z.B. Atome von Gase,
Fluiden und Festkoérpern; oder aber gar Sterne o. Galaxien in einem von Gra-
vitation dominierten Universum etc. — interessieren vor allem die gemittelten
Groflen, die dann direkt mit makroskopischen Zustandsgrofen der Phdnome-
nologie korrespondieren — oder besser diesen entsprechen.

Allerdings muss die Statistik aus der groflen Zahl — es handelt sich um die
unvorstellbar grofe Avogadrozahl:

Ny = 6,022-10% mol ™! | (1.1)

3
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— der Konstituenten eines makroskopischen Systems verléssliche Aussagen fiir
dessen Zustandsgrofien (ZG’s) machen kénnen. Eine Losung der Bewegungs-
gleichungen — Hamiltonsche Gleichunge bzw. Schrodinger-Gl. — ist gerade
wegen dieser Zahl unmoglich.

Gliicklicher Weise werden statistische Aussagen, vor allem im Gleichgewicht
(GGW), um so schérfer, genauer je groBer die Anzahl der Konstituenten des
Ensembles ist. So gelingt es in der Tat, verlissliche Schliisse fAir die ma-
kroskopischen ZG’s aus den Tatsachen der Mikrodynamik der Konstituenten
zu ziehen. Daher zeichnen sich beide makroskopischen Theorien durch grofie
Allgemeingiiltigkeit ihrer Aussagen aus. Wer hétte diesen Sachverhalt besser
umreiflen konnen als Albert Einstein, der Folgendes iiber die Thermodyna-
mik sagte:

Fine Theorie ist desto eindrucksvoller, je grofler die Finfachheit ihrer Prdamis-
sen ist, je verschiedenartigere Dinge sie verknipft und je weiter ihr Anwen-
dungsbereich ist. Deshalb der tiefe Eindruck, den die klassische Thermody-
namik auf mich machte. Es ist die einzige physikalische Theorie allgemeinen
Inhalts, von der ich tiberzeugt bin, dass sie im Rahmen der Anwendbarkeit
ihrer Grundbegriffe niemals umgestofien wird (zur besonderen Beachtung der
grundsdatzlichen Skeptiker).

Im Folgenden werden wir den Inhalt der Vorlesung kurz skizzieren.

1.1 Systeme & Zustandsgrofien

Gruppen miteinander wechselwirkender Physikalische Objekte nennt man
Systeme. Alles Weitere (nicht zum System zéhlende) womit sie zudem wech-
selwirken, nennt man Umgebung. Systeme sind abgrenzbar /isolierbar von
ihrer Umgebung. Abgrenzungen sind dabei nicht notwendig rdumlich gemeint
— z.B. konnten stérkere innere Wechselwirkungen (WW) des Systems im Ver-
gleich mit der Umgebung Grund fiir eine modellierende Abgrenzung sein.
Systeme, bei denen die Temperatur — profunder Ausdruck eines Systems
im Gleichgewicht (GGW) — in irgendeiner Weise eine Rolle spielt nennt man
thermodynamische Systeme (TDS). Im Allgemeinen bestehen diese aus
einer groflen Zahl von Grundelementen — Atome, Molekiile, Photonen,
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Granule, Sterne etc. — m.a.W.: wir haben es mit Vielteilchensystemen zu
tun.

Die Modellierung eines physikalischen TD-Systems ist der Versuch, We-
sentliches von mehr oder weniger unwesentlichen Eigenschaften zu trennen,
um auf diese Weise bestimmte physikalische Aspekte solcher Systeme quan-
titativ zu beschreiben.

Nachstehende Liste nennt einige Beispiele von Systemen bzw. deren Model-
lierung, von denen nicht alle TD-Systeme sind (deren physikalische Natur ist
in Klammern angedeutet).

e ideales (mathematisches) Pendel (mechanisches System)

e Pendel inkl. Reibung/WW mit der Umgebung (td-mechanisches Sys-
tem)

e Elektron im Potentialtopf (quantenmechanisches System)
e Elektronen in einem Leiter (statistisches-td System, Quantenstatistik)

e Planeten & Asteroiden des Sonnensystems (himmelsmechanisches- bzw.
mechanisches System)

e die Erde als rotierender starrer Kérper (mechanisches System )

e die Atmosphire der Erde als TD-System im Nichtgleichgewicht (NGGW,
im Wesentlichen getrieben von der Sonneneinstrahlung und der nécht-
lichen Abstrahlung thermischer Energie)

e Gas, Fliissigkeit und Festkorper in einem (geschlossenen) Behélter (td-
GGW System) < Geysire des Saturnmondes Enceladus

Diese Aufziahlung soll vorerst geniigen.

Gegenstand dieser Vorlesung sind td-Systeme im Gleichgewicht (GGW),
womit gemeint ist, dass alle spontan ablaufenden Prozesse in der Vergan-
genheit stattgefunden haben und das System keinerlei Verinderung mehr
unterliegt. Diesen Zustand kann man mit einem zur Ruhe gekommenen Pen-
del vergleichen, dessen mechanische Schwingungsenergie in Form von Wérme
an die Umgebung abgegeben wurde.
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Im Rahmen der GGW-TD betrachtet man alle Zustandsénderungen als adia-
batisch, was meint, dass sie langsam genug ablaufen, um sie als eine Rei-
he (Ereigniskette) von GGW-Zusténden betrachten zu kénnen. Damit wird
diese Ereigniskette auch reversibel, was so in der Natur natiirlich nicht vor-
kommt. Das Wort adiabatisch meint nichts anderes, als dass sich die Entropie
des Systems quasi nicht dndert, was gleichbedeutend mit der Tatsache ist,
dass das System wéhrend der Zustandsdnderung im GGW bleibt, sollte ein
Gleichgewichtszustand zu Beginn vorgelegen haben.

Im Vorgrift auf die Vorlesung werden wir festhalten, dass ein GGW-Zustand
durch das Maximum der Entropie maz S(X) (oder gleichbedeutend mit
diesem Extremalproblem, mit dem Minimum des entsprechenden td-Potentials)
gekennzeichnet ist. Diese fiir die Vorlesung essentielle Grofle ist die reversi-
bel ausgetauschte Warme im Verhéltnis zur Temperatur und sie gibt
uns die Zeitrichtung an, die den Ablauf spontaner Prozesse kennzeichnet. Um
eine Zustandsdnderung eines homogenen (rédumlich konstant) Systems jen-
seits des GGW zu beschreiben, driicken wir die Anderung der Gréfle S als
Funktion der ZG z; (Einsteinsummen):

ds ds
dt dx, 0 x J J ( )

wobei mit x; die unabhingigen Zustandsgrofien (ZG) bezeichnet sind.
Diese Entwicklung der Entropieinderung ist in Abhéngigkeit der thermody-
namischen Krifte X; = dS/dz; und der kanonisch kunjugierten Fliisse
J; = @; formuliert. Triebkraft aller Ausgleichsprozesse sind die thermodyna-
mischen Krifte X; in deren Folge Ausgleichprozesse mittels der Fliisse J; = ;
einsetzen, die die Einstellung des GGW’s garantieren. Verschwinden alle X,
versiegen alle Fliisse J;, so dass es einleuchtend ist, letztere als lineare Ent-
wicklung J; ~ Cy; X; + O(X}?) anzusetzen — womit der Ausdruck rechts in
Gl (1.2) begruendet ist. Umgekehrt kann man auch schreiben X, ~ C’,gr_nl):'cm
womit man eine Abhéngigkeit S oc @2 erhiilt.

Sind die Geschwindigkeiten &; o< .J; sehr klein, verharrt die Entropie am Ma-
ximum (dS/dz; — 0) und das System ist nahe dem GGW = alle Prozesse
verlaufen reversibel. Derart langsame Anderungen bezeichnen wir als adia-
batisch — eben weil die Entropie nahe dem Maximum verharrt.

M.a.W. im adiabatischen Fall laufen alle Anderungen so langsam ab, dass
sie sich defacto instantan auf alle Phasen, Komponenten und rdumlichen
Bereiche des Systems auswirken. Mit derart Ablaufen beschéftigt sich die
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Arbeit

Materie Wirme

(S /

Abbildung 1.1: Ein td-System in WW — Austausch von Arbeit, Warme und
Masse — mit seiner Umgebung.

GGW-TD.

Wir wissen natiirlich, dass es solche idealen Anderungen praktisch nicht
gibt. Im Gegenteil: sehr oft sind die Anderungen so abrupt, dass Inho-
mogenitdten das System charakterisieren. Dann setzen Ausgleichvorgéinge
wie Wirmeleitung, Advektion, Turbulenzen (z.B. Tornados) etc. ein — al-
les hochgradig nichtlineare NGGW-Vorginge. Trotz dieser Tatsache hat
die GGW-Dynamik seine volle Berechtigung, konnen doch mittels ihrer sehr
allgemeingiiltigen Hauptsitze Beziehungen zwischen den unabhéngigen und
abhéngigen ZG’s abgeleitet werden, die auch z.B. den energetischen Rahmen
fiir NGGW-Prozesse setzen. Die Zustandsgrofien — die abhéngigen und auch
die unabhéngigen — charakterisieren das makroskopische Verhalten vollsténdig.
Die minimale notwendige Zahl der unabhéngigen ZG’s bezeichnet man als
vollstdndigen Satz. Die phinomenologische Thermodynamik beschéftigt
sich hauptséchlich mit den Beziehungen zwischen den Zustandsgréfien wobei
sie vollig von den mikroskopischen Freiheitsgraden abstrahiert. Letzere Tatsa-
che ist Nachteil als auch Vorteil — die Phinomenologie besticht durch seine
Allgemeingiiltigkeit, eben weil Systemdetails nicht betrachtet werden. Al-
lerdings miissen diese aus Erfahrungstatsachen/Laborexperimenten gewon-
nen werden. Die statistische Mechanik schliefit diese Liicke eindrucksvoll,
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abge- ge- ! i offen ;
schlossen ‘schlossen ' i !
ty A

Abbildung 1.2: Die in der Vorlesung betrachteten abgeschlossenen, ge-
schlossenen und offenen Systeme.

liefert sie doch aus mikroskopischen Uberlegungen die mathematische Be-
griindungen fiir die Erfahrungsgesetze wie z.B. Zustandsgleichungen, spe-
zifische Wirmen < GGW, oder auch Diffusionskoeffizienten, Viskositéiten,
Wiérmeleitfahigkeiten fiir entsprechende NGGW-Prozesse.

Die beiden vo6llig unterschiedlichen Beschreibungsweisen werden im
Folgenden kurz umrissen, bevor wir uns in spateren Vorlesungen mit dem tief-
griindigen Studium beider Methoden befassen werden. Die Zustandsinde-
rungen (und auch die des NGGW’s) werden durch Wechselwirkungen (WW)
mit der Umgebung hervorgerufen und iiber die TD-Hauptséitze quantifi-
ziert. Im Wesentlichen handelt sich bei den WW’s mit der Umgebung um
Arbeitsleistung am System oder durch das System oder auch der Austausch
von Wirmeenergie bzw. auch von Masse. Abbildung 1.1 soll diese WW’en
verdeutlichen.

Allerdings konnen auch Ausgleichsprozesse ohne Einwirkung von auflen in
System spontan ablaufen = Wirmeleitung, Diffusion etc., die alle letzt-
lich zur Einstellung des Gleichgewichts fithren.

In Abhéngigkeit von den WW’en mit der Umgebung behandeln wir in dieser
Vorlesung folgende Systeme:
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Systeme
abgeschlossen geschlossen offen
0A=6Q =0m=20 om =20 0A=0Q =0m#0

adiabatisch = 0Q =0
0A#£0

arbeitsdicht = /A =0
0Q # 0

Neben den ZG's treten bei Zustandsdnderungen — die iieber die Hauptséitze
der TD quantifiziert werden (s. u. Phdnomenonlogie) — noch die Pro-
zessgroflen in Erscheinung. Das sind verrichtete/investierte Arbeit, aus-
getauschte Warme und umgesetzte Stoffmengen.

1.2 Phinomenologische Thermodynamik

Diese Beschreibungsweise beschrankt sich auf einige wenige dem Mefivorgang
zuganglichen Zustandsgrofien /Variablen — die z.B. in Form der Hauptsétze
der Thermodynamik, entsprechender Zustandsgleichungen und spezi-
fischer Warmen ineinander umgerechnet werden konnen. Die kleinstmogli-
che Zahl der Zustandsgréfien nennt man einen vollsténdigen Satz aus denen
mit Hilfe der Hauptséitze und der Zustandsgleichungen alle anderen wichtigen
td-ZG’s abgeleitet werden konnen.

Man unterscheidet

a) Extensive Grofien b) intensive o. Qualitétsgrofien
m"/’S’U7H’F T?p?Q
sind < m,V unabhéngig von m, V'

(Masse, Volumen)
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Fiir extensive Grofen kann man Bilanzgleichungen aufstellen, denn Ande-
rungen der ZG’s konnen durch Transport iiber die Systemgrenzen d.S/dt|,
bzw. durch Erzeugung oder Vernichtung im Innern des Systems d.S/dt|; her-
vorgerufen werden

ds ds ds

@~ oal T, (13)
ds

— >0 1.4
dt — 7 ( )

wobei das Gleichheitszeichen in Gl. (1.4) die Erhaltung der Grofle S — der
Entropie, wie wir spéter sehen werden — definiert. Das Ungleichheitszeichen
charakterisiert NGGW-Zustéinde, die uns u.U. am Ende dieser Vorlesung
bzw. in einer separaten NGGW-TD Vorlesung beschéftigen werden.

Die Ableitungen von Relationen zwischen den ZG’s basieren in der GGW-TD
auf der Annahme, dass bei Anderungen des Zustands ein Reihe GGW
Zustande durchlaufen werden, die gleichermafien das ganze System (Homoge-
neitdt) erfassen. Auf diese Weise gewinnt man die wesentlichen Beziehungen
zwischen den Zustandsgrofen fiir die entsprechenden Prozesse, die auch dazu
benutzt werden kénnen, den vollstidndigen Satz von Variablen zu dndern
— d.h. ich wihle andere unabhéngige Variablen. Z.B. zur Beschreibung eines
homogenen in einem Volumen eingeschlossenen Gases reichen 2 unabhéngige
ZG’s aus — entweder Druck p und Temperatur T (oder alternativ: p, V', oder
T,V — innere Energie U = (F;), spezifische Wérmen).

Zur Illustration thermodynamischer Zustandsénderungen nehmen wir an,
dass die Entropie S(z;) — in der Thermodynamik und Statistik die ent-
scheidende Grofle — von bestimmten ZG’s z; abhéngen moge. Dann kann
man die zeitliche Anderung von S, von der wir wissen, dass sie nur Zunahme
beudeuten kann, iiber totale Differenziale schreiben als

ds _ as

JZ' = Cinj s (16)
wobei hier Einstein-Summen verwendet wurden. Die Relation (1.6) bezeich-

net man als Onsager Beziehungen, die die thermodynamischen Strome Jj
linear mit den td Kréften X; verkniipfen. Driickt man umgekehrt die Kréfte
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durch die Fliisse aus, erhélt man

_ - ds
X, = Vg = ol = & < o) (1.7)
Die Entropieinderung ist also quadratisch von den Anderungen der Zu-
standsgroflen abhénging — vernachléssigt man diese Terme, nennt man das

adiabatisch langsam.

Da die GGW-Zustidnde durch adiabatische Zustandsdnderungen (siche
Gl. (1.2) hinreichend langsam ineinander iibergehen und das ganze System
(rdumlich) betreffen, hat es sich in der GGW-Phédnomenologie eingebiirgert,
nur Differenziale zu schreiben. Die Idealisierung iiber GGW-Zusténde bedeu-
tet gleichzeitig Reversibilitdt. Im Rahmen der makroskopischen, phédnomeno-
logischen TD werden wir allerdings auch irreversible Prozesse, wie von selbst
ablaufende Ausgleichsprozesse, und deren Entropieerh6hung berechnen.
Systeme konnen verschiedene Phasen aufweisen, wie z.B. fliissiges Wasser,
dariiber befindlicher Wasserdampf und auch Wasser als Eis kann sich im Sys-
tem befinden. Die verschiedenen Phasen sind durch scharfe Grenzflichen
getrennt. Innerhalb der Phasen herrscht wieder Homogeneitét. Oft werden
die Grenzflichen als 2D Phasen betrachtet. An ihnen erleiden ZG’s u.U.
Spriinge, Anderungen laufen schnell ab etc.

Des Weiteren konnen Systeme mehrere Komponenten aufweisen, womit
gemeint ist, dass verschiedene chemische Elemente oder Verbindungen zum
System gehoren. Beispiel: Salzwasser-Losung inklusive kristallines Salz. Be-
findet sich dariiber noch Luft dann haben wir ein System mit 3 Phasen (fest —
Kristall, fliissig — Losung, gasformig — Luft) und 3 Komponenten (Salz, Was-
ser, Luft) vorliegen - genau genommen sind hier noch mehrere Komponenten
im Spiel, da ja Luft bekanntlich mehrkomponentig ist.

Der Erfolg der Theorie erwéchst aus seiner groflen Allgemeinheit - Nachteile
wiederum aus der Abstraktion von der Mikrodynamik. Der letztere Makel-
muss durch Erfahrung, sprich Messung, ausgeglichen werden — die statis-
tische Mechanik behebt letzlich diesen Nachteil.

1.3 Statistische Mechanik/- Physik

Im wesentlichen rankt sich die Beschreibung um die Physik von N-Teilchen-
Systemen, deren statistische Behandlung in Abhéngigkeit von der Natur der
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Grundelemente des Systems — Quantenobjekte: Atome, Elektronen, Neutro-
nen ... < klassische /makroskopische Teilchen: Staubteilchen, Granule, Plane-
tesimals, Sterne aber auch Molekiile und Atome in klassischer Behandlung
— auf der klassischen Mechanik bzw. der Quantenmechanik basieren.

klassische Teilchen Quanten
Py = —0H/0q,; ¢, = OH/dp, ih0, ¥ = HV
H (qy, pr) H(7, 2 2)
ke(l,fN); N ~O(10%) ke (1,3N); N ~O(10%)

Die letzte Spalte bringt allerdings ein Dilemma zum Ausdruck, in dem man
sich bei der mikroskopischen Beschreibung befindet. Die Zahl der Freiheits-
grade ist vollig unhandhabbar, um die mechanischen oder quantenmecha-
nischen Grundgleichungen zu l6sen bzw. deren Anfangsbedingungen zu for-
mulieren — schon das Aufschreiben der Gleichungen grenzt an Unmoglichkeit.

Hier kommt nun eine Tatsache der Statistik zur Hilfe, die besagt, dass trotz
des wachsenden Grades der Unwissenheit mit wachsender Zahl der Teilchen
die Mittelwertaussagen immer genauer werden. Z.B. bei unabhéngigen Mes-
sungen féllt die Standardabweichung (der Fehler) mit der Wurzel der Zahl
N der Messungen: o o 1/v/N. Man bedient sich also statistischer Metho-
den, versucht die Verteilung p(X) der Zustandsvariablen (klassisch die der
X = (pv, @); quantenmechanisch: Energiezustinde z.B: X,, = E,) zu be-
stimmen, um daraus dann Momente (Erwartungs- bzw. Mittelwerte) aus-
rechnen zu kénnen, die dann hohe Genauigkeit aufweisen — auch hier gilt fiir
die Fluktuationen der Zustandsgrofen (AX?) o 1/N oder ox o 1/v/N
(N - z.B. Teilchenzahl). Zum Beispiel ist die innere Energie U = (E;)
gegeben durch Mittelung aller moglichen Energiezustéinde bzw. im klassi-
schen durch die mittlere kinetische Energie des Ensembles der Teilchen.
Fiir freie Teilchen sind quantenmechanische u. klassische Formulierung iden-
tisch, denn die Energiezustéinde F), sind die Eigenwerte des Hamiltonopera-
tors H = —(h?/2m)A, der nur einen Teil der kinetischen Energie enthiilt.
Auch fiir wechselwirkende Teilchen ergibt sich kein Unterschied, weil sowohl
im klassischen, wie auch im quantenmechanischen Fall dann die potentielle
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Energie in die Mittelung eingeht. Zum Beispiel kann die innere Energie eine
N-Teilchen Ensembles (Gas, Fluid, Sternensysteme, préplanetare Schei-
ben etc.) als Reihenentwicklung in Abhéngigkeit der Teilchenzahl VN sowie
der Energie pro Teilchen u

U = Nu+ NY25u4+ ..+

geschrieben werden kann. Warum gerade v/N dabei eine Rolle spielt, werden
wir in der Vorlesung begriinden. Man erkennt sofort, dass die Fluktuationen
pro Teilchen mit o du/v/N abfallen. Bei N ~ 10%* eine unvorstellbar kleine
Fluktuation.

Zudem werden wir zeigen, dass die Unterschiede zwischen klassischen und
Quantensystemen nur bei Entartung (sehr niedrigen Temperaturen) offenbar
werden.

Es ist vielleicht interessant zu erwéhnen, dass fiir ,,ausreichend“ [was das be-
deutet (die liegen immer noch im Bereich von nur einigen K), kldren wir in
der Vorlesung] hohe Temperaturen eines quantenmechanischen Systems die
makroskopsichen Aussagen — Mittelungen iiber diskrete Zustdnde — vollig
identisch denen der klassischen Statistik sind. Deshalb werden wir aus Effizi-
enzgriinden oft die Summenmittelung angeben, wenn nichts anderes explizit
erwahnt ist. Umgekehrt sind oftmals Integrale leichter als Summen auswert-
bar, so dass manche quantenmechanische Mittelung oder Zustandssumme
als Intergral approximiert wird — was bei , hinreichend* hohen Temperaturen
immer méglich sein wird.

Am Schluss dieser Einleitung sei ein simples Beispiel durchgerechnet:

1.3.1 Beispiel fiir Makro- vs Mikro:
Ideales Gas in kubischer Box!

Gegeben: in kubischer Box, Kantenldnge a, befinde sich ein ruhendes ideales
Gas. Es handele sich um ein geschlossenes System, ergo Austausch von Arbeit
dA und Wirme 6Q! ist moglich. Ziel: z.B. Berechnung einer adiabatischen
(6QQ = 0) Expansion, die die Phdnomenologie bewiltigen kann, so thermische
p(V,T) und kalorische U(T') Zustandsgleichungen bekannt sind!

!Die 6 Symbole deuten darauf, dass es sich hier um keine Zustandsgréfen handelt!
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Phinomenologie (TD):

Den Energieaustausch mit der Umgebung quantifiziert der 1. Hauptsatz der
Thermodynamik:

dU = 6Q + 6A . (1.8)

Bei einem Gas oder Fluid is Arbeit A = —pdV mit der Volumenédnderung
dV bei gegebenen Druck definiert. Ich fithre dem System also Energie in Form
von Arbeit zu, wenn ich das Volumen verringere dV' < 0 (zum Beispiel iiber
einen Kolben). Achtung — Konvention: Vom System abgegebene Energien
zahlen negativ!

Nun braucht man Ausdriicke fiir U(7") und p(V,T), die in der TD der Erfah-
rung, d.h. Experimenten entlehnt sind. Da sind Namen wie Boyle, Mariotte,
Gay, Lussac u.v.a.m. zu nennen, der Experimente die Zustandsgleichung

NET
urT) = C, T und p(V,T) = Vv (1.9)

ergaben.

Damit kann man nun in der Tat ganz simpel die Temperaturdnderung d7' bei

forcierter Volumenanderung dV im adiabatischen (warmeisolierten: §¢) = 0)

aufschreiben (und auch mit scharfem Hinsehen integrieren):

dr Nk dV

T CoV

Fazit: Phanomenologie entlehnt ZGin. U(T),p(V,T) der Erfahrung/ Expe-
rimenten!

“Mikroskopie” /Statistik:

Ganz anders — nadmlich deduktiv — geht man in der statistischen Mechanik
Vor.

Zunéachst braucht es ein Modell fiir das ideale Gas: es moge aus N elas-
tischen, unzerstorbaren Kugeln (Radius: R) vernachlidssigbaren Volumens
Vicuget = 4mR?/3 und der Masse m bestehen, welches das Volumen V = a3
der Box bevdlkere!
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Nun ist es Aufgabe der Statistischen Physik die Verteilungen o(p,,7,) der
Orte 7, und Impulse p,, zu berechnen. Nun, wenn wenn wir das schon koénn-
ten, bediirfte es nicht dieser Vorlesung. Aber wir kénnen hier, ausgehend von
der Hamilton-Funktion
-
H(pa) = Lo (1.10)

O62m

Annahmen iiber p machen. Sicher kann man wegen der Unabhéngigkeit der
Teilchen schreiben

ofr, - iv) o< ] @) -

alpha=1

(lernen wir bald in der WK - Rechnung). Fiir die Einteilchenfunktionen f(p,)
nehmen wir nun das Allereinfachste (sehr unwahrscheinlich) an: Je N/6 be-
wegen sich senkrecht auf eine Wand zu — UND - fiir die Geschwindigkeits-
(Impuls) Verteilung setzen wir

flv) < 8(v —¢) |

d.h. alle Teilchen mogen die gleiche Geschwindigkeit ¢ in Richtung Wand
haben (Impuls: p = me;  Achtung: nicht mit Druck p(V,T') verwechseln!!).
2

Nun zu den Zustandsgleichungen: die innere Energie U ist gegeben als Summe
der Mittelung aller einzelnen kinetischen Energien:

Pa
U = — NET
> (g)
Wir werden spéter zeigen, dass der Vorfaktor 3/2 fiir obiges Teilchenmodell
lautet. Habe die Molekiile f Freiheitsgrade, dann ist der Vorfaktor f/2! Wir
habe also die kalorische ZGl. als

U = §N kT
2
mit Hilfe von ¢ bestimmt. Man beachte: U hdingt nicht von V' ab, was daran

liegt, dass die Gasteilchen nicht wechselwirken!

“Dirac’sche Deltafunktion f(zo) = [ §(z — zo)f(z).
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Ahnlich lduft es mit der thermischen ZGl.: Allerdings ist hier noch ein wenig
Formelgymnastik notig — aber alles recht einfach: Der Druck ist gegeben
mit:

pV.T) = —« = — . (1.11)

Die Kraft gegen die Wand ist aus den mittleren Impulsdnderungen der Teil-
chen an der Wand pro Zeit dt leicht berechnet:

dpa dN
— = 2mc

F, = = 2me——
dt dt

(1.12)

wobeil
v NV Nt N
6 V 6 a? 6 a
die Zahl der Teilchen ist, die sicher in d¢ an die Wand knallen. Das eingesetzt

in (1.12) und (1.11) liefert

N 2
pV.T) = TmdV = oN (%&) yL (1.13)
——
(Eg.,)=3kT
— NKT (1.14)

was doch m.E. reichlich verbliifft.

Nun, doch nicht ganz, denn wir haben intuitiv gar nicht so doofe Annahmen
gemacht: ¢ wird sich als thermische Geschwindigkeit erweisen, die die Breite
der Maxwell’schen Geschwindigkeitsverteilung definiert und auch die Rich-
tungen (und projizierten Kréfte) ergeben, dass die Richtungsannahmen auch
funktionieren (wire mal eine schéne Ubung, das zu zeigen).



Kapitel 2

Mathematische Hilfsmittel

In den folgenden Abschnitten 2.1 und vor allem in 2.2 werden wir mathema-
tische Eigenschaften der Zustandsgrofien zusammentragen, die wir dann in
der Phédnomenologie (Kap. 3.) stéandig brauchen werden. Abschnitt 2.3 fiihrt
in die Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik ein, die dann Gegenstand
der statistischen Mechanik (Kap. 4) sein wird.

Wir werden dabei immer wieder direkt Beispiele aus der Thermodynamik
und Statistik anfithren — und auch schon hier diirften dem geneigten Zuhorer
die Verbindungen zwischen der makroskopischen und mikroskopischen Be-
schreibung thermodynamischer Phanomene klar werden, die dann im Laufe
der Vorlesung noch weiter vertieft werden.

2.1 Nabla-Kalkiil

Wir diskutieren das Nabla-Kalkiil im 3D Ortsraum und erweitern/reduzieren
auf den Zustandsraum der n Zustandsgrofien z,, (n - vollstédndiger Satz). Wir
verwenden hier Einsteins Summenkonvention.

Ortsvektor: 7 = x;€;
Nabla-Kalkiil: V = &>
Gradient: Skalar — Vektor: grad ® = V ¢ = %ei

Gradient: Vektor — Tensor: grad @ = Vou = 2é¢;

17
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Divergenz: Vektor — Skalar: divB = V-B = 2B

oxy,
. R R 8oy —
Divergenz: Tensor — Vektor: dive = V-0 = (.;;_Jei
J

2.1.1 Mehrfachanwendung

Laplace-Operator (Vektor): A = divgrad = V-V = %%

rot gradf = Vx (Vf) =0 und div<roth> = V-(VXA) =0 .

rot rotA = grad(div[f) - A = V(V-[f) - A = VX{VX/_X}

Verwendet man krummlinige Koordinaten

xr;,; = l'i(ql,...,q?,) (21)

7= xi(qk) €

kommen noch Skalenfaktoren ins Spiel

(2.3)

or
gi =

dq;

die Einfluss auf alle obigen Ausdriicke haben (Ubung).

Eine vollstandigere Abhandlung der Skalenfaktoren im Zshg. mit dem Nabla-
Kalkiil und den o.g. Differenzialausdriicken kénnen Neugierige man auch auf
meiner ,, Heimseite“ in einer Extradatei finden.
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2.2 Totales Differenzial — ZG Transforma-
tionen

Gegeben seien die unabhéngigen ZG’s als Zustandsvektor 7 = x;€; mit
i € (1,n) in einem euklidischen Raum R", sowie eine abhéngige Zustands-
grofle U(Z).

Dann stellt der Differenzialausdruck

ou ou

ein totales Differenzial dar, so der Schwarz’sche Satz

oy, oy,
= 2.
2 2
o°U _ o°U (2.6)

89@8:@ 8.1'3(91’1

Giiltigkeit hat. In diesem Fall ist U eine Zustandsgrofle, bei denen eine Zu-
standsdnderungen nur durch den Anfangs- & Endpunkt

2

mm—Um::/MJ (2.7)

1

bestimmt ist und deshalb die Wegunabhéingigkeit

faf:o (2.8)

formuliert werden kann.

Analog zu mechanischen Problemen, bei denen konservative Kréfte eine Rolle
spielen, konnen (adiabatisch langsame, reversible GGW) Zustandsédnderun-
gen ausschliefllich durch die entsprechenden Differenzen der Zustandsgrofien
zwischen End- & Anfangszustéinden charakterisiert werden. Wir werden da-
von noch bei der Berechnung von (reversiblen) GGW-Prozessen mit Hilfe
thermodynamischer Potenziale ausgiebig Gebrauch machen.
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Zunéchst soll das Beispiel konservativer Krifte aus der Mechanik diese ener-
getische Behandlung verdeutlichen:

Illustrative Mechanik-Wiederholung:

Bekanntlich ist eine konservative Kraft £ durch Potenzial U(7) darstellbar:

F = — %U(f‘) = — VU . (2.9)

Damit kann fiir die differentielle Anderung dU geschrieben werden

AU = VU -dF = — F-dF (2.10)

was bedeutet, dass Arbeit —F - d7 = —F - d3 aufgewendet werden muss (!!
negatives Vorzeichen), um die potenzielle Energie U zu erhdhen — was in
der Binsenweisheit ,,bergauf ist es anstrengender als bergab“ zum Ausdruck
gebracht wird.

Damit dU ein totales Differenzial ist, miissen die Schwarzschen Relationen
(2.5)-(2.6) erfiillt sein, die direkt aus der Differentialgeometrie und den De-
finitionen (2.9) folgen (ausdifferenzieren):

V x VU(7) = rot[gradU (7]

- 0 oU
€; - V x VU(TT) = Eijk%a—mk
J

Il
(e
—~
no
—_
—
~—

Der vollsténdig antisymmetrische Tensor ist mit €;j; bezeichnet, fiir den gilt:
gijk = +1 fiir gerade Permutationen und ¢;j;, = —1 fiir ungerade Permutatio-
nen. Damit erhalten z.B. fiir die x-Komponente des Rotors der konservativen
Kraft bei Beachtung der Einsteinschen Summenkonvention (4.343)
OF, OF, OF, OF,

= Caxyz"o Tz = :O,
€y6y+6y(‘)z oy 0z

rotﬁ
X
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oder mit Gl (2.9)

oF,  0F, 0*U  0*U
oy 0z 0yoz + 0z0y 0 (2.14)

Die Gleichung (2.14) liefert unmittelbar die Schwarzschen Relationen, die fiir
totale Differenziale erfiillt sein miissen.

Die Wegunabhéngigkeit der Integration kann anhand des Stokes Integralsat-
zes bewiesen werden. Wir wollen das hier ebenfalls am mechanischen Beispiel
exerzieren — d.h. wir berechnen die geleistete Arbeit als Wegintegral iiber
die konservative Kraft. Sollte diese Arbeit nicht vom Weg, sondern nur von
der Potentialdifferenz in den Endpunkten des Weges abhéingen, dann muss
geméf Gl. (2.8) das Integral entlag eines geschlossenen Weges verschwinden.
Der Stokes Satz liefert die Wegunabhéngigkeit ganz zwanglos im Falle von 3
unabhéingigen ZG’s

fdf-ﬁ = — /de-VX VU@)] = 0, (2.15)
oB B

eben weil die Rotation eines Gradientenfeldes immer verschwinden muss. An-
dererseits ist der Ausdruck hinter dem Ringintegral auf der linken Seite von
Gl. (2.15) das totale Differential dU, so dass die in Gln. (2.7) & (2.8) postu-
lierte Wegunabhéngigkeit gezeigt ist. Die Relationen (2.15) gelten natiirlich
nicht nur in 3D und fiir mechanische Problem, sondern generell — in unserem
speziellen Fall fiir thermodynamische Potenziale, mit deren Hilfe wir wichtige
td-Relationen ableiten werden.

—

In Ubungen konnen z.B. verschiede Wege #(t) = C(t) als Funktion eines
Parameters ¢ (nicht notwendiger Weise die Zeit)
d—)
U(7) — U(F,) = /dtd—: VU

—

c

integriert werden, um so die Wegunabhéngigkeit eines totalen Differenzials
zu lberpriifen.
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2.2.1 Integrierender Faktor

Oft — oder eher — in der Regel ist ein Ausdruck der Form
A =Y;dx; (2.16)

kein vollstdndiges Differenzial, wie man mittels Schwarzscher Relationen i.A.
leicht iiberpriift. A steht hier z.B. fiir die am/vom System geleistete Arbeit
— die Wérme () wére auch ein Beispiel — Grofien, die in der Regel nicht
konservativ sondern von der Prozessfiihrung abhédngen.

Unter bestimmten Voraussetzungen jedoch kann ein integrierender Faktor
den daraus folgenden Ausdruck zu einem totalen Differenzial machen

dU = f(x1,...,2p) 0A = f(21,...,2,)Y;dz; mit je (1,n) . (2.17)

Auch hier miissen fiir den neu entstandenen Ausdruck die Relationen (2.5)-
(2.6) erfiillt sein, die in dem Falle lauten

o(f(@)Y) _ o(f(@)Y;) 0°U

= = . 2.18
Differenziert man die linken Seiten der Gl. (2.18) aus und ordnet um, erhélt
man
oy, oy, of af
_ = 9y 9y 2.19

Nach Multiplikation der Gl. (2.19) mit Y}, nachfolgender zyklischer Vertau-
schung der Indizes und anschlieBender Summation der entstandenen Aus-
driicke erhélt man die notwendigen Bedingungen fiir die Existenz des inte-
grierenden Faktors f, die fiir n = 3 lauten

Y. VUxY =0 . (2.20)

Die nun entstandenen Ausdriicke OU/Ox;, bzw. die durch integrierenden Fak-
tor gewonnene neue Potenzialfuntion U (Z) ist in der oben beschriebenen Wei-
se einfach integrierbar.
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Fiir hohere Dimensionen D = N > 3 ist das Kreuzprodukt mit Hilfe des n-
dimensionalen vollsténdig antisymmetrischen Tensor €,,,,. ., auszudriicken.
Fiir 3 beliebige Indizes ¢, 7, k kann man dann formulieren

Y,
Z Y; €V11/2...i...j...k... _k =

zyklisch 837]'
9y,  09Y; ay; Yy ay;  0Y;

(G 5) (o) (G -a) e
wobei die Summation iiber die zyklische Vertauschung der 3 Indizes ¢, j, k zu
nehmen ist, wie die rechte Seite offenbart (fakulative Ubung: ausgehend
von Gl. (2.18) die Gl. (2.21) fiir beliebige Dimensionen reproduzieren!).
Differenzialformen die die Bedingungen (2.21) erfiillen und somit in ein to-
tales Differenzial umgeformt werden kénnen, nennt man holonom oder auch
Pfaffsche Formen.

Der integrierende Faktor bedeutet nichts anderes, als dass der Gradient
VU der neu entstandenen Potentialfunktion parallel zu dem Vektor S =
(Y1,Y5, ..., Y,) ist, wobei letzterer nur um den Faktor f(Z) gestreckt werden

muss, damit ein vollstindiges Differenzial entsteht. Diese Tatsache &t sich
in 2 Dimensionen einfach veranschaulichen.

Zweidimensionaler Fall — integrierender Faktor:

In 2D existiert immer ein integrierender Faktor, wie die folgenden Argumen-
tationskette zeigen wird. Vorerst miissen nachstehende Bedingungen erfiillt
sein:

AU = 6A f(z,y) = [f(z,y)Yedr + f(z,y) Y, dy

= 0,Udz + 0,Udy (2.22)
olf Yl O[fY]
. o (2.23)

Koeffizientenvergleich von Gl. (2.22) ergibt (Ubungsvorschlag: nachste-
henden 2 Geichung zeigen)

[l y)Ye — 0.U = f(z,9)Y, — 0,U = 0
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oder in kompakter Form durch Addition der beiden Nullen
fY —VvU =0 (2.24)

was direkt bedeutet, dass Y und VU parallel sind, ohne dass auch nur eine
gesonderte Bedingung erfiillt sein muss.

Das Potential U(z,y) kann nun als ,,Gebirge* iiber der (z,y)-Ebene aufge-
fasst werden. Auf einer Isopotentiallinie muss dann gelten:

dU = VU - di =0 , (2.25)

was auch als Anstieg der Isolinie in einem x —y Diagram geschrieben werden
kann
dy o, U Y,

_ - L= 2.26
da 0,U Y, (2.26)

Die Gleichh(ejt der Briiche auf der rechten Seite folgt aus der Parallelitét
(2.24) von Y und grad U geschuldet — der Gradient, die Richtung des
steilsten Anstiegs, steht immer senkrecht auf einer Isolinie.

Beispiel fiir integrierenden Faktor:

Vorgriff auf die phanomenologische TD: Die innere Energie U = (E) ist
ein totales Differenzial von unabhéngigen ZG’s (z.B. von Temperatur 7" und
Volumen V'), also:

ou ou
T dT +

AU = =1 av .
. oV

T

Die Warmeenergie () — (!) kein totales Differenzial (!) — die einem Gas, in
diesem Fall soll es ein ideales sein, zugefiihrt wird, kann sowohl Volumenarbeit
pdV > 0 verrichten oder alternativ zur Erhohung der inneren Energie dU =
C,dT > 0 beitragen, was mit dem 1. Hauptsatz der Thermodynamik wie
folgt geschrieben werden kann:

oU
6Q = AU +pdV = =

ou
T i
ar+ (5

+ p) dv . (2.27)
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Da es sich um ein ideales Gas mit den Zustandsgleichungen p V' oc T'und U
T handeln soll, folgt sofort OU/IV = 0, m.a.W. es tritt keine Warmetonung
bei einem sich ausdehnenden idealen Gas auf.

Das ist relativ einfach zu verstehen, da die innere Energie als Mittel U =

N <E(1)

km> iiber alle kinetischen und potenziellen Energiebeitrage (welche
beim Idealgas Null sind) jedes Teilchens nicht vom Volumen V' welches das
Idealgas einnimmt - oder den intermolekularen Abstédnden - abhéngt, womit
VolumenvergroBerung nicht auf Kosten von U geht.

Damit erhélt man mit den Proportionalitéitsfaktoren C, und Nk (spezifische

Wirme & Gaskonstante)

NET
0Q = C,dT + TdV (2.28)
was 1.) kein totales Differenzial ist (Ubung: Schwarzsche Relation priifen)
und 2.) dem man aber den integrierenden Faktor praktisch direkt ansieht!
Dividiert man namlich Gl. (2.28) mit der absoluten Temperatur, erhilt man

5Q  C, Nk

bei denen die Vorfaktoren von d7" und dV jeweils nicht von der anderen
7ZG abhéngen. Durch Testen der Schwarzschen Relationen kann man leicht
nachpriifen, dass beide Ableitungen verschwinden und damit ist (2.29) ein
totales Differenzial. Mit S bezeichnet man die Entropie — die wichtigste Grofie
der Thermodynamik. Wird dU = C,dT und p/T = Nk/V ersetzt, erhélt
man die Gibbsche Fundamentalgleichung

dU P
dsS = — —d 2.
S - + v Vv (2.30)

Ausdruck des 2. Hauptsatzes der TD — die wichtigste Gleichung in der
phidnomenologischen TD.

2.2.2 Transformationen zwischen td-ZG

Annahmen: wir betrachten zwei unabhéngige ZG: 1,25 und die davon
abhéngigen ZG yi1,ys. Da hier von Zustandgrofen die Rede ist, sind deren
infinitesimalen Anderungen durch totale Differenziale darstellbar
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oy oy
dy, = 2| d S g
Y1 axl . T, + 81,’2 N T
_ Oy 2
dy2 = axl . d$1 + ax2 N dl’g .

Diese Beziehungen lauten in kompakter Form

dj = M - dz (2.31)
d A d
W _ 1 g, 2 | gy ) T
(dy2) = B (d> e
8271 o 8x2 1

Die Determinante der Matrix M wird als Jacobi-Determinante

a<y1ay2>

j B |M| B 8(:1:1,:752)

(2.33)

bezeichnet. Sollte diese nicht verschwinden, d. h. 7 # 0, kann das System
(2.32) iiber die inverse Matriz MY invertiert werden:

dz = MYdy . (2.34)

So man nicht scharf darauf ist, alle Adjunkten auszurechnen, die man dafiir
braucht, bietet die Cramersche Regel eine einfache praktische Moglichkeit zur
Invertierung:

DetM;
day = =% 7 (2.35)
dyr gﬂ
DetM,; = ) s (2.36)
dyz ﬁ
. g—ﬁﬁ dyr
DetMy = | = (2.37)
on |, W
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Fiir die Transformationen von Differenzialen und Wahrscheinlichkeits—(WK)
Dichten (siehe unten) gilt:

8(?Jlay2)

dyldyg = j(a?l,l'g)dl'ldl‘g = a
T, T2

Ein exakter differenzialgeometrischer Beweis von Gl. (2.38) kann in Monogra-
phien der Differenzialgeometrie gefunden werden, worauf wir hier verzichten.
Wir wollen sie wie folgt plausibel begriinden: = schreiben die Darstellun-
gen (2.31) & (2.32) in vektorieller Form im Zustandsraum der unabhéngigen
2G’s.

Annahme: ¢ = ;€7 + y265 und durch Differenziation erhélt man:

0 0
dy = {ﬂ dzy + g dxz} e +
Tl

0xy 2 019
+ % dl’l + % d.I'Q 52 .
8951 oo 61’2 o

Wir definieren Vektoren des Zuwachses von g in den Richtungen z; und x5
als:

dy|m1 = < al e + Y2 62) dl’l
z2

. 0 . 0 .
dy]m = a—yl e + ﬂ €9 d.Tg
T2 |, 0o -

Aus diesen Vektoren konnen Flichenelemente, Volumenelemente und auch
Einheitsvektoren in Abhéngigkeit von den Skalenfaktoren g; berechnet wer-
den.
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Flichenelement:
dA = dgl,, x dyl,,
0 0 0 0
ﬂ ﬂ €1X€2 + ﬂ ﬂ é’gxé’l dl’ldl'g =
0xq . 01y . 0, z2 01y o
I 892 yo Iy
= - = = dr;d 2.39
{81‘1 2 Oy o Oxy |, Oxa |, (do1das) & (2:39)
woraus fiir die Betriage wird
_, (Y1, y2)
dy] d = dy1dys = — %5 dxd 2.40
und im Allgemeinen kann formuliert werden
y17 cey yn -
dy; = dz; 2.41
H Y Zlfl,..., g ( )
Eigenschaften der Jacobideterminante:
Verallgemeinerte Kettenregel:
O(ugy ...y Up) _ O(uyy vy Up,) . O(wy, ..., wy) (2.42)
(T, .oy Tn) O(wy, ..o, wy)  O(xq, ...y p)
Zeilen- o. Spaltenvertauschung
O(ULy ooy Uiy ooy Uy ooy U) B O(Usy ooy Uy ooy Uiy ooy Uy)
OTLy ooy Ty oy Ty oy ) Oz, ., xp) N
9 n
— _ (U’l? ,U/ ) (243)
8(1’1, y Ly ey They axn)
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Einfache Differenziation

s 0
oy
Ou _ Olun, ) ! (2.44)
81’1 L2, T 8($1,[E2,...,$n>
0 1
Aus der Kettenregel folgt die inverse Jacobi-Matrix
O(ur,...,up) O(w1,...,2,) )
O,y y) O(uy,...ouy)
-1
O(Uqy .oy ) _ 01,y ) (2.45)
(1, ey p) O(Ury ooy Up,)
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2.3 Wabhrscheinlichkeits (WK) - Rechnung

2.3.1 Grundbegriffe — Definitionen

Wahrscheinlichkeit (WK): 0 < p(F) <1

p(E) € (0,1) gibt die WK dafiir an, dass das Ereignis £ (was auch immer
das sei — wir wéhlen hier schon mal E, um die Rolle der Energie in der sta-
tistischen Mechanik zu betonen) eintritt. Sie werden plausibel begriindet mit

dem Grenzwert der

relativen Haufigkeiten:  p(F) = lim (N )

DB
N—oo N

Rechenregeln & Definitionen (Kolmogorov):
Unmdgliches Ereignis (E) @ p(E) = 0
Sicheres Ereignis (E) :  p(E) = 1

WK des Eintretens sich ausschlieender Ereignisse F; und F; — die Elemen-
tarereignisse;

. Ng, + Ng,
p(EUE;) = p(Ei) + p(E)j) = lim ——F—
oder allgemein fiir n Elementarereignisse:
PEYUEU.UEU.) = > pE)=> p . (2.46)

Die Wahrscheinlichkeiten des Auftretens irgendeines Ereignisses entspricht
der Summe iiber alle Elementar-Ereignisse = Normierung

dop=1 (2.47)

WK, dass ein Ereigniss Ej nicht eintritt
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p(noEy) = 1 — p(Ey) = sz' - D - (2.48)

Zusammengesetzte /kombinierte Ereignisse

Beispiel: Wurf zweier Wiirfel mit dem Ergebnis 6’er Pasch  p(6U6) = 1/36.

e Wichtige Annahme: A priori gleiche Wahrscheinlichkeiten fiir Elemen-
tarereignisse!! = wichtige Voraussetzung bei der statistischen Mechanik.

Wiirfel: Elementarereignisse p(1) = ... = p(6) = 1/6 (weil 6 identische Sei-
tenfldchen)

2. Wurf erdffnet wieder 6 Moglichkeiten p = 671 x 671 = 1/36, weil der Wurf
von 2 Wiirfeln 36 mogliche Ausgénge hat < vorausgesetzt es handelt sich
um unkorrelierte Ereignisse = Elemantarereignisse.

Unabhingige Ereignisse

p(FyNE,.) = Hp(EZ-) (2.49)

Bedingte WK’s

Hier wahlen wir bewuf3t andere Argumente, A und B, um zu veranschauli-
chen, dass es sich um ganz beliebige Ereignisse handelt, nicht nur um das An-
nehmen einer Energie E; durch ein (Quanten)-System. Die bedingten WK’s
lauten:

p(ANB) = p(A)-p(BlA4) . (2.50)

Hierbei ist p(B|A) die WK des Eintretens von B unter der Voraussetzung
dass A bereits vorlag = Bedingte Wahrscheinlichkeiten. Mehr dazu bei
der Behandlung stochastischer Prozesse.
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2.3.2 Diskrete Zufallsvariable:
Erwartungswerte, Schwankungen & Co.

Der folgende kurze Abriss bildet die knappe Grundlage fiir die spatere Quan-
tenstatistik bei der Annahme dicht liegender aber diskreter (Energie)-Eigenwerte
denen z.B. die WK’s p; = p(E;) zugeordnet werden kénnen. Bemerkung:

In der (Quanten) Statistik handelt es sich immer um eine groe Anzahl — ein
Ensemble von gleichen (ununterscheidbaren) Objekten dessen stationérer Zu-
stand zur Energie Ejy mit |Sy) = |ng,n1, ..., i)k gegeben ist — oder in der
Ortsdarstellung (7, Z, ..., Tn|Sk) = Pr(¥1, 22, ..., Zy) lautet (auf die man
sich of beschrénkt), der die stationdre SGL

~ ~

H(py,..)Pk(Z1, Tay ..., ) = Ep®p(Zy, T, ..., Tn) (2.51)

geniigt — wobei H :%2/2m+<13(771, ...,y ) der Hamilton-Operator. Der Ener-
gieeigenwert Ey (k € (1,N)) ist nicht der eines einzelnen Quantenobjekts
sondern des ganzen Ensembles und die Zahl dieser Zustdnde/Energien ist
viel groBer als die der Teilchen: N~ O(N!) >>> N. Wir nehmen diskrete
Spektren an (die extrem dicht liegen), da das ganze td-System in einer Box
(einem Potenzial) eingeschlossen sein moge, was diskrete EW bedingt.

Nun liegt es - wie in der klassischen Physik/Statistik/Thermodynamik - auf
der Hand, dass es unmdglich ist, die Bewegungsgleichungen (hier Gl. (2.51))
fiir ein Mol eines Quantengases zu losen.

Es wiére schon hilfreich, hiatte man die Wahrscheinlichkeit p; - wir nehmen
an, wir kennen diese Wk’s - was auch schliefSlich die Aufgabe der statistischen
Mechanik ist. Damit kénnen dann folgende Gréflen berechnet werden:

1’tes zentrales Moment:

(E—(E))) = > (B —(E) ps (2.52)

Erwartungswert:

(E) = Z E;pi (2.53)
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Varianz: = 2. zentrales Moment

Standardabweichung:

v = \/Z_ (B~ (B i = /B~ (B (2.55)

2.3.3 Stetige Zufallsvariable:
Erwartungswerte, Schwankungen ...

Gegeben sei ein Zustandsvektor 7 = (x1,...,x,), der den Systemzustand
vollstandig charakterisiert. Dann ist die Wahrscheinlichkeit (bzw. das WK-
Maf), das System in dem Volumenelement d"# um den den Zustand Z an-
zutreffen, mit der Wahrscheinlichkeitsdichte p(Z) wie folgt definiert

dp = p(@)d"% = p(xq,...,z,) dzy...dx, (2.56)
/dxl...dxnp(f) =1 , (2.57)
PR

wobei die Normierung (2.57) als Integration iiber den gesamten Phasenraum
zu verstehen ist.

Beispiel: x sei eine 1D Zufallsvariable — z.B. der Ort eines Teilchen in einem
1D Raum — dann ist WK p(zp < & < x;) dieselbe im Intervall z € (z¢, x1)
zu finden mit

1 T

plrg <z <zy) = /du = /da:g(a:) (2.58)

Zo o
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gegeben. Mit du = p(x) dx ist analog die WK definiert, das Ereignis, sprich
die Zufallsvariable im Intervall z € (z, 2z + dx) aufzufinden.

Klassische Statistik: N-Teilchen-System mit dem Zustandsvektor ¥ =
I = (qv,pv), wobei die kanonischen verallgemeinerten Orte und Impulse
mit (g1, ...,qsn) bzw. (p1, ..., psn) gegeben sind. Der Raum I', der von diesen
Variablen aufgespannt wird, wird Phasenraum genannt. Die entsprechende
Phasenraumdichte ist mit p(f) gegeben und definiert damit das Wahrschein-
lichkeitsmaB du das System in dem Phasenvolumenelement d®V [' um den

Zustand T als

dp = P(Qb---aCJaN,Pl,---,P?,N) dgi...dgzy dpy...dpsy (2-59)

natiirlich wieder mit der Normierung

/du _ 1, (2.60)

PR

denn das System muss letztlich ganz sicher einen Zustand annehmen.

Eindimensionaler Fall

Zunichst demonstrieren wir die Anwendung der WK-Dichte in einer Dimen-
sion (1D) — also eine unabhéngige zufillige Zustandsgrofie =, die geméfl der
WK-Dichte o(x) verteilt ist.

Aus der WK-Dichte p(z) kann die kumulative Verteilung (o. kurz: Verteilung)
als

F(x) = /d:z:g(x) : (2.61)

bestimmt werden, die die Wk dafiir angibt, die ZG im Intervall X € (—oo, x)
anzutreffen. Folglich ist die WK p, die Grofie in einem bestimmten Intervall
x € (a,b) anzutreffen, durch

pla<z<b) = / dz o(z) (2.62)
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gegeben.

Das i’te Moment der Verteilung lautet:

o0

(z") = /dmmip(x) (2.63)

—00

und i’tes zentrales Moment (1D):

o

(@ @) = [ do o= @) plo) 260

—00

N-dimensionaler Fall (s. Phasenraum):

Im Zusammenhang mit den n-dimensionalen Zufallsvariablen gilt es, eini-
ge weitere wichtige Beziehungen zu definieren. Die Dimension kann durch
Integration (Summation) iiber m < n Variablen auf n —m reduziert werden:

p(X1, ey Tpe) = /dxnm+1...dxnp(:1:1,...,a:n) ) (2.65)

Damit ist die WK-Dichte, die nur von einer Variable z; = x; (diese Wahl ist
ohne Einschriankung der Allgemeinheit) abhidngt, mit

plxy) = /dxg...dxnp(xl,...,xn) (2.66)

gegeben — die vor allem bei der Reduktion von N-Teilchen WK-Dichten auf
Einteilchen - Verteilungsfunktionen eine wesentliche Rolle spielt (siehe 1D -
Fall).

Sind die n Komponenten der mehrdimensionalen Zufallsvariable statistisch
voneinander unabhéngig, dann folgt in Verallgemeinerung der Gl. (2.49)

o) = [ oa) (2.67)
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was nichts anderes bedeutet, dass ein hoherdimensionales Problem auf einen
1D-Fall reduziert werden kann. Mit Gl. (2.67), der Normierung (2.57) sowie
der Reduktion/Projektionen der WK-Dichte gemé Gln. (2.65)-(2.66) kann
man das sofort auf einer Bierdeckelriickseite zeigen.

Erwartungswert (mehrdimensional):

(¥)y = /d”ff,o(f) ; (2.68)

PR

Allgemeine Momente:

(it xy?--anr) = / H da; ot - 23?0 p(xy, oy ) 5 (2.69)
J

Varianz/Standardabweichung:
(0= (2a))?) = [ €F (20— (2a))? pl0) =
PR

= (22) — (2a)? (2.70)

Oq = (x2) — (24)? . (2.71)

Ubungsvorschlag: Berechnung des Erwartungswertes und Nachweis der
letzten Identitédt in Gl. (2.70) fiir mehrdimensionale Zufallsvariablen — z.B.
fir den 6-D Fall ¥ = (x,y, 2, ps, Dy, p-) fiir ein mechanisches Teilchen mit
dem Impuls p'= mv und der dazugehorigen WK-Dichte

p(p) = Cexp (—=fp°/(2m)).

Ist die WK-Dichte nicht durch Gl. (2.67) darstellbar, kommen bei den hoher-
en zentralen Momenten Korrelationen zwischen den einzelnen Variablen z;



2.3. WAHRSCHEINLICHKEITS (WK) - RECHNUNG 37

und z; ins Spiel, die von gemischten Termen herriihren. In diesem Fall sind
die Kovarianzen als

Covlwnay) = (@ — {a))(a; — (@) = Cy (2.72)

und deren Normierung auf die entsprechenden Standardabweichungen als
Korrelationsmatrix (-tensor)

COT(SL’i,ﬂ?j) _ <($l - <x2>>(x] — <ZL’]>)> (273>
B (52)
definiert.

Gleichungen (2.62)-(2.70) sind nur fir den Fall giiltig, dass das MaB fiir
die Wahrscheinlichkeit (2.59), dgu, tatséchlich proportional dem Volumenele-
ment d"Z des Phasenraums ist. Damit das erfiillt ist, miissen tatsachlich
a priori Gleichwahrscheinlichkeiten fiir Elementarereignisse vorausgesetzt
werden. Solche Elementarereignisse sind z.B. Besetzung eines von den sehr
vielen diskreten Systemzustinden (Quantenstatistik), Auffinden des Sys-
temzustands in einem bestimmten (immer gleich gehaltenem) Phasenraum-

volumen-Grundelement (klassische Statistik): z.B. ‘Af‘ = h/N_ wobei h das

Plancksche Wirkungsquantum ist, f benennt Freiheitsgrade eines Grundele-
ments (Atom, Molekiil) des Systems = Punktmasse: f = 3, Hantelmolekiil
f =5 etc.; (fakultative Ubung: wieviel Freiheitsgrade hat eine homogene
(starre) Kugel als Modell fiir ein Atom?).

Des Weiteren ist auch noch notig, dass die Ergodenhypothese erfiillt ist, die
besagt, dass das System auch jedem beliebigen Punkt im Phasenraum (PR)
im Laufe der beliebig langer Zeit beliebig nahe kommt. Alle oben gemach-
ten Aussagen haben natiirlich nur Sinn, wenn die Verteilung stationér ist:

p(Z,t) = p(T).

Sind diese Voraussetzungen nicht erfiillt — z.B. das System hélt sich in dem
fiir ihn zugénglichen Phasenraum in bestimmten Gebieten unterschiedlich
lange auf oder die Dimension dieses Raums ist schlicht fraktal (Bewegungen
von Teilchen auf einem Attraktor) — dann kann nicht so einfach eine Wahr-
scheinlichkeitsdichte eingefiihrt werden. Dann sind die o.g. Definitionen die
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folgenden Stieltjes-Integrale bzgl. des WK-Mafles d"pu. Die Verteilungsfunk-
tion ist dann mit (der Einfachheit halber wihlen wir im Folgenden 1D)

T

F(z) = / du (2.74)

z'=—00

gegeben. Die anderen Gréflen lauten

i-tes zentrales Moment:

(@) = [ duGe- ) .75

Erwartungswert:

(x) = / dpx (2.76)

(@ — (@)?) = / dps (& — (2))? (2.77)

Fiir unsere Zwecke — der statistischen Thermodynamik des GGW’s — bei der
es sich meistens um die Bewegung von Molekiilen, Atomen oder anderen kon-
servativ wechselwirkenden Teilchen handelt, nehmen wir stets an, dass eine
WK-Dichte p formulierbar ist, so dass komplexe mathematische Methoden
nicht angewendet werden miissen.

Die Aufgabe der statistischen TD besteht nun u.a. darin, die WK-
Dichte p(#) zu berechnen!
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2.3.4 Dichten, Erzeugende & Kumulanten

Bevor wir damit beginnen, folgen noch einige Definitionen, die fiir viele Be-
rechnungen im Rahmen der statistischen Physik sehr von Nutzen sind.
Existiert eine Funktion y = f(z), dann kann man fiir die korrespondierenden
Dichten formulieren

dy
pedz = pydy = p, = Px/@

py = (0(y—f(x) (2.79)

Um die Relation (2.79) zu verstehen, muss man sich der Eigenschaft fir die
Dirac’sche Delta-Funktion

Sy = 3 A=t (2.80)

=),

erinnern, wobei die x; die Wurzeln der Gleichung ¢(z) =0 sind. Eine Zu-
sammenstellung der Eigenschaften von §(x) ist auf der Seite www.agnld.uni-
potsdam.de/” frank/ zu finden. In Verallgemeinerung dessen, was wir iiber die
Jacobi-Determinante wissen, kann man Gl. (2.78) fiir n-D allgemein schrei-
ben:

o(@) = pli@)] oL (2.81)

(T1y .oy )

Die Fouriertransformierte der WK-Dichte definiert die charakteristische
Funktion bzw. die Erzeugende der Momente

o0

G(k) = (explika)) — / dz expl(ike) p(z) | (2.82)

— 00

und natiirlich ist die Riicktransformierte wieder die WK-Dichte

o0

p(z) = % / dk exp(—ikz) G(k) | (2.83)

—00
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wobei ¢ die imaginédre Einheit ist.

Die Normierung der Dichte kann auch mit

o0 oo

Gk=0) = / dz exp(i0z) p(x)

—00 —00

I
o
8

2
N

i

—_
—~

o

oo
N

ausgedriickt werden.

Relationen zwischen Momenten < Erzeugenden werden durch Differen-
ziation

o0

%l(j:) = (iz exp(ikx)) = / dz (iz) exp(ikz) p(x)
aGk) :
el ((ix)" exp(ikx)) (2.85)

gewonnen, womit man die Momente durch Differentiation der charakteristi-
schen Fkt. erhélt

@) = (=)'t (2.86)

Alternativ kann man auch die Funktion exp(ikz) in der Definition der Er-
zeugenden entwickeln und kommt auf ebensolche Beziehungen.

Entwicklung von In G(k) um k = 0 definiert die Kumulanten C,,, die gleich-
berechtigt zu den Momenten fiir die Darstellung der Dichte genutzt werden:

InG(k) =

M

<
I
]

(if!)] C; = In ; (i;‘:!)] (27) (2.87)

(ik)) ¥ InG
i Ok

Y

0

<
Il
o

I
.Mg

womit man durch Vergleich von Gln. (2.86) mit (2.87) die Rolle der Kumu-
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lanten identifiziert

C1 = (x) (2.88)
Cy = (%) —(7)° (2.89)
Cs = (%) —3(x) (&%) + 2(x)? (2.90)

Ubungsvorschlag: zeigen, dass die Kumulanten auch aus Entwicklung des
Integranden exp(ikz) - p(x) im Integral (2.82) um k = 0 folgen.

Aus der Kenntnis der Kumulanten bzw. der Momente der Verteilung, 148t
sich letztere mit Hilfe zusétzlicher physikalischer Forderungen (Entropie-
Maximum, Minimum td-Potenziale wie freie Energie, freie Enthalpie) oder
auch bei Kenntnis der a priori WK’s konstruieren.

Ubungsvorschlag: Gegeben sei, dass alle Momente der Ordnung i > 3 bzgl.
einer 1-dimensionalen WK-Dichte verschwinden. Man bestimme p(x) aus den
Definitionen (2.68)-(2.70) von (z); (Az?) und der Normierung (2.57). Hin-
wets: Die Konvergenz des Normierungsintegrals ist nur durch eine Exponen-
tialfunktionen zu garantieren, die in beiden Grenzen x — 400 verschwindet:
d.h. sie muss der Form = aexp|[—f(z — ¢)?] geniigen.

Im Zusammenhang mit der Nutzung der Erzeugenden/charakteristischen
Funktion sollen noch folgenden niitzliche Darstellung der Delta-Funktion

o0

x —x9) = % / dk explik(z — x0)]
5k — ko) = % / dz expliz(k — ko) . (2.91)

Einfache Anwendungen: Erzeugende, Kumulanten ...

Wir wollen nun einige einfache Beispiele fiir die Anwendung der Erzeugen-
den einer Verteilung behandeln, wie z.B. den Zufallswanderer (ein ziellos
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Torkelnder); ein Beispiel, welches besonders geeignet ist, Diffusionsprozesse
oder auch die Brown’sche Bewegung (zu Neudeutsch ,,random walk®) zu be-
schreiben. Zunéchst betrachten wir unkorreliert-aufeinanderfolgende Schritte
und spéter deuten wir Effekte an, die von Korrelationen zwischen einzelnen
Schritten herriihren.

Dafiir betrachten wir zundchst im allgemeinen Fall die zuriickgelegte Distanz
nach n beliebigen Schritten

y = ixl ; (2.92)
i=0

beschranken uns aber im Moment der Einfachheit halber zunéichst auf nur
zwei Schritte: z = x +y. Fiir diese zwei Variablen tauchen im den 2. Moment
gemischte Terme auf — die Kovarianz — die in diesem Fall lautet

Cov(w,y) = // dz dy (z — (2))(y — (v)) p(2,y) = (zy) — (x) (y) . (2.93)

Die Korrelationen haben folgende Gestalt
Cov(z,y)
(Ax?) (Ay?)

(Ubung: Verschwinden von Cor und Cov fiir Wk-Dichte p(x,y) = p(z) p(y)
zeigen.)

Cor(z,y) = (2.94)

Bemerkung:

Im Allgemeinen werden die Kovarianzen als tensorielle Kombinationen gebil-
det. Da fiir diese Vorlesung — und auch fiir die Behandlung von Nichtgleich-
gewichts-Problemen (fakultative Vorlesung) — bindre Kovarianzen wesentlich
sind (hohere Momente & Kovarianzen verschwinden bei den meisten Proble-
men), werden wir hier nur die 2-dimensionale Kovarianz angeben

(T = (@) o (=) = Tog) —({T)o(m) - (2.95)
Die Effekte dieser Beziehungen (2.94)-(2.95) zwischen verschieden-zeitigen
Schritten behandeln wir weiter unten - zunédchst soll die unkorrelierte (delta-
korrelierte) eindimensionale Torkelbewegung — die Hoherdimensionalitdt be-
zieht sich hier auf mehrzeitige Verteilungen o(z1, xa, ..., x,) = 0(21,t1; T2, to; ... Tp, ty)
— untersucht und mit Hilfe der Fkt. G(k) beschrieben werden.
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Anwendung der Erzeugenden
Mehrschrittprozesse — Diffusion

Die Berechnung der Dichte p.(z) bzw. p,(y) von Zufallsvariablen unter
Verwendung der Erzeugenden und ihrer Kumulanten wollen wir im Fol-
genden an einem einfachen Beispiel illustrieren.

Ist eine Zufallsvariable durch die Summe zunéchst zweier unkorrelierter
unabhéngiger ZufallsgroBen gegeben, also z = x+y, so folgt gemaB Gl. (2.79)
fiir die kombinierte Dichte die Faltung

p:(2) = // daedy 0(z —x —y) pa(2) py(y) =

= /dypx(z—y)py(y) : (2.96)

Zunéchst nehmen wir der Einfachhheit halber an, dass die Variablen x;y
statistisch unabhéngig sein mogen: p(x,y) = p.(z) py(y) [siche WK-Dichten-
Faltung (2.96)] — es gilt:

Cov(z,y) = Cor(xz,y) = 0
Nun steht die Frage: Wie lautet die charakteristische Funktion/Erzeugende
sowie deren Kumulanten fiir einen solchen Prozess? Diese gestatten dann die
Verteilung p.(z) vergleichsweise einfach zu berechnen, wie wir im Folgen-

den zeigen!
Der Definition (2.82) folgend, lautet diese

G.(k) = / dz exp(ikz) p.(z) =
/dz exp(tkz) // dedyd(z —x —y) ( ;/dkl exp(—iki) Gm(kl)) *

X (%/ dky exp(—ikyy) Gy<k2))

e // dky dky Gy (k1) Gy () // de dy exp {i [o(k — k1) + y(k — ko))

o Go(k)Gy(k) . (2.97)
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Hierbei erinnern wir uns, dass das letzte Doppelintegral nichts anderes ist, als
das Produkt zweier Delta-Funktionen: — §(k; — k)0(ky — k). Man erkennt,
dass G, o« G? gilt — vorausgesetzt beide stochastische Variablen x und y
sind unabhéngig. Das Ergebnis kann in dem Fall leicht auf n Dimensionen
(n-Schritte) verallgemeinert werden:

y = Z T (2.98)
j=1

wofiir folgt:
Gy(k) = {Gu,(k))}" = {G:(b)}" (2.99)

wobei dem letzten Gleichheitszeichen die Annahme zugrunde liegt, dass die
x;-Schritte zu verschiedenen (diskreten) Zeiten j alle diesselben statistischen
Eigenschaften besitzen — d. h. die Statistik ist stationér, eine ganz wesentli-
che Forderung z.B. bei Datenanalysen.

Achtung! das y aus Gl (2.98) darf nicht mit dem Zweischritt-Beispiel
(siche Gl. (2.96)) verwechselt werden — x und y haben dort eigentlich die
Bedeutung von x; und x5 (habe mir nur die Schreiberei erspart).

Betrachte ich fiir die einzelnen Schritte zentrierte Variablen mit (z,) =
die alle einer Verteilung p;(x;) = p(x) geniigen und womit gilt (Az?) = (x
gilt. Schliellich definiere ich noch die schrittbezogene Wanderdistanz

0,
2

Y 1
= = = — i 2.100
B RO 2100

fir die wir die Verteilung p,(z) letztlich ausrechnen wollen (und auch fiir
Pu(Y))-

Dazu verwenden wir die charakteristische Funktion/Erzeugende — fiir
die gilt, wenn die z; statistisch unabhingig sind (!!) :

co-a() - fe (O] ew
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womit man fiir die Kumulanten in diesem Fall erhalt

PO
1 2 = _— _ .. -
nG 5 s O+t
o w0k W

Fir n — oo fallen alle héheren Momente recht schnell, so dass wir alle
Glieder j > 3 vernachléssigen und nur C’éz) noch wesentlich bleibt. In diesem
Fall erhélt man fiir die charakteristische Funktion

K
G. = - 2.103
exp < 271%) (2.103)
(2.104)
und fiir die durch Riicktransformation (2.83) gewonnene Dichte
©) =[5 . (2105
(2) = /=7 eXP N5t .
P or(a?) TP\ 22

die zur GauB-Verteilung wird. Wir haben hier mit einfachen Annahmen

iiber nacheinander folgende Elementarprozesse (Einzelschritte), (x;) = (x) =

0; (2*) # 0 und statistische Unabhingigkeit p(z1,...,z,) = []p(z;)
J

sowie n > 1 die gesuchte Dichte gefunden.
Letzeres ist Inhalt des zentralen Grenzwertsatzes — eine der wesentlichen

mathematischen Grundlagen in der statistischen Physik — der zum Ausdruck
bringt, dass fiir die Standardabweichung der stochastischen Variable z gilt

0. = /(2 = {@} . (2.106)

n

Schreibt man das Ergebnis beziiglich der Variable y auf, erhélt man

py(y) = m exp{—%} (2.107)
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wie man leicht aus Gl. (2.99), Logarithmusbildung, grenzwertiger Beriicksich-
tigung von nur In G, — —nk*(z?)/2 und anschlieBender Fourier-Riicktrans-
formation G, — p, zeigen kann. Das wiederum ergibt das sehr einleuchtende
Resultat, dass das zentrale Moment der unnormierten ,random-walk® Di-
stanz

(Ay?y = n(Ax?) « tD (2.108)

mit der Zeit t o< n (Zeitdauer ist proportional der Schrittzahl) anwéchst —
die Gauflglocke wird immer flacher. Die Diffusionskonstante ist mit D be-
zeichnet.

Korrelierter ,,Torkeler*

Sind die n-z; Variablen nicht unabhingig sondern korreliert, aber klingen
diese Korrelationen jedoch schnell (exponentiell) genug ab, kann man schrei-
ben

(2 = oo o)) o exp (=120

mit 7 geniigend klein, dann wird die Dichte fiir grofle n auch einer Gauf}-
Verteilung zustreben. Solche Prozesse sind Diffusionsprozesse (astronomi-
sches Beispiel fiir delta-korrelierte Gaufi-Prozesse und damit verbundene Dif-
fusionsprozesse sind z.B. in Spahn et al. (2003). Stochastic forces in circum-
planetary dust dynamics. J. Geophys. Res. 108).

Man stelle sich einen Zufallswanderer in einer Dimension vor, der sowohl
Schritte x nach links (z; < 0) oder nach rechts (zx > 0) vornehmen kann
und die WK fiir die mittlere Schrittelinge (zentrierte Variablen (z;) = 0)
nach beiden Seiten sei gleich in (in einem endlichen Bereich, natiirlich, sonst
wire ja (dz?) — o), aber (wie auch immer) korreliert. Dann lautet die
Varianz fiir die Gesamtschrittdistanz 2 bei Umordnungen mittels des Bino-
minialsatzes

W = (14 ... +2,)?) =

[\

n—

n n—1
= D (@) +2) (zgmia) + 2 (wwjee) + .t (2.109)
j=1

Jj=1 j=1
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Ubungsvorschlag: Begriinden der Summenformeln (2.109) mit Hilfe vollstéindi-
ger Induktion (also: n =2,3,....n,n+1).

Héngen die Kovarianzen nicht vom Index j ab, sondern nur von der Diffe-
renz der Indizes, dann kann man Gl. (2.109) mit den Definitionen Cov(0) =
Cov(zj,x;); Cov(k) = Cov(zj, 1j4x) = Cov(—k) (Ubung: diese Symmetrie
zeigen, wenn Kovarianz nur von der Indexdifferenz abhéngt - Tipp: Index-
verschiebung) wie folgt umschreiben:

W*) = nCov(0) + 2(n—1)Cov(1) + 2(n—2) Cov(2) + ...
= nCov(0) + nCov(1) + nCov(—1) + nCov(2) + nCov(—2) + ... +

-2 Z j Cou(j)
j=1

= n Y Couj) — 2 ZjCov(j) : (2.110)

j=—n

Unter der Voraussetzung, dass die Kovarianzen Cov(j) — 0 schnell ge-
nug verschwinden (z.B. exponentieller Zerfall Cov(j) o exp{—|j|/jo} mit
Jo =~ O(1) - d.h. von der GréBlenordung 1, 2, ...), bleibt die rechte Summe
verschwindend klein gegeniiber grolen n — oo (die Schrittzahl). Z.B.: bei
Delta-Korrelation gilt Cov(j) = 0; Vj # 0, wofiir dann wie gehabt gilt

(') = nD mit D= > Cou(j) = (2°) . (2.111)

j=—o0

Wenn man eine kontinuierliche Zeit mit der Schrittzahl identifiziert (z.B.:
nl = nAt = ¢ wird annéhernd kontinuierlich fiir n — o0), ist die Diffusi-
onskonstante D iiber das Green-Kubo Integral darzustellen®:

a

D = C lim [ dr(A(0) - Ad(r)) (2.112)

'Herleitung mit linearer Response Theorie
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Ein simpler Spezialfall soll veranschaulichen, was die Gln. (2.111) & (2.112)
mit Diffusion zu tun haben.
Dazu betrachten wir statt des ,,angetrunkenen* Zufallsspaziergéingers (genau-
er seiner z; Koordinaten) nun ein 1-D Dichtefeld n(x), z. B. die Dichte an
einer Halbraumgrenze zwischen zwei angrenzenden, aber noch nicht im GGW
befindlichen Gasen. Diese miissen natiirlich jeweils in das Gebiet (Halbraum)
des anderen Gases hinein diffundieren, wobei der Diffusionsprozess durch eine
phédnomenologische Differentialgleichung — der Diffusionsgleichung

on 9’n

i D 97 (2.113)
quantitativ beschrieben werden kann.

Wir werden diese Gleichung und auch seine Konstante aus statistisch, mi-
kroskopischen Betrachtungen herleiten, und schon so einen groben Eindruck
von der Leistungsfihigkeit der statistischen Methode vermitteln, den wir im
letzten Beispiel dieses Kapitels noch weitaus weiter festigen werden.

Viel allgemeiner ist die Beschreibung mit sogenannten Mastergleichungen,
die solche NGGW-Prozesse aus statistischer Warte sehr allgemein beschrei-
ben und die iiber Reihenentwicklung die o.g. Diffusions (Fokker-Planck) Glei-
chungen (2.113) begriinden. Obgleich diese Gleichung schon zum Reportoire
der NGGW-Statistik gehort und in speziellen Fallen sehr schwer analytisch
l6sbar ist, ist sie sehr einleuchtend zu begriinden und von zudem von grofler
Allgemeinheit.

Die Mastergleichung fiir die Entwicklung der 1D-Dichte n(z) lautet:

87:9(15@ - / dy {(W(zle +y)n(z+y) —n(z) Wz +ylz)} | (2.114)

Sie ist eine der wichtigsten Gleichungen (neben kinetischen Gleichungen wie
Boltzmann o. Chapman-Enskog) der statistischen Physik und beschreibt die
zeitliche & rdumliche Entwicklung der Dichte, im Allgemeinen der Phasen-
raumdichte p — hier der Einfachheit halber der Konfigurationsraumdichte.

Die GroBe W(b|a) bezeichtet die Ubergangs-WK fiir Teilchenspiinge von a
nach b. Damit driickt die Integralgleichung nichts anderes aus, als eine Ra-
tengleichung fiir Teilchen, die in das Intervall dx um z hinein- bzw. hinaus-
diffundieren. Verschwindet das Integral auf der rechten Seite, ist das GGW
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eingestellt und es laufen keine spontanen Prozesse mehr im System ab. Wie
wir im nédchsten Kapitel zeigen werden, entspricht dieser Zustand dem Ma-
ximum der Entropie.

Wir nehmen nun an, dass wesentliche Spriinge nur in der Nihe von x (also
y = 0) zu erwarten sind, also, dass die Ubergangs-WK’s nur vom Abstand
zum betrachteten Punkt y abhéngen, stark fallende Funktionen dieser Va-
riable sind W(y) — 0 und dass die Funktion symmetrisch bzgl. y sein soll.
Dass Teilchen irgendwohin gestreut werden miissen, wird von der Normie-
rung [dyW = 1 garantiert. Mit diesen Bedingungen und Annahmen ist
es von Vorteil, die Dichte n(z + y) in Gl. (2.114) in eine Taylorreihe nach
X =x+yum X = x zu etwickeln, womit man erhélt

on 1 9°n 9
n(w+y) = n(r) + o= L + 5 Ixz Y +e (2115)
und eingesetzt in die Master-Gleichung ergibt sich
on 1 9%n r 5
% - 3w, / dyW(y)y™+ & (2.116)
& + 7d W(y) n(x)—l—a—n — n(x)
Y Y axX y:Oy

Das 2. Integral verschwindet, 1. weil sich n(x) trivial weghebt und 2.
weil das verbleibende Integral aus dem Produkt einer geraden »V und einer
ungeraden Funktion y iiber die gesamte y-Achse ebenfalls zu Null wird.

Es verbleibt das 1. Integral ergibt sich zu

o0 ' 1 o0
/dyW(y)y2 = AlggOE/dyy2p1|1(3:,t;a:+y,t+At) =
2
= Jm <y£|ty=° — 9D . (2.117)

Diese Beziehung in Gl. (2.116) eingesetzt ergibt die phdnomenologische Diffu-
sionsgleichung (2.113) fiir den schwach korrelierten Fall (Cov(j) — 0 for j —
00).
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2.3.5 Beispiel: zentraler Grenzwertsatz #2

Die letzten Uberlegungen sind allerdings schon ein Exkurs in die NGGW-
TD gewesen. Der Gegenstand in dieser Vorlesung rankt sich eher um das
Gleichgewicht O;p — 0 bzw. J0;p — 0 (Verschwindendes Integral auf rechter
Seite (2.114) & p(Z¥) — konstant).

Wesentlicher ist die Frage, wie Fluktuationen/Schwankungen von td-ZG’s
eines Systems, welches in einem Kontakt mit seiner Umgebung steht, von
der Zahl der Freiheitsgrade (Teilchen, Atome, Molekiile etc.) abhéngen. Um
das Ergebnis vorweg zu nehmen — die Aussagen werden um so genauer, de-
sto grofler die Zahl der Freiheitsgrade ist. Die Verteilung der Schwankun-
gen geniigen gemaf dem zentralen Grenzwertsatz einer Gauf-Verteilung. Als
wichtig wird sich erweisen, dass die schon ofter erwdhnten a priori WK's
vorab physikalisch begriindet werden konnen — also bekannt sind. Daraus
konnen dann die Wk-Dichte und daraus folgende Mittelwerte, Varianzen etc.
fiir einige wenige makroskopische td-Variablen bestimmt werden. Das ist der
Schliissel fiir die mikroskopische Beschreibung von td-Systemen. Das folgende
simple Beispiel ist deshalb von besonderer Bedeutung fiir dieses theoretische
Konzept, zeigt es doch in einfacher Weise die ,,Philosophie® der statistischen
Physik.

Man stelle sich ein Volumen vor, in dem sich ein Gas — bestehend aus Ato-
men oder Molekiilen — befinden mége. In diesem Volumen befinde sich ein
Untervolumen, welches das System unseres Interesses beherbergen soll. Die
Skizze 2.1 stellt die Situation dar. Die Frage stellt sich nun nach der WK
dafiir, dass sich n Teilchen im betrachteten Volumen V; befinden, dessen
Dichte, die Mittelwerte und Schwankungen werden berechnet. Wie wir zei-
gen, werden die Schwankungen der statistischen Aussagen mit der Zahl N der
insgesamt betrachteten Teilchen — und damit der mittleren Zahl der Teilchen
im betrachteten Volumen V; — immer geringer.

Frage: Wie kann man a priori WK'’s verniinftig definieren?

Die Antwort ist nicht sehr schwer, wenn man annimmt, dass die WK mit
dem Volumen steigen sollte und bezogen auf das Gesamtvolumen p(V =
Vi + V3) — 1 sein muss (wir nennen die WK’s hier p — statt p, wie z.B. die
Eigenwerte des Dichteoperators). Damit dridngen sich folgende Definitionen
der a priori WK’s auf:

Vi VB _ V-V

nV)=p=1 m=d==3=——=1-p. (2118

7.B. entspricht p der WK, bei einem zufilligen Plazieren eines Teilchens
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V2

Abbildung 2.1: Gesamtsystem inklusive des Teilsystems unseres Interesses.

das Volumen V; zu treffen. Komplementér dazu ist die WK ¢ — d.h. wenn
Teilchen in Vi, dann kann es nicht in V5 sein — und die Gesamt-WK ist
demnach p, =p+¢q = 1.

Nach den eingangs genannten Gesetzen der WK Rechnung ist das zufalli-
ge/unabhingige Plazieren von N-Teilchen, wobei davon n in V; und N —n
in V5 zu liegen kommen sollen, mit der Wahrscheinlichkeit

pn o< ptogt " (2.119)

gegeben.
Als Normierung muss natiirlich gelten

L= po= > Cupg"™ (2.120)

was bei scharfen Hinsehen zu dem Binomialfaktor fithrt

o = (]X) _ WNLLH)' , (2.121)

der die Zahl der Moglichkeitenangibt, n Teilchen aus einem Satz von N zu
ziehen, die dann dem Volumen V; zugeordnet werden. Damit wird Normie-
rung

o= (]X)p”q]v" = (p+o¥ =1, (2.122)

n
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wie es sein muss (Ubung: Binominialsatz).

Damit ist mit den Annahmen fiir die a priori WK’s eine WK-Dichte physi-
kalisch verniinftig konstruiert worden, womit wir nun die Momente (n) und
(An?) berechnen kénnen. Dazu bedienen wir uns eines Tricks, der deren Be-
rechnung stark vereinfacht, es ist namlich

PO, Zn: < ]X ) phgt T =
=3 ( ]7\; ) npgN " = zn:npn = (n). (2.123)

n

Andererseits kann man die linke Seite in den Relationen (2.123) als
(n) = pd(p+a)¥ = Np(p+q™" = Np (2.124)
schreiben. Nochmalige Anwendung des Operators p d, ergibt dann

n? = Npp+gV '+ N(N-Dp*(p+ ™2 =
= (n) +(n)* = Np? (2.125)
(An%) = (n®) = (n)* = q(n) (2.126)

Bildet man die relative quadratische Abweichung, erhilt man

(n?) —(n)? 1 9 1 1

— — N = — (1- N — 2.127
so man das Volumen p o< V; als klein annimmt. Auch mit dieser Annahme soll
jedoch gelten N, Np > 1, womit gezeigt ist, das die relativen Schwankungen
mit der Teilchenzahl abnehmen und die Aussagen fiir grofle Teilchenzahlen
sehr scharf sind.

Im Folgenden wollen wir die Binomial-Verteilung p(n) fiir sehr groBe N & n
ndhern. Dazu bedienen wir uns der Stirlingschen Formel

InN!' =~ N (InN—-1) , (2.128)
die man erhilt, indem man die Summe

InN!'=Inl+In2+...+InN
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als Integral néhert

N
ZAmlnw — /d:z: Inz = N(InN—-1) . (2.129)
0

Damit wird fiir die Dichte unter Annahme n > 1 (und damit auch N > 1)

N! n_N-n
In[p(n)] = hl{mp q } ~
~ —nlnn — (N—n)In(N —n) + nlnp — nlng , (2.130)

wobei hier schon konstante Terme (in V) weggelassen wurden — die Gesamt-
teilchenzahl N wird als konstant angenommen. Diese spielen bei der Taylor-
Entwicklung der Funktion In p um sein Maximum

1d°1
Inp(n) = Inp(nme)+0+ = =P

S (N = Nipaz)’ (2.131)

Nmaz

keine Rolle. Dafiir bendtigen wir die Ableitungen

d N —
g ~ I ($) +m? =0 (2.132)
dn Nmax Nmax q
= Npaz = PN = (n) (2.133)
d? ' 1 1 1
—Inp| = ————— = — . (2.134)
dn? (n) (n) N —{(n) (An?)

Beriicksichtigt man dann noch die Normierung [ dnp(n) = 1, die den 1. Term
in der Entwicklung (2.131) festlegt (Ubung)

1

lnp(nmax) - W ;

erhélt man fiir die Dichte eine GauB3-Verteilung

_ L =)
pln) = o) p{ 2<An2>} (2.135)




54 KAPITEL 2. MATHEMATISCHE HILFSMITTEL

wobei wir hier n als kontinuierlich verteilte Variable angesehen haben (&hnlich
wie bei der Herleitung der Stirling Formel). Das ist der Inhalt des zentralen
Grenzwertsatzes bzgl. Zufallsvariablen. In der Grenze N — oo wird daraus
eine Delta-Funktion 6(n — (n)).

Das vorangegangene Beispiel ist von grofler Bedeutung fiir die
Methoden der statistischen Physik, lassen sich doch Analogien zu
dynamischen Teilchensystemen aufzeigen. Kann man z.B. a priori
gleiche WK’s postulieren — wie hier, wo gleichen Volumina die glei-
che WK zukommt (siehe p,q) — die auf dem gesamten, dem System
zuginglichen Raum keine Variationen erfahren und ist die Zahl
der betrachteten Ensemble-Mitglieder sehr grof3 (zentraler Grenz-
wertsatz), kann man offensichtlich die WK-Dichte und damit alle
deren Momente formulieren. Das Ganze muf3 NUR noch auf den
Phasenraum (klassische Statistik) bzw. auf den Hilbert-Raum al-
ler moglichen Vielteilchenzustinde (Quanten-Statistik) iibertragen
werden!

2.3.6 Beispiel: Das ideale Gas

Hier wollen wir dieses Konzept am Beispiel des idealen Gases; N — oo
Teilchen wechselwirken nicht miteinander (sie sind statistisch unanbhéngig);
demonstrieren. Die Volumina — und damit die a prior: Wahrscheinlichkei-
ten — sind hier nun auf den gesamten Phasenraum der Orte und Impulse
(Geschwindigkeiten) zu erstrecken. Wir nehmen des Weiteren an, dass die a
priori WK’s wieder proportional dem Phasenraum-Volumina sein moégen —
ganz analog zu dem eben demonstrierten einfachen Beispiel.
Dementsprechend nehmen wir an, dass die Gaufiverteilung (3 dimensional)
fiir das Molekiil ¢ im Geschwindigkeitsraum folgende Gestalt hat

0i(@) = (#@)m exp{—sz?>} (2.136)

= 0i(ve) 0i(vy) 0i(v:) (2.137)

wobei hier von einem ruhenden System, verschwindende mittlere Geschwin-
digkeiten, ausgegangen wird:

(@ = 0; (A?) = (?) = =—. (2.138)
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Abbildung 2.2: Zur Herleitung der Zustandsgleichungen des idealen Gases
(siche Text).

Hierbei ist mit £ die Boltzmannsche Konstante und mit 7" die Temperatur be-
zeichnet. Die Verteilung der N-Molekiile erhélt man wegen der statisteischen
Unabhéngigkeit einfach aus Multiplikation der Einteilchen-Verteilungen

o(U1, ..., Un) = HQz(ﬁz) : (2.139)

Mit dieser Geschwindigkeitsverteilung wollen wir die kalorische (innere Ener-
gie als Funktion der Temperatur 7") und thermische Zustandsgleichung (Druck:
p(V,T)) eines idealen Gases berechnen

dF
dA

Zahl x Impulsédnderung
= . 2.14
Zeit x Fliache ( 0)

p:

Die Kraft wird durch die Impulsédnderung jener Teilchen auf eine Seitenwand
hervorgerufen, die in der Zeit dt auch diese erreichen (siche Abb. 2.2). Somit
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erzeugen alle Teilchen, die auf mit der Geschwindigkeit ¢ auf die Flache dA,
auftreffen den Kraftstof3

|dF| 6t = (2uym )%d]\f (2.141)
AV = 7-dA, 0t = v, dA, 0t . (2.142)

Der Faktor dV/V beziffert die Teilchen, die mit der Geschwindigkeit ¢ inner-
halb der Zeit dt die Flache d/fm erreichen werden. Wiederum ist die Zahl der
Teilchen im Geschwindigkeitsvolumen d*7 um die Geschwindigkeit ¥ durch
die Gaufl-Verteilung (Maxwell) wie folgt gegeben

dN = No(@)d*v . (2.143)

Die Beziehungen (2.141) - (2.143) in Gleichung (2.140) eingesetzt, iiber alle
Geschwindigkeiten gemittelt, ergibt letztlich den mittleren Druck

dF[,\  2mN /// 5
<dAx = d*vv? o(v

omN | [
= mT /dvi o(v;) /dvxvxg(vx) : (2.144)
—00 0

Die geschweifte Klammer gibt wegen der Normierung den Wert 1 und das
letzte Integral zusammen mit dem Faktor 2m ist aber nichts anderes als kT,
dass wir letztlich fiir die Zustandsgleichung des idealen Gases den Ausdruck

pV = NkT | (2.145)

erhalten.

In &hnlicher Weise verfahren wir beziiglich der kalorischen Zustandsgleichung,
bei der wir den Wert der mittleren kinetischen Energie fiir alle N Teilchen
bestimmen miissen

(Epin) =U = E N— /// d* 50" o(7)
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Diese Ergebnisse zusammenfassend, konnen wir also fiir die thermische und
kalorische Zustandsgleichung des idealen Gases die bekannten Beziehungen

pV = NkT; U = gNkT . (2.147)

ableiten — was fiir ein grandioses Resultat.

Allerdings muss noch gezeigt werden, dass sich die gewédhlten A PRIORI
WK’s mit der Zeit nicht &ndern und dass in der Tat alle Mikrozustiande, die
einen speziellen Makro-Zustand charakterisieren, gleich wahrscheinlich sind.
Das ist der Gegenstand des nachfolgenden Kapitels.
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Kapitel 3

Skizze der Statistik
Die Entropie

Um eine Analogie zum vorangegangen Beispiel von Teilchen im
Konfigurationsraum zur Dynamik im Phasen- bzw. Zustandsraum
der klassischen bzw. der Quanten-Statistik herzustellen, miissen
vorab 2 Fakten gepriift werden:

a) Wie dndert sich sich die Phasenraumdichte/der Dichteopera-
tor im Laufe Entwicklung des Systems?

b) Wie hingt die Phasenraumdichte/der Dichteoperator vom ,,Ort*
im Phasen- bzw. Zustandsraum ab?

Beide Fragen wollen wir vorerst fiir ein abgeschlossenes System
beantworten. Stellt sich heraus, dass sich die Dichten nicht dndern
und auch quasi iiberall gleich sind, dann kann man z.B. bei klas-
sischen Systemen die Zahl der Zustinde als einfach proportional
dem Phasenraumvolumen ansehen. Es wird sich zeigen, dass in ei-
nem abgeschlossen System alle dem System zugénglichen Zustéinde,
die den gleichen makroskopischen Zustand reprisentieren gleich
wahrscheinlich sind und dass diese Tatsache auch einher geht mit
der Maximierung (Minimierung — H Theorem) einer bestimmten
Grofle - DER ENTROPIE.

29
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3.1 Wdhlg. klassische Mechanik

Satz von Liouville

3.1.1 Das Hamilton Prinzip

Wir betrachten ein System von klassischen N-Teilchen (Punkmassen). Zur
Charakterisierung des mechanischen Zustands definieren wir eine skalare
Grofe, die Lagranges Funktion

L(q, G, t) = T(4y,t) —Ul(q,,t); v€1,3N (3.1)

die von den Orten ¢, und Geschwindigkeiten ¢, der Teilchen sowie der Zeit t
abhéngt. Diese Variablen (¢, ¢) kennzeichnen den Zustand des Systems (bei
Annahme, die Teilchen haben die gleiche Masse). Hierbei sind 7" und U die
kinetische bzw. potentielle Energie des Systems.

L ist die zentrale Grofle des Prinzips der kleinsten Wirkung, oder kurz, des
Hamilton Prinzips

to

SW = § /dtL(q,q,t) — 0 . (3.2)

t1

M.a.W. beim Durchlaufen der Phasenraumtrajektorie zwischen den fixierten
Anfangs- u. Endpunkten (¢, t2) muss die Funktion, die Wirkung W = [ d¢L,
minimal werden. Die Trajektorie, die YV minimiert charakterisiert die Syste-
mentwicklung. Die Ausfithrung (Ubung) der Variation von Gleichung (3.2)
liefert die Lagrange-Gleichungen

d oL oL
S S 0 ve(1,3N .
dt dq, dq, 0 ve(sN), (33)

die die 3N Bewegungsgleichungen 2. Ordnung in ¢ liefert, die den Newton-
schen Gln. dquivalent sind.

In der Statistik und auch mit Hinblick auf die Quantenphysik-/Statistik ist
es vorteilhafter, mittels Legendre-Transformation zu einem anderen Satz von
Variablen zu wechseln und so die Hamilton-Funktion einzufithren (Einstein-
Summe!)

H(pruyt) - pudu - L(QV7QV7t) . (34)
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Die Bildung des totalen Differenzials von H unter Beachtung von Gl. (3.3)
liefert durch Koeffizientenvergleich (Ubung) die Hamiltonschen Gleichungen

) d oL OH . OH
Py = aaqu - aqy y Qv = apy (35)

die die Grundlage der klassischen Prinzipienmechanik darstellen. Gleichun-
gen (3.5) implizieren, dass der kanonisch konjugierte Impuls p, = const.
eine Konstante der Bewegung ist, so die Hamiltonfunktion H nicht von dre

entsprechenden Koordinate ¢, abhéngt. Eine solche Variable nennt man zy-
klisch.

3.1.2 Die Kanonische Transformation

Transformationen, die neue zyklische Variablen finden helfen, nennt man
kanonisch. Geldnge eine kanonische Transformation

H(qr, prs t) = H'(Qk, Pi,t) =0 (3.7)

derart, dass alle Variablen @) zyklisch sind, wére das mechanische Problem
gelost.

Die Erzeugende dieser Transformation muss der Hamilton-Jacobischen par-
tiellen Differentialgleichung geniigen

oW oW
id H - =0 . )
o T (qk, aqk,t> 0 (3.8)

Héngt H nicht explizit von der Zeit ab, kann nach Gl. (3.8) die Wirkung, die
sich auch als Erzeugende erweist, als lineare Funktion der Zeit geschrieben
werden

W = S - Et, (3.9)

womit die reduzierte Hamilton Jacobi Gleichung fiir die reduzierte Erzeugen-
de S formuliert werden kann:

aS
Hp,,q] = H{@q ,qy] = F . (3.10)

Man erinnere sich der kanonisch konjugierten Impulse als Ableitungen der
Wirkung p, = 0S§/0q,.
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3.1.3 Die Liouville Gleichung

Nach dieser Auffrischung der Kenntnisse der klassischen Mechanik bedienen
wir uns der genialen Idee von Gibbs. Er betrachtete eine grofie Zahl N gleicher
N —Teilchen-Systeme und stellte die Aufgabe, die Evolution dieses Ensembles
von Systemen im Phasenraum zu studieren. Jedes dieser System markiert nun
einen Punkt im Phasenraum, so dass ein ganzer Schwarm von Punkten den
Phasenraum erfiillt. In diesem Fall macht es wieder Sinn eine Dichte p(q, p)
einzufithren die mir (in normierter Form) die WK dafiir angibt, das System
in einem bestimmten Phasenraumelement

dI' = dp;...dpsy dq;...dgsy

dw = p(p,q)dl’ (3.11)

anzutreffen. Die Normierung liegt nahe

—

1 = /p(p,Q)dF : (3.12)

PR

d.h. die Sicherheit, dass System irgendwo anzutreffen. Achtung: Die Zahl N
der identischen Teilchensysteme ist nicht zu verwechseln mit der Teilchenzahl
N.

Dahinter steckt die grundlegende Annahme, das es egal ist, ob ich ein En-
semble sehr vieler gleichartiger Systeme zu einem Zeitpunkt betrachte, oder
ob man ein einzelnes System praktisch unendlich lange verfolgt. Man nimmt
implizite an, dass die Zeitmittelung letzterer mit der Scharmittelung ersterer
iibereinstimmt:

(48, = (a0),, = [aramur

PR
wobei A eine Funktion der kanonisch konjugierten Orte und Impulse ist —
z.B. der Hamiltonian <H(ﬁ)> = E (natirlich fiir 9,H = 0).

Die Ubereinstimmung der Mittelung in G1. (3.13) ist der Inhalt der Ergoden
-Hypothese.

Nun fordern wir zeitliche Konstanz von (A) in der GGW-Thermodynamik
dessen zeitliche Entwicklung nur iiber die Dichte p vermittelt wird. Deren
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zeitlicher Verlauf wiederum wird mit

Do _ O 0p.  Op. _0p OpOH  0poH _
Dt ot og, ™ T op,” T ot T 9q,0p,  Opyoaq,
— 0w + {pH} . (3.14)

beschrieben. In kompakter vektorieller Schreibweise, I' = (P1y ooy D3NS Q15 -y G3N)
wobei man Orte und Impulse als 6N dimensionalen Vektor auffasst, lautet

GL (3.14)

%Jrvﬁ.[rp]:o , (3.15)
die damit die Form einer Kontinutétsgleichung fiir die WK-Dichte des Sys-
temensembles in 6 N-dimensionalen Raum hat, vorausgesetzt es entstehen
keine neuen Systeme oder werden vernichtet. Letztere Bemerkung bedeutet,
dass die WK-Bilanz keine Quellen und Senken besitzt — d.h. keine System-
Kopien entstehen oder verschwinden und somit die Zahl der Systeme A fest
ist (siehe auch Normierung (3.12)). Das Fehlen jeglicher Quellen oder Senken
wird durch die Null auf der rechten Seite quantifiziert. Des Weiteren erfordert
die Stationaritdt der Erwartungswerte/Mittelwerte (3.13) das Verschwinden
der partiellen Zeitableitung: 0;p = 0, so dass auch der zweite Term, die
Divergenz verschwinden muss:

V- [ﬁp] —0 (3.16)

wie man leicht {iberpriifen kann:
- G, L 0 Lo oo
Vel = (eqia_%’ i epi@_pi) (€ + Epi) =
B 8q’i+% ;] B 0*H
a 0 Ipi B OpiDy; Jq;0p;
Unter dieser Voraussetzung (3.16) sind die Gleichungenen (3.14) & (3.15)
identisch.

=0 . (3.17)

Man kann sich die Gl. (3.15) an Hand der der 3D Massendichte o(7,¢) und
der entsprechenden Kontinuitatsgleichung der Massenerhaltung klar machen:
do(7’ 1)

ot

LV {oFOEF DY =0 . (3.18)
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Fordert man zunéchst 0,0 = 0 Stationaritét, folgt sofort dass die Divergenz
auch verschwinden muss. Damit kénnen die Funtionen o(7) und ¢(7) noch
immer ortsabhéngig 7 sein. Ist die Fliissigkeit jedoch inkompressibel: V-0 =
0, folgt daraus entweder Vo = 0 — oder alternativ ¢ = 0; d.h. die Dichte
ist entweder im gesamten Gebiet konstant - oder wenn nicht, miissen alle
Bewegungen unterdriickt werden (was bei Dichtegradienten allerdings nicht
moglich ist).

Da die verallgemeinerte Divergenz der Phasenraumgeschwindigkeit in GI.
(3.17) verschwindet in der Tat fiir Hamiltonsche Systeme — der Phasenraum
fiir sloche konservative Systeme ist inkompressibel — die Konstanz der WK-
Dichte p = constant im gesamten Phasenraum werden wir unten noch mit
anderen Argumenten zeigen.

Wir werden unten kldaren, wie sich die Wahrscheinlichkeiten auf den Unter-
raum — Energie (3.10) ist konstant — des abgeschlossenen Systems (es ist eine
3N-dimensionale Kugel fiir freie Teilchen) verteilt (Frage b))? Wir nehmen
die Antwort schon vorweg - eine Gleichverteilung p = constant ist die wahr-
scheinlichste fiir abgeschlossenene Systeme. Damit kann wie im Beispiel
in Kap. 2 verfahren werden. Die Gleichverteilung machen wir plausibel,

nachdem wir quantemechanische Variante des Liouville Theorems beleuchtet
haben.

3.2 Liouville v.Neumann Gleichung

Physikalische Grolien werden in der Quantenmechanik durch Operatoren cha-
rakterisiert

l)

T

A=7p H | (3.19)

<

wie z.B. hier der Orts-, Impuls- und der Hamiltonoperator. Die Gréfen selbst
sind dann durch die Erwartungswerte beziffert, die als Momente einer WK-
Dichte aufgefasst werden konnen, die mit der Wellenfunktion ¢ als ¥* ¢ ge-
bildet wird. Entwickelt man die Wellenfunktion nach einer orthonormierten
Basis ¥ = ¢; ®;, z.B. nach den Eigenfunktionen eines hermiteschen Opera-
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tors, dann erhéalt man

~

= (A) = WAl = adu; Ay = (@] A@) (3.20)

Hier ist der Zustand v := [¢) in der Diracschen Vektor-Darstellung geschrie-
ben worden — die Kompontenmafle sind die c¢;.

Die zeitliche Entwicklung des Zustands bei gegeben Anfangszustand kann
mittels Ubergangs-Wahrscheinlichkeiten — dem Propagator — dargestellt wer-
den. Die Feynmansche Pfadintegralmethode soll hier nur kurz angerissen wer-
den.

vet) = | Kbt vy 3.21)
Der Integralkern
(W, t)[(y, to)) = K(b, a) (3.22)

ist gegeben iiber die Integrationen der verschiedenen méglichen Realisierun-
gen x;, wobei x; fiir die kanonischen Koordinaten steht - die Impulse gewinnt
man aus Differenziation der Wirkung 0S/0x;,

) o . 1 dﬂfl dil?N—l L)W (b,a)
K(bra) = Jim 2 | =

Dx(t)

= /e%W(b’“)Dm(t) . (3.23)

Man springt quasi zu den néchsten Realisierungen um ein Zeitinkrement
¢ — 0 weiter und summiert iiber alle moglichen Phasen W des Integranden
in Abhéngigkeit der Pfadlokalisierung x;(¢;). K ist die Greensche Funktion
zur Schrodinger Gleichung (SGL), die letztlich das Kernstiick der Wellenme-
chanik darstellt. Die Wirkung W(b, a) erscheint hier, wie gesagt, als Phase,

2mihe
m

wie in Kiirze plausibel gemacht wird. Die Konstante A = sichert

die Normierung, hat die Dimension einer Lénge [m| und resultiert aus der
Integration iiber die kanonisch konjugierten Impulse dp; zu jeder Zeitdiskre-
tisierung t;.
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Bevor wir unten der Plausibilitdtsvariante den Vorzug geben, wollen wir hier
eine Briicke von der im Integral (3.23) angegeben Kette aufeinanderfolgender
Markov-Prozesse zur klassischen Mechanik bzw. Quantenmechanik schlagen.
Setzen wir die Wellenfunktion ¥, bzw. den Integranden des Integrals (3.21)
x exp(iW/h) in die Schrodingergleichung

m%—‘f _ {% [%%] + U(f‘)} ¥ (3.24)

ein erhalt man

1 1 h

—aa—);v = %(VVV)2 + U(7) + %;AW , (3.25)
die bis auf den letzten Diffusionsterm in der Tat die Hamilton-Jacobi Glei-
chung der klassischen Mechanik ist. Aber gerade der Diffusionsterm bringt die
Unbstimmtheit quantenmechanischer Systeme zum Ausdruck. Ist |W| ~ &
dann tragen auch Pfade in der Nachbarschaft der klassischen Trajektorie zum
Integral und damit zur Zeitentwicklung der Wellenfunktion W(7,t) bei.
Im Prinzip bezeichnet Gl. (3.23) eine Kette von einzeitigen bedingten Wahr-
scheinlichkeiten zwischen benachbarten zeitlichen Diskretisierungen 7 und i+
1, wobei iiber alle moglichen Wege, und damit Werte von x; (gleicher Ampli-
tuden, aber unterschiedlicher Phasendifferenz) summiert wird (| Dz(¢)...).
Plausibel gesprochen, tragen bei klassischen Teilchen (|S| > h) Wege neben
dem klassischen so gut wie gar nicht bei, weil alle benachbarten Pfade stark
oszillieren und sich die Beitrdge im Integral (3.23) wegheben (man erinnere
sich der Eulerschen Formel fiir exp(iz)). Im Klassischen ist also der Wert des
Pfadintegrals lediglich von konstanten Phasenbeitragen W = const. geprigt
—und das ist ja gerade der Inhalt des Hamilton-Prinzips 6V = 0. Ist jedoch
[W| = h, dann tragen auch benachbarte Wege zum Pfadintegral bei.

Folgender ,,Eselsbriicken® sollte man sich erinnern:
Propagator = Greensche Losung der SGL < Schrodinger-Gleichung (SGL).
Die Schrodinger-Gleichung lautet

oY

= HpT 2
th—, (p, 7 ) (3.26)

bzw. in Diracscher Vektordarstellung

Wh|i)) = H - |4b); konj. komplex: — ()| = (| - H (3.27)
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wobei der Zustand/die Wellenfunktion nach den Eigenfunktionen eines her-
miteschen Operators () entwickelt

Y= Z cyPr; O(I)k = 0D,
k

und als Dirac-Vektor dargestellt wurde

|v) = (c1, ...,cn)T

3.2.1 Skizze der Greenschen Lésung

(A) FEinsetzen von

U(x,t) = /K(x,t;xo,to)w(xg)dy = /G(m,t;xo,to)dy (3.28)

in die Schrodinger-Gleichung, Vertauschung von Integration und Differenta-
tion ergibt

(ﬁx - m%) Gz, x0) = —thd(x — 20)0(t — to) | (3.29)

wobei die Inhomogenitét auf der rechten Seite die Anfangs- und Randbedin-
gungen sichert.

(B)  Einschub:  Greensche Methode:  gegeben sei eine inhomogene
partielle Differentialgleichung

~

O, 7)Y = AP (3.30)

3 Funktion OG(F7) = 6(F — )

dann kann eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung (3.30) wie folgt
dargestellt werden

V(7 ) = / PFGEF) AR (3.31)
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Genau in diesem Sinne ist die Propagatordarstellung (3.29) und das Pfa-
dintegral (3.23) zu verstehen. Hier sollte nur die Schrodingergleichung als
Evolutionsgleichung in Erinnerung bleiben.

Im o.g. Sinne ist der Propagator als Greensche Funktion zu verstehen, wobei
hier der Anfangszustand (70, to) als Inhomogenitéit fungiert ! =

= ’(ﬁ(f; t) = f G(ﬂfg) 1/)(7?0,750)d37’_”0
K (#(t)|70(to))

3.2.2 Plausible Darstellung

Anstatt mit Pfadintegral-Methode, veranschaulichen wir nun die Schrédinger-
Gleichung anhand einfacher Uberlegungen zu ebenen Wellen /freien Teilchen.
Grundlage dabei bilden wieder Analogien zwischen Wellenoptik & geo-
metrischer Optik in Bezug zu Wellen (Quanten) - Mechanik & klas-
sischer Mechanik — die klassische Wirkung W erscheint als Phase in der
Wellenfunktion:

Y~ exp {—zwt + ik - 7_”} (3.32)

= exp {—z%t + Z‘g-f’} = exp {% (S(r) — Et)} . (3.33)

Nun erinnern wir uns der De Broglie’schen Beziehungen zur Wellennatur von
Teilchen:

E=hw;, p=hk=t~e ntHh (3.34)

sowie der Hamilton-Jacobi Gleichung der klassischen Mechanik (3.8), hier
zur Wdhlg.:

Oqv

E = H (q,,, p, =25 > (konservativ)

Im Argument des Ansatzes (3.32) erkennt man wieder die Wirkung W =
S—FEt, denn die Integration von 0S /dx; = p; fiihrt fiir freie Teilchen natiirlich
auf die Form p'- 77 (p o< k).

1Beispiel einer analogen zeitlichen Propagatorlosung einer nichtlinearen Diffusionsglei-
chung siehe: Sremcevié, Spahn & Duschl 2002, MNRAS 337, 1139-1152
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Die Energie £ und den Impulsoperator ﬁ erhilt man dann durch Differentia-
tion 9 b
E = ith— : 7= p=——
Tor P T P or

der Wellenfunktion. Eingesetzt in die Hamilton-Jacobi Gl. (3.10) liefert die

Schroédinger-Gleichung fiir ein freies Teilchen

22
- D o h?
= — — =——A1 . :
o = 1h 5 o WY (3.35)

Eine plausible Erweiterung der Gleichung (3.35) um das Potential V (7) liegt
auf der Hand, womit wir letzlich die Schrodinger Gleichung erhalten (! Ach-
tung: das ist nicht als Herleitung der SGL zu verstehen — eher als
eine Plausibilisierung !)

~

F[—ﬁ+V(F) = zha—w—ﬁ(gf)i/}(Ft) (3.36)
©2m o b o |

Folgende Tabelle soll die Analogien zwischen Wellenoptik < geometrischer
Optik sowie klassischer Mechanik < Quantenmechanik zusammenstellen, die
letzten Endes den Anstofl zur Entwicklung der Schrédingerschen Wellenme-
chanik lieferte — eine Analogie die Erwin Schrodinger immer wieder betonte.

Wellenoptik geom. Optik: Fermat = Fikonal GI.

Op=0; p~ e I XN 50]6[ndS=0 = (VS)?2=n

Quantenmechanik Klassik: Hamilton Prinz. = Lagrange GI.
= Hamilton-Jacobi Gl.

N t1
o) = Hap h— 0|6 [dL=0; 425 _ 0L —

dt dgo ~ dqo
to

B = M (q,5)
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3.2.3 Physikalische Grof3en < hermitesche Operatoren

Physikalische Groflen werden durch hermitesche Operatoren charakterisiert:

@Ol) = /dw*w - (/ dsw*@w) = (4]0T]¢)"
mit Of = O . (3.37)

Sie zeichnen sich durch folgende Eigenschaften aus:

a) Eigenwerte sind reell

b) Eigenfunktionen sind orthogonal; (¢;|¢x) = 0k, sie eignen sich als Ba-

sis: |¥) = (c1, ., Ciyer) = W = ijckqﬁk =2 |9 (dilv)

Der Dirac-Vektor ist als [¢) = (g, ..., Cn, ...) bezeichnet. Die Komponenten
dieser Darstellung héngen von den Eigenfunktionen des hermiteschen Ope-
rators @ ab — zum Beispiel: die Ortsdarstellung, die Impulsdarstellung, =
Entwicklung der Wellenfunktion nach denEF’n der entsprechenden Operato-
ren O = p=(h/1)V; 7.

3.2.4 Zeitliche Anderung von Operatoren

Die zeitliche Entwicklung eines Erwartungswertes (A) = (Y|A|y) = cierAw
mit Ag = (¢r|A|¢r) ist gegeben
d

(A = (BIAW) + (WIALS) + (BIAl)

Unter Beachtung der Schrodinger-Gleichung, ihrer konjugiert komplexen Schwes-

ter sowie unter Ausnutzung der Hermitizitdt der Operatoren H , A erhalt
man

[A, H} ) =0 . (3.38)
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Die zeitliche Ableitung verschwindet fiir unsere Betrachtungen der GGW-
Statistik, da ja dort alle Prozesse stationédr und homogen und quasi-reversibel
betrachtet werden. Da Gleichung (3.38) fiir alle Zusténde gilt, kann geschrie-
ben werden

M_lmay (3.39)

3.2.5 Der Dichtoperator

Bei einem Ensemble dquivalenter Quantensysteme, die alle ein und densel-
ben makroskopischen Zustand charakterisieren sollen, ist der tatséchliche Zu-
stand nicht sicher. Gleiches kann fiir ein einzelnes Quantensystem im Warme-
bad gesagt werden, welches iiber eine langere Zeit unter Beobachtung steht
(Ergodenhypothese).

Die Frage liegt nahe: Welcher Zustand ist wahrscheinlich? Wir fithren Wk’s 7
einzelne Zusténde ein g; < [, was einer zweiten Mittelung gleichkommt
(mit der ersten ist die quantenmechanische Bildung des Erwartungswerts
gemeint)

(A)p=>_ a@WDNAD) = Y 0 (4), . (3.40)
In Diracscher Darstellung [¢®) als 3 cp¢y ergibt sich
k

(A= o Zcz(i)cl(i)Akl§ mit Ay = (¢l A|¢)

% kl

(Ap= {Z @icz(i’cl@} A

kl

N J/

also

oum{Ocf?)

(A)p = Z oA = SP(@A)
kl

wobei die Klammer die Dichtematrix ox; benennt. Der dazugehorige Dichte-
operator lautet:

0= Z k) ori (] (3.41)
i
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womit man fiir den Ensemble-Mittelwert

(A) = Sp(64) = 3 Aup
mit den Eigenwerten p, des Dichteoperators ¢ (hier nur reine Zusténde)
erhélt. Fiir den Dichteoperator gilt die Normierung:

Spo) =1 . (3.42)

Der Dichteoperator ist das quantenmechanische Analogon zur klassischen
Dichte mit den Eigenschaften ¢ hermitesch, er die EW’s g|s) = p,|s). Die
pn stellen die relativen Besetzungszahlen dar.

Es gilt weiterhin

Sp(o*) <1

wobei das Gleichheitszeichen fiir reine Zusténde steht.
Die zeitliche Entwicklung des Dichteoperators folgt der oben demonstrierten
Ableitung fiir alle hermiteschen Operatoren

00 . 1 /- A

%@ _ln } _ —<HA . AH) 3.43

ot { ¢ QM 1k e (343)
der Liouville v. Neumann Gleichung!
Analog zur klassischen Statistik charakterisiert obige Gleichung eine inkom-
pressible Flk. im Zustandsraum. In der GGW-Thermodynamik héngen die

Erwartungswerte, und damit auch der Dichteoperator nicht von der Zeit ab,
womit man letztlich erhélt

%:0 N {HQ} — 0

Die Aussagen der klassischen - und Quantenstatistik sind dquivalent (Quan-
tenstat. allgemeiner — Entartungen, dichte Systeme, Symmetrien der Wellen-
funktion fiir bestimmte Mikroteilchen). Der Unterschied besteht nur in der
Mittelung, die in der Tabelle zusammengefasst ist.

Klassik ‘ Quanten
(A) = zr [ dTA(T) (A) =2 Anpn

Integrale Summen (oft einfacher)
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In Analogie zur klassischen Mechanik kann man sagen, dass die Gibbsschen
Ensemble-Mitglieder durch den Hilbertraum strémen.
In abgeschlossenen Systemen folgt:

90 _ 90 _
ot ot
klassisch Quanten
\ \
H, ol =0 {H } )
{H, 0} OF o

Mit Hilfe der Liouville- bzw. Der Liouville-v.Neumann-Gleichung wissen wir,
dass die Dichten p, ¢ zeitlich unverdnderlich sind. Des Weiteren kann das
Phasenraumvolumen als konstant erachtet werden AT(f) = const. (siche
Liouville klassisch).

Aber! Frage 1: Wie waren die Phasenraumpunkte zu Anfangverteilt o(t = 0)?

Frage 2: Kann Zahl der Zustdnde wieder als proportional zum PR-Volumen
angesehen werden, wie im einfachen Beispiel?

Fiir die Zukunft wollen wir uns merken: Klassische und Quanten-mechanische
statistische Aussagen unterscheiden sich nur i.d. Summenbildung — wir wer-
den stets die einfachere Variante (Summen o. Integral) bei quantitativen
Auswertungen wéhlen.

3.3 Gleichverteilung — Die Entropie!

3.3.1 Gleichverteilung - klassisch

Wir betrachten wieder ein abgeschlossenes ideales Gas identischer Molekiile
der Energie

E = bi (3.44)
i=1
die im Impulsraum eine Hyperkugel definiert. Gemaf dem Gibb’schen Ensemble-
Gedanken betrachten wir jetzt wieder A identische Kopien dieses N-Molekiil
Gases und interessieren uns fiir die Frage — was ist wahrscheinlichste Ver-
teilung dieser Ensemblesysteme auf die der Systembewegung zugénglichen
Hyperkugel.
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Dazu diskretisieren wir die ,, Impulskugel” in K gleichkleine Phasenraumseg-
AT
dem einfachen Beispiel zum Grenzwertsatz. Nun sollen je n; der Systeme in
den g; Segmenten landen und hinterfragt werden, welche Verteilungssequenz
{n;} ist am wahrscheinlichsten.

Die Wahrscheinlichkeit einer ganz speziellen Sequenz {n;} folgt exakt der-
gleichen Philosopie (Unabhéngigkeit & Vertauschbarkeit der Reihenfolgen)
wie bei dem einfachen 2-Volumina Beispiel und lautet deshalb

mente deren Wichtung iiber deren Volumen g; = / ‘f’ — ganz analog

K n;
H 9i
i=1 v

Wir fragen nun nach dem Maximum — werden aber, der einfacheren Hand-
habbarkeit halber, den Logarithmus von Gl. (3.45) maximieren (der sich
spiter proportional Entropie erweisen wird)

dln [Wep] = d (Z [nilng; — ni(Inn; — 1)]) =

= ) dn;[lng — Inn] =0 . (3.46)

Dazu miissen wir noch eine Normierung beachten
N =>n (3.47)

die wir unter Einbeziehung eines Lagrange-Multiplikators A variieren: dN =
A D> dn; = 0 und zu Gl. (3.46) addieren. Unter Variation der dn; erhalten
wir schliellich die Gleichung

Ingi —Inn;, + A\ =0 = n; = giexpA = konstant (3.48)

und damit die Gleichverteilung, die wir auch schon aus dem Liouville-Satz
als eine Moglichkeit folgern durften.

3.3.2 Gleichverteilung - Quanten

Wie schon im Diffusionsbeispiel wollen wir eine Gleichung aufstellen, die uns
die Entwicklung der p; liefert. Das fiihrt zu einer Plausibilisierung der A
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Priori WK’s - was allerdings noch keinen strikten Beweis darsellt. Ebenso
wie die Ergoden hypothese, sind, wie der Name a priori schon andeutet, die
Gleichwahrscheinlichkeiten einer Konfiguration die mit dem Makrozustand
kompatibel ist als Axiom aufzufassen.

Trotzdem werden wir die Master-Gleichung — wieder eine Anleihe bei der
NGGW-TD - zur Veranschaulichung bemiihen:

mit den Ubergangs-Wk'n W, zwischen 2 kompatiblen Quantenzustinden
|m) — |n). Die Symmetrie W, = W,,,, folgt aus der Invarianz der Mikro-
Dynamik (Hamilton / Schrédinger) f. ¢ — —t. Diese Gleichung stellt eine
Bilanz dar

M,y

ot ~~ ~~~

Zuwachs Verlust
mit
Verlust: V =~ #,, - Wi, = AVp Wi
Zuwachs: Z ~ #.,, - Wom = AV Woam

Wegen der Symmetrie W;; = W;; kann man diese Bilanz im stationdren Fall
umschreiben in:

~——
VWi #0=pr —p1 =0

0
%ZO:;WM (P — m1)

woraus unmittelbar

Pr = pi = const. \ (3.50)

die Gleichheit der WK’s der Zustande |k) und |l) ablesbar ist, d.h. die Ver-
teilung &ndert sich dann nicht in einem abgeschlossenes System < Ausdruck
des Gleichgewichts.

Im folgenden wollen wir eine Grofle definieren, die die Richtung eines jeden
im System von selbst ablaufenden Prozesses festlegt und die auch eine Unter-
scheidung zwischen Gleichgewicht (GGW) < Nichtgleichgewicht (NGGW),
bzw. zwischen reversiblen - u. nichtreversiblen Prozessen gestattet — die
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3.3.3 Entropie
Wir betrachten die Grofie

(In p;) Zpk In py,

(3.51)

und bilden deren zeitliche Anderung mit der Master-Gleichung, womit wir

erhalten

0 . : A
@Zpklnpk = > {pelnpe+ps}t =D prlnps
k K K

0 (Inp)

= m\Pm 1
ZWk pk Npg = It

Wegen der Symmetrie der Ubergangswahrscheinlichkeiten Wy, =

man dafiir aber auch schreiben

0 0 (Inp)
T ;pm Inp, = % {Wik(pe — pm) Inpr} = T

Die halbe Summe beider Gleichungen ergibt:

ot

- _Zka pk ln_

m

IN

0 .

Wi, kann

d (1 1

Die kleiner-gleich Relation folgt aus folgender Eigenschaft der einzelen Sum-

manden

Mathe-Einschub:  Man analysiere folgenden Ausdruck fiir 2 Fille:

f(A,B)=(A—-B) lng
Man erhalt fiir a) A

>
B>A = f(AB) <

B = f(A,B) < 0 aber ebenso fir b)
0

also in jedem Fall muss die Summe kleiner oder
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gleich Null sein! !

Zur Verdeutlichung wiederholen wir nochmal das Ergebnis und nennen es
Boltzmann folgend das

ol
H-Theorem: npz = Zka Pm — Pk) ln—<0

m

Ein nicht im GGW befindliches System ist von einer stédndig wachsenden
Grofe charakterisiert, der

Entropie: S = —k(lng)=—k(lnp;) |, (3.52)
das H in H-Theorem wurde spéter mit S identifiziert.

Man kann diese Grofle bei Kenntnis der Gleichwahrscheinlichkeit der An-
zahl W Zustdnde, die mit den makroskopischen Bedingungen kompatibel
sind, wie folgt umformen: Wenn also W Zusténde exitieren, so sind deren

WK’s mit p; = const. = % gegeben, womit man fiir die Entropie geméafl Gl.
(3.51) erhalt:

= klnW . (3.53)

Somit steht nun hier in voller Klarheit, wie auch auf auf dem Grabstein von
Ludwig Boltzmann,

[ S = kInW | (3.54)

Diese Zahl aller dem System zugénglichen Mikrozustdnde W, die ein und
denselben Makrozustand repréasentieren, kann man mit Hilfe der Konstanz
des Phasenraumvolumens sowie der a priori Wahrscheinlichkeiten mit dem
Phasenraumvolumen W ~ AT identifizieren, welches zu der Energieschale
(E) < H < (FE) + AF|(streng genommen ist diese Schale unendlich diinn —

Delta-Funktion o< 0(H — E)) gehort. Spéter werden wir im Zusammenhang
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mit der mikrokanonischen Verteilung genauer auf dieses Volumen zu sprechen
kommen.

Hier konnen wir vorerst festhalten, dass fiir die Entropie auch geschrieben
werden kann

S ~ InAT
aber auch: S(V,(E) =U,...,N).

Im Zusammenhang mit im GGW befindlichen Systemen werden wir im
Phéanomenologieteil die Temperatur T" mit

1 0S .
T =30 (Temperatur-Definition) (3.55)

einfithren.

3.3.4 Fazit

Die durch Plausibilitit motivierte Annahme, dass die WK, ein System in
einem Phasenraumvolumenbereich anzutreffen, proportional genau diesem
Volumen ist, stellt sich als richtig heraus.

D.h. Die Gauflsche Geschwindigkeitsverteilung fiir das ideale Gas, auf deren
Basis wir die thermische & kalorische Zustandsgleichung berechnet haben,
ist tatséchlich die richtige fiir ein System, welches in thermischen Kontakt
mit seiner Umgebung steht. Jenes simple System, welches uns auf die Idee
brachte, die Zahl der Zustéinde dem Phasenraumvolumen proportional zu
setzen, war wiederum ein Teilvolumen innerhalb eines grofleren im Ortsraum,
fiir das wir nach der WK fragten, zufillig verteilte Teilchen in genau diesem
Teilvolumen anzufinden (siehe Abbildung 2.1). Auch in diesem Fall ergab
der Grenzwertsatz der Statistik eine Gaufifunktion (bzw. eine é-Funktion fiir
N — o00). Wir haben intuitiv angenommen, dass diese Tatsache auch auf den
Phasenraum iibertagbar ist - UND — zumindest fiir den Fall des idealen Gases
scheint das tatséchlich zu funktionieren. Wir werden in spéteren Kapiteln
der Vorlesung die Form der Verteilungsfunktion fiir verschiedene Fille genau
ableiten und diese Plausibilitdtsargumente stiitzen.



Kapitel 4

Phinomenologische
Thermodynamik

Zusammenfassung des Bisherigen

Aus dem Exkurs in die statistische Physik — Annahme des zentr. Grenz-
wertsatzes, gleicher A Priori WK’s, der Mikro-Dynamik der Konstituenten
— haben wir schon fiir ein ideales Gas die thermische und kalorische ZGlI.
abgeleitet:

NkT 3
= =2 . U=CINkT 4.1
p i U=35 (4.1)

Wir stellten unter Annahmen — die wir der NGGW-Thermodynamik (Master
Gl.) entnahmen — fest, dass die Entropie, definiert

S = klnW = —k(lnp;) (4.2)

iitber W, die unvorstellbar grofie Zahl der Mikrozustédnde fiir die Gibbs-
Ensembles ist, die einen gegebenen Makrozustand représentieren (W > N;
N-Teilchenzahl pro System; & W > M; M Zahl der Gibbs-System-
Kopien) — fiir alle NGGW-Prozesse einem Maximum zustrebt

as
axi N
wobei x; unabhéngige Zustandsvariablen seien, von der S abhédngen moge
(die erste Relation werden wir im Zusammenhang mit dem 2.HS eingehen-
der behandeln). Diese Forderung sichert, dass alle diese W Mikrozustéinde

55 >0 ; 0 (4.3)

79
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gleichwahrscheinlich sind — oder anders — dass die WK-Dichten g bzw.
0 konstant u. Integrale der Mikro-Bewegungen sind. Aus all diesen gewon-
nenen Erkenntnissen kann man die 3 tragenden Siulen der Statistischen
Thermodynamik des GGW'’s wie folgt indentifizieren:

e Ergodenhypothese = (A) = A
e Entropie-Maximum: 6S = 0

e woraus wiederum die gleichen A Priori Wahrscheinlichkeiten fiir
Mikrozusténde folgen (= Konstanz PR-Volumen, konstante WK-Dichten

)

Wichtig: Trotz reversibler mikroskopischer Gleichungen (Hamilton-
Jacobi, Schrodinger) erhielten wir unter Beriicksichtigung der sta-
tistischen Aspekte bei groflen Teilchenzahlen letztlich eine Grofle,
die fiir die Irreversibilitit steht — DIE ENTROPIE!!!

4.1 Nullter Hauptsatz

4.1.1 Gleichgewichtsbedingung - Temperatur

Annahme: Zwei Teilsysteme bilden abgeschlossenes Gesamtsystem im GGW
(dU = 0 und dS = 0), womit fiir die extensive Groen Entropie S und innere
Energie U geschrieben werden kann:

S = S5+ 5 Maximum = dS =0 (4.4)
U = U, + Uy = const. . (4.5)
Mit GGW-Bedingung ergibt sich

05, 0S5
S . U, + 7 Uy =0 (4.6)
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wobei aus der Abgeschlossenheit des Gesamtsystems unmittelbar folgt:

dU = dU; + dUy; = 0 also
dU, = —-dU; .

so dass die GGW-Bedingung (4.6) folgende Form annimmt

0S1 05, :
(aUl 67U2> Ui 0 for i : (4.7)

Da diese Bedingung fiir beliebige dU; gilt, ist sie nur erfiillt, wenn der Klam-
merausdruck verschwindet womit man letztlich die GGW-Bedingung erhélt

051 98, 1 1

— = £ = = — . 4.8
8U1 8U2 T1 T2 ( )
Die Temperatur ist mit
ou
— =T 4.9
55 (4.9)

definiert und folgt (eigentlich aus dem 2. HS; aber: siehe integrierender Fak-
tor) aus dem totalen Differenzial — der Gibbschen Fundamentalgleichung:

1 D
ds = de‘i‘de ,

die wir in Kiirze eingehend behandeln. Ohne unsere Vorarbeit in der Statistik
(Entropiedefinition) sowie totale Differenziale, folgen die Gleichungen (4.8)
— (4.9) historisch gesehen empirischen Erfahrungen.

Nullter Hauptsatz (Fowler)

Die Temperatur 7 ist eine Zustandsgrofle, die im thermischen GGW
in verschiedenen Teilsystemen den gleichen Wert hat, d.h. 7} =T, =
T! Sind 2 Systeme mit einem 3. Im GGW (ohne direkt in Kontakt
zu sein), so sind sie auch untereinander im GGW.
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U1

U2 S1

S2

Abbildung 4.1: Ein abgeschlossenes Gesamtsystem, welches sich aus 2 Teil-
systemen, die sich im GGW befinden, zusammensetzt und dessen extensive
Grofen innere Energie U und Entropie S sich additiv aus den Einzelbetriagen
ergebenzu U =U;4+U; und S =57+ 9.

P~ T A
f | -
Kelvin Skala: 0 273 373 T [K]

Celsius Skala: -273 0 100

Abbildung 4.2: Wahl der Temperaturskala anhand des Tripelpunkts und Sie-
depunkts des Wassers fiihrt auf die Celsiusskala 6 [°C|, wobei der Nullpunkt
durch den Tripelpunkt des Wassers festgelegt wird. Eine , natiirliche®, weil
physikalisch logische Definition ist mit der Zustandsgleichung eines idealen

Gases gegeben, die den absoluten Nullpunkt beim Verschwinden des Druckes
p(V,T) — 0 fiir T'— 0 festlegt.
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Festlegung der Temperaturskala

Eine Moglichkeit ist mit den Eigenschaften des Wassers verkniipft: Tripel-
punkt von Wasser = 0°C;  Siedepunkt des Wassers = 100°C (siehe Abb.
4.2).

Andere Definitionen von T" ergeben sich aus:

1. der Zustandsgleichung des idealen Gases (siehe Grafik 4.2), die wir hier
bevorzugen;

2. dem Transformationsverhalten am Schnittpunkt zwischen Adiabaten
und Isothermen: Variablentrafo (p, V) — (6, 0), wobei letztere willkiirli-
che Temperatur- u. Entropieskalen sind. Fiir diese Trafo wird die phy-
sikalische Skalenwahl mit der Bedingung fiir die Jacobideterminante
D =09(p,V)/0(0,0) — 1 gewonnen.

3. gekoppelte Carnot-Prozesse (siehe spéter).

4.1.2 Warmebilanzen — Temperaturausgleich
Mischungstemperatur

Die Wiarmemenge sie definiert als

Q =CT = meT (4.10)

wobei C' die Warmekapazitiat mit den Einheiten [kcal/grd] und ¢ = C/m die
spezifische Wirmekapazitit, Einheiten [kcal/(kg grd)], ist, die aus Messungen
gewonnen wird bzw. mit Mitteln der statistischen Physik begriindet wird
(siehe Kapitel 5.5.2 ,,Spezifische Warme — ...“).

Bei einem abgeschlossenen System bestehen aus 2 Teilsystemen (siehe Abb.
4.1), die nicht im GGW sind, sprich verschiedene Temperaturen haben, bleibt
bei Ausgleichsprozessen die W dirmemenge erhalten. So kann man durch rein
energetische Bilanzen recht einfach z.B. die Mischungstemperatur 7' zweier
Fliissigkeiten, folgend aus der Erhaltung

Qi(Th) + Qo(Tz) = Q(T)
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als
ZmiCiTi
_ T T: = '
7o micidy + macCols bzw. T = - (4.11)
micy + MacCy 2 mic;
bestimmen.
Wirmeleitung

Wie alle Energien ist auch die Warmemenge @) eine extensive Grofle. Sie ist,
wie auch die verrichtete Arbeit, keine systemspezifische Variable, da beide
immer aus dem Austausch mit weiteren benachbarten, angrenzenden Syste-
men/Umgebung resultieren — im Gegensatz zur inneren Energie U oder der
Temperatur T, die beide Zustandsgréfien sind.

Anderungen der extensiven Grofe @ kénnen durch duBere Strome @, oder
innere Quellen QQuellen

dQ dQ

) = 4.12
@ dta+ dt (4.12)

Quellen

realisiert werden.
Wie bei der Erhaltung der Masse finden die &ufleren Zu- & Abfliisse an der
Begrenzungsfliche geméafl

d S o -
d_i? _ _j{dA.Q: _/dvv-Q (4.13)
“ av v
statt und die inneren Quellen und Senken haben die Gestalt
d
d—? - / Vo . (4.14)
Quellen v
Die Anderung (4.12) der Wirme im Volumen V' lautet
: doq
Q- [aveet, (1.15)

\%
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wobei pq = pcT die Warmedichte ist. Zusammengefasst kann man schreiben

und da der Integrant fiir alle moglichen Volumina gilt, folgt fiir die lokale
Wiérmebalance
0 -
09 .5 = ¢ (4.16)
ot
Zur geschlossenen Formulierung des Problems braucht man einen Ausdruck
fiir @, der sich aus konvektiven und konduktiven Anteilen zusammensetzt:

—

Q = oqii + jo - (4.17)

Die in die Gleichung eingehenden Geschwindigkeits- und das Dichtefelder
werden durch hydrodynamische Bilanzen

do L
a5 + V-(ou) = 0 (4.18)
g(%+ﬁ-Vo)ﬁ = f. (4.19)

beschrieben.

Fiir die reine Warmeleitung nehmen wir an, dass das Geschwindigkeitsfeld
verschwindet @ = 0, keine Warmequellen vorhanden sind gg = 0 und dass
homogene Verhiltnisse ¢ = konstant herrschen. Somit entkoppeln die Glei-
chungen (4.18) - (4.19) von (4.16) und es bleibt iibrig

) +V-jo =0 . (4.20)
ot
Nun gilt es noch den Ausdruck fiir die reinen Wirmestromdichte jo ab-
zuleiten. Es leuchtet sofort ein, dass dieser um so grofer ist, je grofler die
Temperaturdifferenz (73 — T3) und je kleiner die zu iiberbriickende Distanz
L ist. Bilden wir den Grenziibergang L — dx und T'(z) — T'(z + dz) dann
gewinnen wir in einer () Dimension

. dT
Jo. = — R (4.21)
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und erweitert auf den 3-D Raum:
jo = — kVT(7t) . (4.22)

So wird mit ¢ = ¢7 aus der Gleichung (4.20) die allgemeine Form der
Wiérmeleitung

oT
— = MAT 4.2
mit der Warmeleitfahigkeit
K
A= — . 4.24
- (124)

4.2 Erster Hauptsatz
(Mayer, Joule, Helmholtz)

Wir betrachten ein geschlossenes System welches mit der Umgebung (Wéarme-
bad) Arbeit A # 0 als auch Wérme 0@ # 0 austauschen kann (fiir den
Moment betrachten wir keinen Stoffaustausch). Warme Q) ist allerdings kei-
ne Eigenschaft eines einzelnen Systems, da mindestens 2 Systeme an deren
Ubertragung beteiligt sein mA%ssen. Die Gesamtarbeit A setzt sich aus ver-
schiedenen Beitragen geméf3

SA = Z a; 6 A,

zusammen, wie z.B. hier von diesen:

Gas: 0A = —pdV
1
clast. Festkorper: 04 = o0;;de;; mit €= i(V 08)+ 5oV

Magnetisierung: 04 = H-dM
Polarisierung: 64 = EdP
Aufladungsprozess: 64 = U dQ
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Desweiteren sind Massestrome in einem offenen System auch moglich udN =
dE, (— siehe Kapitel ,Phaseniibergiinge®). Die Arbeitsvariablen bei den

Aufladungsprozessen U bitte nicht mit der inneren Energie verwechseln (),
hier ist die elektrische Spannung gemeint.

Der erste Hauptsatz: Es ist unmoéglich ein perpetuum mobile 1.
Art zu konstruieren, d.h. eine periodisch arbeitende Maschine, die
Arbeit verrichtet, ohne Energie in irgendeiner Form aufzunehmen.

Die mathematische Formulierung lautet
dU =6Q + 0A = 6Q + a;dA; (4.25)
womit man fiir ein Gas oder eine Fliissigkeit die Bilanz
dU = 6Q — pdV (4.26)

erhélt. Man beachte, dass die innere Energie eine Zustandsgrofle ist, so dass
dU ein vollstindliches Differenzial ist. Hingegen sind seine energetischen Bei-
trage, die Arbeitsinderung 0A sowie die Warmezu- bzw. abfuhr 6Q), keine
totalen Differenziale, worauf das ¢ hinweisen soll. Letzere Anderungen hingen
entscheidend von der Prozessfithrung ab.

Lafit man den Austausch von Masse mit zu, dann ist in den Gleichungen
(4.25) & (4.26) die Summe ) p;dN; zu berticksichtigen, die den Austausch

(2
von dN; Teilchen mit dem chemischen Potential y; (Sorte i) beschreibt. Wie
schon eingangs erwiahnt, und auch mittels integrierenden Faktors gezeigt, ist
die innere Energie eine Zustandsgrofle, die durch

U = (E) innere Energie, Zustandsgrofe - ebenso p, T,V ...

definiert ist. Da diese Grofe sich als Mittelwert der mechanischen Energie al-
ler Konstituenten — Atome, Molekiile — eines Gases herausstellt, verwundert
diese Eigenschaft eine Zustandsgrofie zu sein solange nicht, wie die Wechsel-
wirkungen zwischen den Konstituenten des Gases/Fluids konservativer Natur
sind. Bei granularen Stoffen, deren Teilchen dissipativ miteinander wechsel-
wirken, gilt diese Aussage nicht mehr oder bedarf eingehender Betrachtungen.
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4.2.1 Spezifische Wirme - Wiarmekapazitit

Die Warmekapazitéaten sind definiert

oQ

C =
zs a7 e

(4.27)

wobei der Index ZS angibt, wie die Warmezufuhr vonstatten geht, d.h. wel-
che Zustandsgrofien (ZS) bei der Zustandsénderung festgehalten werden. So
bedeuten Cy und C), die Warmekapazitéten bei festgehaltenem Volumen V
bzw. Druck p — bei Magnetisierung von Stoffen kann es C| 7| und C’l 1| sein,

wobei das Magnetfeld H und die Magnetisierung M die Rolle von DrucK
und Volumen iibernehmen (siche unten).

Im Folgenden deuten grof§ geschriebene Symbole (Czg) immer auf extensive
GroBen (wenn nicht ausdriicklich anderes behauptet wird), die von der Mas-
se bzw. dem Volumen des Systems abhéngen. Spezifische Grofien, d.h. jene
bezogen auf ein Teilchen, ein Mol (bestimmte Teilchenzahl: 1 mol < Ny =
6.023 - 10%* Teilchen — die Avogadro Konstante), werden wir mit Kleinbuch-
staben, czg, kennzeichnen. Des Weiteren werden wir die Warmekapazititen
von Gasen bzw. Fliissigkeiten ndher behandeln bei denen die Zustandsva-
riablen Druck p, Volumen V und Temperatur 7' von Bedeutung sind (beim
Festkorper wéren es analog Spannungstensor &, der Deformationstensor &
und natiirlich auch die Temperatur 7).

Im Falle eines Gases lautet bei gegebener kalorischer Zustandsgleichung U(V, T')
(im Folgenden Zgl.) das totale Differenzial der inneren Energie

ou
dU_O_T

ar + 2

dv
v ov

T

womit man den 1. HS wie folgt umformen kann

ou

oU
a7 + {— —|—p} av . (4.28)
14 av T T

Bei isochorer Wérmezufuhr, V' = konstant, erhédlt man die Definition der
Wirmekapazitat

0Q
dT

U

Cy = = =
., OT

(4.29)
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so dass damit Relation (4.28) lautet

oU
5Q = CydT + {W

+ p} av . (4.30)
T T

Um die Warmekapazitéit C, bei fixem Druck (p = konstant) zu berechnen,
miissen wir Druck und Temperatur als unabhéngige Variablen wéhlen, womit
sich folgende totale Differenziale ergeben

o o

w = | ar + 2| dp
(9Tp op |r
oV oV

awv = 2 ar + 24| a
ar|, ¢ T ap | P

die eingesetzt in den 1. HS zu folgender Beziehung fiihren

oU ov ou ov

R = |— —| dT — —| dp . 4.31
Q [8T+p8TL {ap +papL p (4.31)
[Bemerkung: T, V, p Zustandsvariablen = U = U(p,T),V = V(p,T) , des-
halb Umformung iiber totale Differenziale zwischen ihnen moglich.]

Isobare Warmezufuhr dp = 0 ergibt dann die Warmekapazitét

o 09| _au| | ov|
P dT » oT » oT »
0 oH

mit der Enthalpie | H = U + pV‘ als ein weiteres thermodynamisches Poten-
zial (U kennen wir schon; td-Potenziale behandeln wir spéter ausfiihrlich).

Somit ist also die Warmekapazitit bei konstantem Druck durch Differenzia-
tion der Enthalpie zu bestimmen:

oOH
C, = T ) (4.33)
p
Die spezifischen Wiarmen sind dann die entsprechenden masse- oder molbe-
zogenen Groflen, ¢y und c¢,. Sie gehdren zu den empirisch zu bestimmenden
Materialgrofien, die wir spater mit Mitteln der statistischen Physik mikro-
skopisch begriinden werden.
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Relationen zwischen denWiarmekapazititen

Mit dem 1. HS und den Definitionen der Warmekapazitéten (4.29) & (4.33)
erhdlt man

oU
50 = =
Q CydT + { e

+ p} dVv
T

womit man letztlich nach , Division* von d7T" auf die Beziehungen

ou ov
@ = Cv o {WT +p}8_Tp
oUu oV
Cp—C\/—{WT +p}8_Tp (434)

gefithrt wird, wobei die Prozefifiihrung isobar sein muss.

Wir wollen eine analoge Beziehung mit Hilfe des Potenzials H (p, T') herleiten,
wobei wir wieder vom 1. HS ausgehen

5Q = dU + pdVv

eine Null addieren (Vdp — Vdp) womit man erhalt

H
0Q = dH — Vdp = g_T dT—i—{%—H —V}dp:
P Plr
OH
= C,dT + (— —V)d
p apT p

und letzlich bei isochorer Prozefifiihrung wieder d7T' ,dividieren“, um zu

schreiben
OH dp
Cy — C, = - —
v 8 { T V} or

Ip
Die Niitzlichkeit derlei Beziehungen werden vor allem spéter im Zusammen-
hang mit dem 2. HS und den td-Potenzialen ersichtlich — man mit dem 2.
HS némlich die kalorische Zgl. U(T,V) in Gln. (4.35) & (4.34) eliminieren,
so dass nur noch die thermische Zustandsgleichung gebraucht wird. Letztere
ist aber durch Messung wesentlich leichter zu gewinnen.

(4.35)

v
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Wir wollen hier schon einmal ein Beispiel geben: das ideale Gas — fiir das gilt
(Gay-Lussac) g—g ‘T — 0. Die Begriindung fiir das Fehlen einer Warmetonung
und damit das Wegfallen der kalorischen Zgl. kann leicht gegeben werden:
denn Teilchen eines idealen Gases wechselwirken nicht miteinander, so dass
die innere Energie nicht von den Abstédnden zwischen den Teilchen - und
damit auch nicht vom Volumen des Systems abhédngen kann.

In diesem Beispiel wollen wir auf spezifische Grofien, d.h. Einheiten pro Mol
des idealen Gases -extensive Grofien werden hier klein geschrieben (V' —
nv ; U — nu ..., sie sind sozusagen ,intensiviert), womit man fiir die
thermische und kalorische Zustandsgleichung des idealen Gases erhlt

pv = RT (4.36)
ou

EET:O (4.37)

3
u:gRT+uo;:>

wobei die Gaskonstante mit R = N4 k gegeben ist (N4 - Avogadrozahl; k -
Boltzmannkonstante). Wir werten fiir diese Zustandsgleichungen die Formeln
(4.35) & (4.34) aus und erhalten

die spezifischen Warmen héngen also nur von der Gaskonstante R.
Fiir N-Teilchen eines idealen Gases lauten die Warmekapazitéiten

c, — C, = Nk
3 5

=Nk ; = 2N
C, =5Nk; G = 5Nk

und die Zustandsgleichungen lauten

U = gNkT (4.40)

pV = NET | (4.41)

wir wir schon mit Mitteln der Statistik fiir Molekel mit reinen Translations-
freiheitsgraden f = 3 (1 atomige Gase) gefunden hatten. Fiir Molekiile mit
mehreren Freiheitsgraden — z.B. ein zweiatomiges Hantelmolekiil — lauten die
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spezifischen Wéarmen:

Cy = gR (4.42
o — ¢ = R, (4.43)

4.2.2 Polytropen, Adiabaten & Isothermen

Polytrope Zustandsédnderung konnen mit Hilfe des 1. HSes fiir Gase und den
Definitionen der Warmekapazitidten wie folgt geschrieben werden

oU oU
~——| dr — = T
aTVd +(8VT—I—p)dV Cd
c, - C oT
(Cy — C)dT + LV = (Cv = O)dT + (G, = Cy) =/ dV =0
T |p p

wobei Gl. (4.34) sowie die Rechenregeln der Jacobideterminante; 0V /0T =
(8T /0V) ™", verwendet wurden. Nach Division von (Cy — ') erhilt man die
Polytropengleichung

v =0 , (4.44)

fiir T und V' als unabhéngige Zustandsvariablen. Driicken wir das totale
Differenzial der Temperatur in Abhéingigkeit von (p,V) aus und setzen es
dann in Gleichung (4.44) ein, gewinnen wir die Polytropengleichung

or c, —C 0T
—1 d L — 1 dV =0 4.45
wl, P T o= av|, | (4.45)
in Abhéngigkeit vom Druck p und dem Volumen V. Mit der Definition
v = C,/Cy und der Annahme C' — 0 erhélt man die entsprechenden Adia-

batengleichungen

orT

T 1) —| dV = 4.4
dT" + (v—1) V|, Vv 0 (4.46)
oT oT
—1 d —1 dV = 0. 4.4
o |, 7 5y ) V=0 (4.47)

Y
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Polytrope & Isotherme
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Abbildung 4.3: Isotherme (durchgezogenen Linie) und Adiabate fiir ein idea-
les Gas.

4.2.3 Beispiel: ideales Gas

Die Adiabate ist in dem Fall mit der Gleichung

dp dVv
—_— —:0
p—|—7V

beschrieben. Es gilt v = 5/3 iiber kleine Temperaturbereiche womit man mit

.
In (3) +1In (K) = const.
Do Vo

die Poissonsche Gleichung der Adiabate gewinnt

pV7 = poV, = const. . (4.48)

Wegen v = f—"; ¢, >cy = 7 > 1: Die Adiabaten sind steiler als Isother-
men, wie man in Abbildung 4.3 deutlich an den Graphen erkennen kann!

4.2.4 Beispiel fiir adiabatischen Prozess:
Joule-Thompson-Kelvin

In einem aus 2 Kammern zusammengesetzten System (siche Abb. 4.4) lauft
unter Druckausiibung auf die eine Kammer eine isentropische Entspannung
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TA

T1

4 177 e I

"y

p1 = const. p2 = const.

T1 A% T2 V2

Abbildung 4.4: Zum Joule-Thomson Experiment. Die ganze Anordnung — be-
stehend aus 2 Kammern — ist nach auflen vollig warmeisoliert. Beide Kam-
mern werden von einer Drossel getrennt, durch die sich das Gas aus dem
Volumen Vi, auf welches Druck p; ausgeiibt wird, in das Volumen V5 hinein
(in dem ein geringerer Druck py < P;) entspannen kann. Bei diesem Prozef
wir eine Waremtonung 77 — 75 gemessen

(0Q = 0Q1 = 0Q2 = §S = 0) ab. Der Druck in jeder Kammer sei konstant
p1 = const.; py = const., jedoch gelte p; # py und fiir die Gesamtentropie sei
S1 + S5 = S. Die Kammern sind durch einen Pfropfen (Watte, Wolle etc.)
voneinander getrennt. Wegen der Isolation von der Umgebung konnen wir
schreiben

0Q = 0Q1 = dU; + pidVi = dUs; + podVs = 0 (4.49)
womit aus der Konstanz der Driicke die Konstanz der Enthalpie H (.S, p) folgt
H =pV+U ; dH = pdV + Vdp + dU =Vdp =0 (4.50)

und fiir jede Kammer gilt
= Hy/o = p1/2Vij2 + Uy = const. . (4.51)

Im Fall des idealen Gases hangt H(T') nur von der Temperatur ab und man
erhélt wieder keine Warmetonung bei der Entspannung. Letztere ergibt sich
aus dem totalen Diffenzial

ar = A gp 4 94

o0H
dp = dT —| dp = 4.52
oT , ap p Cp + p 0 ( i) )

T p |r
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durch Umstellen gewinnt man

H
ar — - o1 (4.53)
Cp Op|p

und man sieht zunéchst, dass keine Temepraturdnderung zu erwarten ist,
héngt H(T') nur von der Temperatur ab — wie beim idealen Gas.
Wir werten den letzten Term in Gl. (4.53) aus zu

OH B
.~ @ UV (p,T),T) + pV(p,T)], =
- (5], +#| 5, + v = @il G, e v

der fiir das ideale Gas wieder verschwindet — wie man leicht iiberpriift.

Es sind also reale Gase als Arbeitsstoffe vonnoten, damit man eine Kiihlung
erziehlt — diese werden im folgenden Abschnitt behandelt.

Auf der Basis einer Kaskadierung solcher Kiihldrosseln funktioniert die Luft-
verfliissigung nach Linde.

4.2.5 Ideales Gas versus Realgas
Ideales Gas — Phinomenologie

1. Boyle (1662) & Mariotte (1679) = pV = konstant bei isopthermer
Prozessfithrung;

2. Gay-Lussac (1802) = thermische Volumenausdehnung = pV =
KT;

3. Avogadro (Dichte- & Molmassenverhéltnisse) & Dalton (Partialdrucks-
umme: p = » p; ) = pV = nRT, Zahl der Gas - Mole n.

Diese empirisch gefundenen Gesetze wurden von der Kinetik/Statistik ein-
drucksvoll bestétigt wenn man fiir die Gaskonstante identifiziert nR =
Nkg = n Ny k mit der Avogadrozahl Ny = 6,022 -10% , die die Zahl der
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Molekiile pro Mol angibt, der Boltzmann-Konstante k = 1,38-107% J/K,
die die mittlere Energie pro Freiheitsgrad und absoluter Temperatur mifit.
Hervorzuheben bleibt, dass beim idealen Gas vom Molekiilvolumen und auch
den Wechselwirkungen (WW) denselben abstrahiert wird — aber genau diese
Effekte verursachen wichtige Reaktionen des Systems, wie z.B. die Warme-
tonung bei der adiabatischen Gasentspannung.

Die van der Waals Gleichung

Obgleich fiir hohe Temperaturen und niedrige Driicke die Idealgasgleichung
eine ausreichend gute Naherung darstellt, spielen bei hoheren Driicken und
niedrigeren Temperaturen sowohl die WW'’s als auch das Volumen, welches
die Molekiile des Gases okkupieren, ein zunehmende Rolle.

Eine Taylor-Entwicklung um den Idealgaszustand liefert

Virialentwicklung:

N N2
pV = NkT {1 + B(T)V + C(T)W + }:

= nRT {1 + Bii + CR#*> +..+} , (4.55)

als Funktion der Teilchenzahldichte mit n = N/V = Ny4/v.

In der statistischen Thermodynamik werden wir spéter in der Tat Ausdriicke
fiir die ersten Virialkoeffizienten B, C... anhand von Annahmen iiber die Teil-
chenwechselwirkungen berechnen.

Die van der Waals Gleichung

Hier werden wir zunéchst die van der Waals Ndherung besprechen. Die Zu-
standsgleichung des van der Waals Gases lautet

[p + #%al (V — Nb) = NET (4.56)

{p + %] (v—p) = RT (4.57)
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wobei b das Eigenvolumen eines Gasteilchens und 72a ein nach innen wir-

kender Druck ist, welcher von den WW'’s der Teilchen herriihrt. Die zweite
Gleichung bezieht sich auf ein Mol eines Gases mit den Parameterdefinitio-
nen @ = N3a und = Nyb.

Wie kann man den funktionalen Zusammenhang zwischen p und a sowie V'
und b plausibel machen?

Zundchst zum Eigenvolumen b: Der Faktor (V — Nb) liegt fast auf der Hand,
denn nun steht der Teilchenbewegung nur noch ein reduziertes Volumen,
namlich (V' — Nb), zur Verfiigung. Im Innern des Gases betriigt dieses Volu-
men

4
b o< 8Viuga = o7 (2R,)*,

so wir die Molekel oder Atome als identische Kugeln mit dem Radius R,
modellieren. Diesen doppelten Radius kann sich relativ schnell klar machen:
der Mittelpunkt eines 2. Molekels kommt nur auf eine Distanz r = 2R, heran,
woher obiges Volumen riihrt.

Da die Druckwirkung vor allem am Rande wesentlich wird, wo an der Wand
(oder besagtem Rand) die Hilfte dieses Volumens ,,wegschneidet*, lautet das
Eigenvolumen letztlich

b = 4Viuger - (4.58)

Das ist etwas oberflachlich formuliert — ndhere Einsicht bekommt man, wenn
das ,fehlende“ Abschirmvolumen der jenseits des betrachteten Volumens
nicht mehr vorhandenen Randmolekiile in Rechnung gestellt wird. Dadurch
konnen mehr Molekiile am Rand plaziert werden — die Dichte am Rand ist
demnach hoher als jene im Innern: ny > n;. Eine konsequente Analyse er-
gibt dann das Volumen (4.58) (siche auch Sommerfeld).

Kohdsionsdruck (WW-Potenzial a): Den nach innen wirkende Druck p; o
n%a kann man wie folgt begriinden: Im Inneren des Gases sollte die WW
(Wechselwirkung) zwischen den Molekiilen a keine Rolle spielen, da sich deren
Wirkungen wegheben. Fiir Molekiile am Rand des Systems gilt das nicht,
denn diese werden effektiv nach innen gezogen, so dass ein zusétzlicher Druck
von innen nach auflen notig ist, damit die Systemoberfliche statisch ruht.
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Dieser Druck ist proportional zu

Ns(l
l

Di X

wobei die Zahl der Oberflichenmolekel Ng sowie die inverse mittlere freie
Wegléinge [~! proportional zur Teilchenzahldichte 7 sind. Der Quotient a/I
misst de facto die zwischenmolekulare Kraft, die mit dem mittleren Abstand
[ = (Ary) o< 2! zwischen den Molekeln ¢ und j abnimmt (hier ist der
einfachste Zusammenhang mit 1/l genéhert). Insgesamt kann so die Form
des zusétzlichen Druckes in Gl. (4.56) p; oc Ngl™! oc n? plausibel gemacht
werden. Der Graph der Funktion p(v,T}) ist in Abbildung 4.5 dargestellt.

van der Waals Zustandsgleichung
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Abbildung 4.5: Drei Isothermen fiir die normierte van der Waals Zu-
standsgleichung. Die durchgezogene Isotherme enthélt den kritischen
Punkt/Wendepunkt unterhalb der fir 7" < T, Gas- und Fluidphase koexis-
tieren. Die untere Isotherme (Strich-Punkt) zeigt eine solche Kurve, die den
Phaseniibergang in einen Bereich Av > 0 charakterisiert.
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Virialentwicklung - van der Waals

Zunéchst schreiben wir die Realgasgleichung (4.57) fiir ein Mol eines Real-
gases noch einmal auf

(p+%)(v—3) = RT

mit den bekannten Parametern fiir die interne Spannung & = Nja sowie
fiir das spezifische Eigenvolumen 3 = Nb.

Wir driicken obige Gleichungen nun als Taylorreihe nach dem inversen spe-
zifischen Volumen v~—! = 7 respektive der Teilchenzahldichte 7 aus — und

erhalten
~\ —1 ~
N o
:1+bﬁ+(bﬁ)2+...—%ﬁ
%:1+B(T)ﬁ+...+ . (4.59)

Achtung: hier wird des Ofteren die Identitit n R =nk Ny = Nk verwen-
det.

Aus Koeffizientenvergleich der linearen Ordnungen (o 7) liest man den Vi-
rialkoeffizienten B ab:

a
B =1b-om (4.60)

der in Abbildung 4.6 dargestellt ist.
Wir werden dem ersten Virialkoeffizienten in der klassischen - und in der
Quantenstatistik wieder begegnen.

Maxwell-Konstruktion

Der Verlauf der Kurve im Volumenintervall V; < V' < V5 (siehe Abbildung

4.8) impliziert fiir die Kompressibilitdt negative Werte: —%%’T =r < 0.
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1. Virialkoeffizient

2T T I

B (Nb)

-
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Abbildung 4.6: Der 1. Virialkoeffizient in der n-Entwicklung. Fiir niedrige
Temperaturen findet man erhebliche Druckverringerungen, wohingegen bei
hohen Temperaturen B — b gilt.

Das bedeutet wachsender Druck bei steigendem Volumen, eine Situation,
die nicht nicht stabil ist, sondern einem selbststiandigen Kollaps des Gases
gleichkéme.

Man kann sich diesen Sachverhalt relativ leicht mit einem Arbeitsgas in einem
Kolben der Masse M klarmachen (siehe Abb. 4.7). Die Bewegungsgleichung
lautet, wenn keine weiteren Kréfte auf den Kolben wirken und die Bewegung
in x-Richtung moglich ist

Mi = plx)-A—-F,

wobei A die Kolbenfliche ist und bei 2y = 0 soll der Kolbendruck p(0) der
Gegenkraft —F (z.B. Luftdruck) das GGW halten. Dann liefert die Taylor-
Entwicklung um zy =0

M — dp OV

9p oV Ip
OV Ox

ov

Ax | (4.61)

=0 =0

wobei das Volumen mit V' = Ax gegeben ist (sieche Abb. 4.7). Somit gewinnen
wir folgende lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten

i — wir =0 . (4.62)

Die Losung von (4.62) gelingt mit dem Ansatz o« exp(At) womit man die
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M

Abbildung 4.7: Zur Maxwell-Konstruktion.

charakteristische Gleichung

M- wi =0 (4.63)
mit den Losungen (fiir w2 > 0)

Aijg = £ wy (4.64)

gewinnt. Das bedeutet fiir das Losungsverhalten: (a) Schwingungen (A;/, =
+1 |wo|, © — imaginére Einheit) fiir [wj| < 0 also wenn die Kompressibilitéit
positiv ist, d.h. dp/oV|, < 0 —aber — (b) im Intervall V; <V <V,
gilt jedoch dp/0V|, > 0, womit die Eigenwerte reell werden (siehe Relation
(4.64)) und die Losungen damit divergieren. M.a.W. die Gleichgewichtslage
x = 0 ist nicht stabil wenn gilt: dp/dV|, > 0.

Fazit: Das tatséchliche Verhalten kann nicht der Kurve
& .
(p-I— —2> (v—ﬂ) — RT
v
folgen.
Ergo: In dem Bereich gilt die Maxwellsche Konstruktion die besagt, dass
die tatsdchliche Kurve diesen Bereich in 2 Flachen (A & B; siche Abb. 4.8)

teilt, deren Inhalt gleich ist (d.h.: Fx = Fp).

Gedankenexperiment:
Zu dem Pfad, den das System tatséchlich wahlt, gehort der Arbeitsbetrag

A= /devdW — n(a-V)
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P

Abbildung 4.8: Zur Maxwell-Konstruktion.

Wir denken uns einen Kreisprozess, bei dem dem System insgesamt keine
Wéirmeenergie

%5@ = 0 und natiirlich j{dU =0 (4.65)

zugefiithrt wird und bei dem das Integral {iber die ZG U verschwindet. Re-
versibler Austausch von Wirme ist jedoch bei den einzelnen Abschnitten auf
den Isothermen des Prozesses notig, sonst kann sich schlecht nach dem 1. HS
bei dU = 0 oder gleichbedeutend d@) = pdV auf den Isothermen das
Volumen éndern dV # 0 . Damit die Forderung (4.65) gilt, muss demnach
Folgendes gelten:

Behauptung: Der Weg, den das System in Wirklichkeit zwischen V; und
Vo wahlt, trennt die Kurve (4.57) in zwei gleichgrofe Fléchen bzw. Arbeits-
beitrage (siehe Abb. 4.8) <« bekannt unter dem Begriff Maxwell-
Konstruktion.

Plausibilitiat der Maxwell-Konstruktion:

Wiren diese Flachen (Arbeitsbetrige) nicht gleich, dann entspriiche das ei-
nem perpetuum mobile 2. Art, welches nach dem 2. Hauptsatz unmoglich
ist, wie wir gleich (im néichsten Kapitel) zeigen werden.
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Um das zu veranschaulichen, untersuchen wir folgenden isothermen (7' =
konstant) Kreisprozess (siche Abb. 4.8):

e isotherme Expansion 1 — 2 auf wahren Geraden: 04 = pAV < dU =
0

e alternative isotherme Kompression entlang den Punkten 2,3,4,1 <
ebenfalls dU = 0; aber dA = schraffierte Flidche in der Abbildung
(4.8).

Wenn die beiden Flichen nicht gleich sind (A # B), ist die Arbeit
Favaw) = a4 = oal = | fa| # 0

wihrend dieses Kreisprozesses ungleich Null. Das thermisch-energetische Aqui-
valent |0Q)| zur Arbeitsleistung A muss aber aus dem Reservoir mit der
Temperatur 7' stammen — m.a.W. es wird Arbeit verrichtet unter Abkiihlung
(Entnahme von Wéirme) eines einzigen Wirmereservoirs. Das wiederum
entspréche einem pertetuum mobile 2. Art, dessen Unmoglichkeit im 2. Haupt-
satz formuliert wird, der demnéchst Gegenstand der Vorlesung sein wird.

Nachdem wir die td-Potenziale behandelt haben werden, kéonnen wir eine
quantitative und elegante Begriindung fiir Maxwellkonstruktion beibringen.

Phasenumwandlung 1. Art: Maxwell Gerade

Im Folgenden wollen wir uns den Massenverhéltnissen zwischen gasférmig

und flissig entlang der Maxwell-Geraden beim Phaseniibergang zuwenden.
fliissi

Dazu betrachten wir den Weg A —° B g tISE 0 8% D in der Graphik
4.9. Entlang dieses Wegs stellt sich die Frage, wie sich die Massen- bzw. die
Volumenanteile der unterschiedlichen Phasen verhalten.

Die Phasenumwandlung findet zwischen B und C statt und wie bei der
Maxwell-Konstruktion gezeigt, bleiben dabei Druck & Temperatur konstant.
Wir betrachten im Folgenden 1 Mol des Stoffes:

e Punkte A und B: 100% flissig: (vp = fliiss. Volumen)
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vB vZ vC

Abbildung 4.9: Links: Diskussion der Phasenanteile entlang einer Isotherme
iiber die Punkte A < fliissig
: B < fliissig; 7 < fliissig+gasformig; C' € D < gasformig. Rechts: Kreispro-
zeB zur Beschreibung der Ununterscheidbarkeit zwischen gasférmig und
fliissig am kritischen Punkt.

e Punkt Z: Der z-te Teil bleibt fliissig: U(Zf) = zvp sowie (1 — z)-te Teil
gasformig: U(Zg) = (1—=x)ve; dabei sind vp das spezifische Fliissigkeits-
volumen eines Mols dieses Gases — und v¢ ist dementsprechend das

Gasvolumen der gleichen Menge des Stoffs.

e Punkte C und D: 100% gasformig: v = Gasvolumen

Wir betrachten den Zwischenpunkt Z = bei dem das Fliissigkeitsvolumen
zvp und Dampfvolumen (1 — z)ve sind. Damit ergibt sich das Gesamtvolu-
men:

vy = U(Zf) + U(Zg) = zvg + (1 —2)ve . (4.66)

Dies nach x bzw. (1 — x) aufgelost liefert die relativen Anteile der beiden
Phasen auf der betrachteten Isotherme am Punkt Z:

p=2_% R (4.67)

cl—x =
Up — Ve Up — Vo
Das bedeutet, die Molbruchanteile der Fliissigkeits- und der Gasphase, x

und 1 — z, sind von den Volumenverhiltnisse entlang der Maxwell-Geraden
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vollstédndig bestimmt.

Nun kann man sich fragen: Was passiert am kritischen Punkt? Dort ist keine
Unterscheidung zwischen Gas und Fliissigkeit mehr mdéglich! Dazu soll der
Kreisprozefl im rechten Teil der Abbildung 4.9 als Illustration dienen. Vom
Punkt I nach IT beobachtet man das Verdampfen der Fliissigkeit am Punkt
I'. Kehrt man zum Punkt I’ iiber den Weg II, III, IV und I zuriick, kann man
wieder ein Sieden feststellen, ohne dass aber vorher eine Kondensation auf
dem angegebenen Weg stattgefunden héitte. Das liegt am gewéhlten Weg, der
jenseits der kritischen Isotherme liegt und bei dem man Gas- und Fliissigkeit
nicht unterscheiden kann.

4.2.6 Methode der Kreisprozesse

Kreisprozesse sind eine bewéahrte Methode td-Prozesse zu quantisieren, wie
z.B. die Berechnung der Dampfdruckkurve beim oben beschriebenen Uber-
gang von fiissig zu gasformig. Wir haben diese schon verwendet, um die
Mazxwell-Gerade beim Phaseniibergang zu begriinden. Im Folgenden bedie-
nen wir uns ihrer, um die Dampfdruckkurve nach Clausius und Clapeyron
herzuleiten.

Wir werden das einmal in Kenntnis des 1. HS’es durchfiithren, aber auch
eine elegante Variante vorstellen, die Gebrauch von einer néchsten ZG — der
Entropie S — und dem 2. HS macht.

Clausius-Clapeyron, die 1.

Zur Ableitung der Dampfdruckkurve betrachten wir einen Kreisprozess, der
in Abbildung 4.10 durch folgenden Weg charakterisiert ist.

e Punkt A: (p+dp;T +dT): 100 % von 1mol Fliissigkeit;

e A — D:Isotherme + isobare Expansion (Verdampfung) und Auf-
nahme der latenten Warme +q;, = ¢, (7' + d7") (! die Klammer driickt
Abhéngigkeit aus !) aus der Umgebung:

0Qap = —0Aap = (p +dp)(va—v1) =qr

e D — C: Druckerniedrigung um dp = von der Isothermen T'4dT
nahezu arbeitsfrei auf Isotherme T’
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p+dp
p

Abbildung 4.10: Zur Brechnung der Dampfdruckkurve nach Clausius und
Clapeyron.

e C — B: Beipund T isotherme/-bare Kompression, d. h. wieder
Verfliissigung unter Abgabe der latenten Warmemenge — qr(7")
—0Qcp = 6Acp = —plvy—v1) = qi(T)

e ,arbeitsfreier® Wechsel von Isotherme 1" zuriick auf Isotherme 7"+ d7T'.

Nach dem Energiesatz (1. HS: du = dg — pdv) muss die gesamte Energie-
bilanz unter Beachtung von ¢ du = 0 lauten:

qr(T+dT) — (p + dp)Av — g (T) + pAv = 0 . (4.68)

Um den Differenzialquotienten dp/dT" abzuleiten, entwickeln wir die latente
Waérme zur hoheren Temperatur
_ dqr
oT' |,
ersetzen die Ableitung 0q;/0T|; = q1/T durch den Differenzenquotienten
(was Sinn macht, denn Wérmemengen skalieren linear wie ¢ < 7) und setzen
schlielich das Ergebnis in Gl. (4.68) ein, womit man erhélt

d_p _ qr
dT TAv

(4.69)
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Eine andere und etwas eleganteres Alternative bieten der 2. Hauptsatz (2.
HS) und der Carnot-Wirkungsgrad. Nun ist der Wirkungsgrad das Verhalt-
nis: gewonnene Arbeit/eingesetzte Warme (0Q ap = ¢o)

0A dpAv  vorgiiffaur2. ms AT

n_Q2_Q2 T

Diese Definition werden wir im Zusammenhang mit dem 2. HS der TD und
dem Carnot-Kreisprozess eingehender diskutieren. Aus der zweiten Gleich-
heit in obiger Relation erhalten wir direkt die Clausius-Clapeyron-Formel
eines Phaseniibergangs 1. Art zwischen flissig und gasformig:

@ _ qrL
dT TAv

(4.70)

Fiir den Fall, dass das Fliissigkeitsvolumen vernachlédssighar ist: vy > vy,
und dass das Gasvolumen néherungsweise durch die Idealgasgleichung cha-
rakterisiert werden kann: v, = RT'/p erhiilt man die exponentiell-wachsende
Dampfdruckkurve:

) = oo (% [1- 1)

R T, (4.71)
Bei dieser Phasenumandlung spricht man einem Ubergang 1. Art, da das
Volumen (die Druckableitung eines td Potenzials v = 0G/Jp) dabei einen
unstetigen Sprung macht (siehe Clausius-Clapeyron die Zweite weiter unten
im Zshg. mit thermodynamischen Potenzialen).

Das van der Waals Gas enthélt aber noch einen weiteren, kontinuierlichen
Ubergang 2. Ordnung/Art, dessen Beschreibung nahe dem kritischen Punkt
im folgenden Abschnitt behandelt wird.

4.2.7 Kontinuierlicher Phaseniibergang - v. d. Waals

Hier wollen wir noch einen kontinuierlichen Ubergang nahen dem kritischen

Punkt vy, Ty, pr des van der Waals Gases behandeln, welcher durch die hori-

zontale Wendetangente definiert ist:
dp 9*p
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was auf folgende kritische Werte fiihrt

8 « 1l «
v, = 3b; RTy 5y P ]2 (4.73)
Mit diesen skalieren wir die td Zustandsgrofien wie folgt: = v/vy, t = T/Ty,
und y(z,t) = p/pr womit man fir die skalierte van der Waals Gleichung
gewinnt

8t 3
T (4.74)

y(l’,t) =

Die nun folgende ausfiihrlichere Behandlung des kontinuierlichen Phaseniiber-
gangs mittels sogenannten Ordnungsparameters Az(t) (Volumendnderung)
als Funktion des Kontrollparameters 1 — t (Temperatur) in Form eines Ska-
lengesetzes der Form Az oc (1 —t)?, ist der Universalitét solcher Skalen-
gesetze mit einem kritischen Exponenten [ bei den unterschiedlichsten
Systemen geschuldet. Der Ordnungsparameter verhélt sich dabei stetig, sei-
ne Ableitung hingegen Az /0T hingegen macht einen singuléren Sprung (als
2. Ableitung von G nach p und 7") von —oo nach 0 bei ¢ = 1.

Der kritische Exponent /3 verhilt sich bei solchen kontinuierlichen Ubergingen
universell und héngt oft nur von der Raum-Dimension des betrachteten Sys-
tems und der Reichweite der Wechselwirkung der Konstituenten desselben
ab. Daher ein Exkurs in die Welt der kritischen Exponenten, die uns auch bei
der statistischen Behandlung der Ferromagnetizitit (Ising Modell) wieder
begegnet.

Um den Ordnungsparameter Az = x3 — x1 zu quantifizieren, entwickeln wir
den y(z,t) Ubergang von t > 1 nach ¢ < 1 am kritischen Punkt nach dem

Volumen z bis zur 3. Ordnung. Die Ableitungen lauten

y(l,t) = 4t—3

24t 6
',t) = ———5 + — = 6(1—1
y'(1,1) (3$_1)2+5E3 ( )
144¢ 18
") = 22— 81—t
L) = G~ @ = 8-
1296t 72
y”’(l,t) = - 4+ — = —81t+72 .

Bz —1)* b
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Damit wird fiir die Entwicklung

(o) = 1—4(1—1t) + 6(1—t)(x —1) — 9(1 — t)(x — 1) — 27’5—2_24(1;(4.153

= 1-nl-t) +all—=t)(z—1) + b(1 —t)(x —1)* — c(x —1)* .

—~

Es miissen gelten 7 > 0 weil Druck y mit Temperatur ¢ fillt; ¢ > 0 weil
Druck y sinkt wenn Volumen x wichst. Ausserdem ist ¢ = (27t—24)/2 ~ 3/2
der einzige Koeffizient, der sich bei ¢ — 1 nicht ,,pathologisch“ verh&lt und
nahezu konstant ¢ = 1,5 ist. Nun wenden wir Maxwell-Bedingung

T3

[ deu@t) = o (aa - a0

1

mit dem konstanten Dampfdruck yp an, fiihren neue Volumenabweichung
von kristischen Punkt £ = 2 — 1 ein, setzen Gl. (4.75) in Maxwell-Bedingung
ein, integrieren und dividieren dann durch ({3 — &;) und erhalten:

yp = 1 —n(1—1) +g(53+€1)(1—t)+...+ ~ 1—n(l-t) . (4.76)

Um die 3 Nullstellen &, unserer vdWaals-Kurve mit yp zu finden, muss also
die Gleichung yp = y(z,t), die da lautet

al(l = 1)&, + b1 — 1) — & = 0 (4.77)

gelost werden! Eine kann man direkt ablesen & = 0 und die anderen beiden
folgen aus verbleibender quadratischer Gleichung
b
& —2(1-08 — 2(1-1) = 0 (4.78)
c c
deren Losungen dann in niedrigster Ordnung des Kontrollparameters (1 —t)°
lauten

a
Spannend ist die Tatsache, dass sich der kritische Exponent 5 ~ 1/2 fiir ganz

unterschiedliche Systeme praktisch gleich verhélt. Er hing i.A. nur von der
Raumdimension und den Symmetrien der Wechselwirkungen zwischen den
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Konstituenten des Systems ab. Wir werden das anhand des Ferromagnetis-
mus — dort ist in der Beschreibung mittlerer Felder auch § = 1/2 — in der
Statistik engehender behandeln.

4.2.8 Weitere Zustandsleichungen
Festkorper

Die Volumenéanderung eines Festkorpers lautet in linearer Ndherung

V(T,p) = Vo{l +a(T —Ty) — k(p —po)}

mit dem Ausdehnungskoeffizienten o = Viog—g — und der Kompressi-
bilitiat x = —VL%—V ... Die konstitutionellen Relationen lauten
0 Op 1 T=Ty
G=2uE+ NV - S —&I(T—Tp) (4.80)
— 1 — —
£= 5(V05+SOV)

mit den Verschiebungen S und dem Deformationstensor & Eine strikte Dis-
kussion des td-Verhaltens eines elastischen Festkorpers wird nach Behand-
lung des 2.HS als eine der verschiedenen Anwendungen in einem spéteren
Abschnitt vorgestellt.

4.3 Der zweite Hauptsatz (2. HS) der Ther-
modynamik

e 1) Kelvin & Planck: Es ist unméglich, ein perpetuum mobile
II. Art zu bauen; d.h., es existiert keine Maschine, die nichts
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weiter bewirkt, als das Heben einer Last durch das Abkiihlen
eines Wiarmereservoirs.

e 2) Clausius: Es existiert keine periodisch arbeitende Maschi-
ne, die bei fester Temperatur Wiarme einem Wirmebad ent-
zieht und dieselbe Wiamemenge einem anderen Wirmebad
hoéherer Temperatur zufiihrt.

Bei einem zyklisch ablaufenden Prozess (Kreisprozess) gilt gilt
das Clausius Theorem

%% < de = 0 Clausius

e 3) Sommerfeld: Jedes thermodynamische System besitzt eine
Zustandsgrofle Entropie S. Sie wird berechnet vom Anfangs-
zustand iiber eine Reihe von GGW-Zustinden zum neuen Zu-
stand, indem deren zugefiihrte Wirme (6Q)) bestimmt wird,
wobei letztere durch die (zu definierende) “absolute” Tem-
peratur T[K| dividiert und der entstandene Quotient aufsum-
miert (integriert) werden muss.

Bei allen irreversiblen, von selbst ablaufenden Zustandsinde-
rungen wird im System Entropie produziert.

2. HS ,,Sommerfeld“ & Integrierender Faktor:

Der integrierende Faktor ist %, der uns in einer der ersten Vorlesungen im
Zusammenhang mit den totalen Differenzialen schon zum mathematischen

Ausdruck des 2. HS fiihrte:

0QQ dU »p
dS > — = —+ =dV 4.81
- T T i T (481)
wobei die Sommerfeldsche Definition der Entropie einging. Allgemeiner fiir
beliebige Arbeitsbeitriag (Festkorper, magnetisierbare o. polarisierbare Medi-

en) lautet der 2. Hauptsatz — die Gibbsche Fundamentalgleichung (fiir
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reversible Prozessfithrung, d.h. Gleichheitszeichen)

dSZ@:d_U_@

7=~ dAi (4.82)

Nun steht aber immer noch die Frage, ob die Temperaturskale 7', die aus
dem idealen Gas abgeleitet ist, in der Tat die richtige ist. Man muss sich vor
Augen halten, dass zu der Zeit als die Hauptsitze formuliert worden sind, mi-
kroskopische (mechanische & quantenmechanische) Vorstellungen — die uns
im Zusammenhang mit dem zentralen Grenzwertsatz zur thermischen Zgl.
fithrten — noch kaum verfiigbar waren. Hinzu kommt, dass nach den empiri-
schen Formulierungen (Boyle & Mariotte, Gay-Lussac, Dalton & Avogadro)
auch klar war, dass in Realitét kein Idealgas existiert — bei Gasthermometern
vermutete man nur, dass man diesem Ideal bei bestimmten (héheren) Tem-
peraturen relativ nahe kam und so die Temperaturskala T[K]| = J[°C| + ¥
abschétzen konnte. Im Abschnitt 4.3.2 werden wir diese Temperatur aus dem
idealen Gas genauer begriinden.

Zunéachst wollen wir dieser Skala vertrauen, aber fragen, ob die mit dem Ide-
algas abgeleitete Gibbsche Fundamentalgleichung (4.81) auch fiir reale Gase
— konkret fiir das van der Waals-Gas — gilt. Dazu — und vor allem um die
Beziehung du/0v|; abzuleiten — bedienen wir uns der neuen ZG — der Entro-
pie (reversibel) ds = dq/T — und schreiben den 2. HS (spezifisch fiir ein Mol
eines Realgases)

du D 1 Ou 1 [ Ou
0s ds

— =1 a7 - 4.
8Tvd + adev (4.83)

und die Schwarz’sche Relation fiir die ZG Entropie lautet damit

L _ 911 0u
- V) T ov|Tor

Ausdifferenzieren und umordnen ergibt dann:

O _ 0 [1(0u
oTov  OT | T \ v

] . (4.84)

e

| Lo
T aT’U

aT|, — T | ov

ou
= — 4.
T+p} i p,  (485)
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womit man schlielich fiir das van der Waals Gas die Wéarmetonung erhélt

ou a
— = — 4.86
ov | v? ( )
und damit fiir den 1. HS in dem v.d. Waals Gas Fall
T
0qg = ¢, dT + K —dv (4.87)
v—_3

dem sofort wieder den integrierenden Faktor ansieht und man fiir die Gibb-
sche Fundamentalgleichung fiir das van der Waals Gas gewinnt

ds = “ar + B qp (4.88)
T v_5

Auch hier funktioniert dieser integrierende Faktor — auch fiir die Virialent-
wicklung erhélt man nichts Anderes, da die eine weitere Entwicklung nach
1/v darstellt und damit Ableitungen nach 7" nicht beriihren.

Aquivalenz d. Formulierungen 2.HS

Alle Formulierungen sind dquivalent! Wir beweisen: Kelvin sei FALSCH —
Clausius FALSCH

Es existiere eine Maschine, die durch Abkiihlung Arbeit § A verrichtet. Man
nehme diese Arbeit 6A und setze sie vollstiandig in 6Q) um, welches einem
warmeren Korper zugefithrt wird. So hétte man einem kélteren Korper
Wirme entzogen und einem wirmeren zugefiihrt (ohne Verluste und
zusitzliche Arbeit), was Clausius widerspricht.

Alle eingangs gegebenen Formulierungen des 2. Hauptsatzes sind dquivalent.
Wir wollen nun Relationen fiir die Entropie S ableiten, die es gestatten, re-
versible Prozesse (GGW-Prozesse) von irreversiblen zu unterscheiden. Zu die-
sem Zweck wollen wir ein kleines Gedankenexperiment bemiihen. Fiir einen
reversiblen Prozef§ in einem abgeschlossenen System konnen wir wegen der
Konstanz der Entropie (Verharren am Maximum) schreiben

s = dQ = 0 .
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1
I rever—
/. sibel

Abbildung 4.11: Fiktiver Kreisprozef zwischen zwei Zustédnden 1 und 2, von
denen der eine irreversibel von Zustand 1 nach 2 sein soll und eine reversi-
ble Zustandsénderung soll das System wieder an den Ausgangspunkt zuriick
bringen.

Geméfl dem 2. HS — Formulierung von Sommerfeld o. Clausius — muss die
Entropie hingegen fiir irreversible Prozesse wachsen. Wir denken uns jetzt
einen Kreisprozef aus, der aus zwei Prozessen, einem irreversiblen und einem
reversiblen, zwischen 2 Zustdnden zusammengesetzt ist, wie die Grafik 4.11
illustrieren soll. Das Clausiussche Theorem

%% <0, (4.89)

auf unseren Kreisprozefl angewandt, fiithrt auf

2

/2$+/1d8= /%HS(U—S(?)) <0,

1

was gleichbedeutend mir den Ausdriicken

S@2) - S1) > / oQ (4.90)

dsS

v

(4.91)
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ist. Fiir ein abgeschlossenes System gilt Q) = 0, woraus unmittelbar folgt

dS > 0 , (4.80a)

dass die Entropie in abgeschlossenen Systemen ein Maximum annehmen
muss. Das Gleichheitszeichen gilt fiir reversible, sprich Gleichgewichtspro-
zesse, die grdfier Relation fiir irreversible Vorgédnge im System.

Zum Clausius Theorem sei noch gesagt, dass man sich die Relation 6Q /T < 0
leicht klar macht, wenn man bedenkt, dass z.B. bei Reibung bei Arbeitsvorri-
chungen als irreversible Prozesse immer Wérme nach auflen (das Warmebad,
die Umgebung etc.) abgegeben wird, was einem negativen Wert 6Q) < 0 ent-
spricht. Daher die Relation im Clausius Theorem.

Bemerkung:

Berechnung der Entropie: Simples Beispiel — Uberstrémungsexperi-
ment: Bei diesem Prozess stromt ein nahezu ideales Gas (T' > T) aus einem
Ausgangsvolumen Vi < V in ein Vakuumvolumen Vo, = V — V;, wobei das
Gesamtvolumen thermisch isoliert ist, d.h. es muss fiir den ganzen Prozess
gelten:

\%4

i

Wie der tatséchliche irreversible Vorgang ablauft, ist mit Mitteln der GGW-
Thermodynamik nicht quantitativ zu fassen. Dafiir brauchen wir das Arsenal
der Charakterisierung von NGGW-Prozessen — also hier z.B. die phdnome-
nologischen Grundgleichungen der Thermo-Hydrodynamik: die Bilanzen von
Masse (Kontinuitdtsgleichung), Impuls (Navier-Stokes Gleichung) und die
Energie- sprich Warmetransportgleichung — inklusive Warmeleitung u. vis-
koser Reibungsheizung. Man mag nun einwenden, dass im Falle eines idealen
Gases die viskose Reibung keine Rolle spielen sollte!? Diese Vermutung ist
falsch!! Das liegt daran, dass bei einem gedachten Ubergang vom Real- zum
Idealgas zwar die kinematische Viskositét v — 0 verschwindet (wie man rich-
tig erwartet), was allerdings keinen verschwindenden Effekt auf das Realgas-
Verhalten hat. Im Gegenteil: ein Ma$ fiir die Komplexitétat/Turbulenz einer
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Stromung ist die Reynolds-Zahl Re = vL/v (L - charakteristische Langens-
kala, v - charakteristische Geschwindigkeit), wobei die Stromung um so kom-
plexer verliuft, je grofer Re > 10% — oder auch je kleiner die ,Idealgas®-
Viskositat v — 0 ist.

Das bedeutet im Umkehrschluss, ein Uberstrémungsexperiment mit einem
yfast® perfekten Idealgas lauft also extrem komplex, sprich turbulent und
inhomogen, ab und obige Relation (4.92) liefert kein quantitatives Rezept
zur Charakterisierung des Prozesses — obgleich sie zweifelsfrei richtig ist! Was
wir iiber den Vorgang allerdings mutmaflen kénnen, ist dass mit der Zeit
(charakteristische Relaxationszeit) dieser turbulente Ausgleichsvorgang zur
Ruhe kommt und dabei immer noch Gl. (4.92) und deshalb dU = dT" = 0
gilt! M.a.W. danach liegt ein nahezu ideales Gas bei gleicher Temperatur
T = const. und U = const. in Ruhe vor, welches sich auf das groiere Volumen
V' ausgedehnt hat.

Die Sommerfeld’schen Formulierung des 2. Hauptsatzes liefert uns nun al-
lerdings das Rezept zur GGW-Berechnung solcher irreversiblen, komplexen
Prozesse: Die mit dem Hauptsatz eingefiihrte neue ZustandsgroBe (ZG), in
unserem Fall im abgeschlossenen System dS > 0Q;../T = 0, eroffnet uns
dafiir die Moglichkeit. Da bei ZG’s nur der Anfangs- u. Endzustand inter-
essiert (Wegunabhéngigkeit), der komplexe Ubergang in seinem Zeitverlauf
also effektiv nicht interessiert, gestatten reversible Ersatzprozesse die Berech-
nung aller ZG’s am neuen (Ruhe)-Endzustand. Im konkreten Fall wéhlen wir
also die Isotherme fiir das Idealgas dU = 0, die die Expansion von V; nach
V' beschreiben soll. Dann gilt nach der Gibb’schen Fundamentalgleichung im
reversiblen Ersatzweg

TdS = AU, +pdV

—0

S(V) — S(Vi) = nR In (3) >0, (4.93)

%1

Zusammenfassend kann man sagen, dass bei der Berechnung irreversibler
Prozesse (Mischungen, Wdarmeaustausche, Diffusionen) alle relevanten ZG'’s
tiber reversibel gedachte Ersatzprozesse korrekt berechnet werden konnen, weil
der Zeitverlauf des Weges zwischen den Endzustinden fir die GGW-Thermo-
dynamik hier nicht von Relevanz ist — sondern nur der Anfangs- und Endzu-
stand!!
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PA

=Y

Abbildung 4.12: Zum Carnot’schen KreisprozeS.

4.3.1 Der Carnot Kreisprozess

Gegeben sei eine Maschine mit beliebigem aber homogenen Arbeitsstoff (Gas).

Vier reversibel gefiihrte Zustandsédnderungen bilden den Kreisprozef (siehe
Abbildung 4.12)

1. isotherme Expansion bei Ty (d7 = dU = 0)
2. adiabatische Expansion von Ty = T (0Q = 0)
3. isotherme Kompression 77 (d7 = dU = 0)

4. adiabatische Kompression T} = T, (§Q) = 0)

Der Wirkungsgrad der Maschine ist mit dem Verhéltnis Arbeitsgewinn zu
eingesetzter Energie- sprich Warmemenge gegeben

p= A @t e @) (4.94)

Q2 Q2 Q2 Q2 '

(die Wéarme @; wird an den Kiihler abgegeben — deshalb betraglich nega-
tiv), wobei das Verhéltnis der Warmemengen aus der Zustandsgrofie innere
Energie U folgt:

%dU:0:f6Q+7§5A:Q2+Q1+A=0. (4.95)
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Gleiche Eigenschaft fiir die Etropie S (2. HS) liefert

Q2 Q1 1 Ty
dS = —+ — =0 < - = — = 4.96
7{ 15 T, Q)2 15 ( )
womit wir schlieBlich schreiben konnen
T, —Th T,
= =1—- = 4.97
n 7 T (4.97)

Fiir irreversible Prozesse gilt mit Clausius ¢ 0Q /T < 0, womit man einen
entsprechend geringeren Wirkungsgrad erhélt
Ty
i < 1 ——= = , 4.98
77 7 = (4.98)
als die Temperaturdifferenz (7o — T7) theoretisch im reversiblen Fall ge-
statten wiirde, weil ein Teil der moglichen Arbeitsleistung als Verlust durch
zuséitzliche Abwérme dissipiert wird.

Fiir die Temperatur, mit der die Entropie per definitionem zu bilden ist,
wurde hier schon als ¢ = T[K] gewéhlt, wie wir es an Hand der thermischen
Zgl. des idealen Gases schon plausibel gemacht haben. Eine mathematisch
zwingendere Begriindung ist im Kapitel 4.3.2 gegeben.

Die Wiarmepumpe

Wird der Carnot’sche Kreisprozess in umgekehrter Richtung durchlaufen,
d.h. entgegen dem Urzeigersinn, dann wirkt die Maschine als Warmepumpe.
D.h. es wird Arbeit aufgewandt um Warme zum Wérmebad 75 zu pumpen.
Der Wirkungsgrad ist das Verhéltnis der gewonnenen Warme zu der aufge-
wandten Arbeit

@ Q2 15 1

= XL _ = = —. 4.99
e |A| Q2 — ’Q1| T, — T n ( )

Diese Umkehrung des Prozesses eignet sich, den Carnot’schen Wirkungsgrad
als den grofStmoglichen zu indirekt beweisen. Gébe es einen grofleren fiir
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eine Warmekraftmaschine geméafl 7' > n , dann wiirde eine Kopplung der
super-Carnot Maschine, deren Arbeitsausgang A’ der ,, Input® einer reversibel
arbeitenden Warmepumpe sein soll, dazu fiithren, dass die Warmedifferenz
Q1] — |@Q)| > 0 ohne Aufwand vom Reservoir niedrigerer Temperatur 73
in das mit der hoheren 75 transportiert wiirde, was einem perpetuum mobile
2. Art entspriache (Planck’s Formulierung).

4.3.2 Die absolute Temperaturskala

Bisher haben wir die absolute Temperaturskala 7" im Zusammenhang mit
dem idealen Gas definiert und den so definierten Wirkungsgrad n = 1 —
T1 /T fiir eine Warmekraftmaschine akzeptiert. Das ist in mehrerlei Hinsicht
unbefriedigend: (i) es gibt keinen solches Arbeitsgas (i) auBlerdem ist n
vom Arbeitsstoff (Gas, Fliissigkeit) unabhéngig. Aus der Kombination des 1.
HS und dem 2. HS ist nur die Beziehung

Q1(61)
Q2(62)

als gesichert anzusehen, wobei wir hier mit 0 eine willkiirliche Skale eingefiihrt
haben. Da reversibel arbeitende Maschinen, die zwischen fixer Temperatur-
differenz 6y — 0, = Ty — T arbeiten, alle den gleichen Wirkungsgrad haben
miissen, muss gelten

Q
Qs

wobei f eine Funktion ist, die nur von #; und 6, abhéingt. Um den funktio-
nellen Zusammenhang, dieser Funktion zu bestimmen, untersuchen wir die
Arbeitsleistung einer Compound-Maschine, die aus 2 Carnot-Maschinen be-
steht, die zwischen 3 Wérmerservoiren mit den Temperaturen 6, > 6; > 6,
arbeiten. Die Maschinen seien so gekoppelt, dass die von der Carnotmaschi-
ne, die zwischen 6, und 6, arbeitet, abgegebene Warme, jene ist, die fiir die 2.
als ,Input®“ dient. Um mit den zugefiihrten und abgegebenen Wéarmemengen
kein Durcheinander mit den Vorzeichen zu erhalten, schreiben wir in diesem
Kapitel tiberall Betrége bei den abgegeben Energien, die wir dann in Abzug
bringen (Minus).

Fiir die abgegebene Arbeit beider Maschinen erhalten wir dann mit Bezie-
hung (4.100)

= f(09,601) (4.100)
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Maschine 1:

|A| = Q2 — |Q1| = (2 {1 - f(92,91)} (4-101)
Q1] = Q1 = Q2 f(62,61) (4.102)

wobei hier schon in Rechnung gestellt ist, das (); der Maschine 2 zugefiihrt
(positiv) wird und man schreiben kann:

A"l = Q1 — Qo] = Qaf(02,601) {1 — f(61,60)} - (4.103)

Insgesamt wurde die Arbeit
Al + [A'] = Q2 {1 — f(61,60)f(02,01)} (4.104)
— Qo {1 — f(6,00)} (4.105)

verrichtet, wobei der Ausdruck (4.105) den Gesamtwirkungsgrad 1 der Kom-
bimaschine bezeichnet.
Der Vergleich der Ausdriicke (4.104) & (4.105) liefert

f(02,00) = [f(01,00) f(02,01) , (4.106)
was eine Funktion der Form
, b(0)
f(¢,6) = Q) (4.107)

impliziert.
Diese intuitive Herleitung kann durch folgende deduktive Ableitung gestiitzt
werden. Man betrachte

Ol f(02,00)  Oln f(6s,01)
00, B 06, ’

was nahelegt, dass fiir f gelten muss

In f(02,01) = Ina(fy) + Inb(6)
= In[a(fy)b(61)] (4.108)

womit folgt

f(02,01) = a(62)b(61) (4.109)
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Relation (4.109) eingesetzt in Gl. (4.106), erfordert den Zusammenhang
1

0) = 4.110
W) = 55 (4110

und damit erhalt man fiir das Warmeverhéaltnis schliefSlich

Qo b(6o)
03,60y = — = 4111
J000 =0, = 4@ A
Als richtige Zuordnung wird sich

T = b(0) (4.112)

erweisen, d.h. diese Gleichung ordnet der #-Skale die T-Skale zu. Wir werden
nun zeigen, warum genau diese Skale die einzig Richtige ist:

Welche Gestalt muss b(f) haben und welche Anforderungen muss diese
erfiillen.

Zunéchst wird das Verhalten von b(0) = (6 +6y)” in der Néhe des absoluten
Nullpunkts untersucht. Letzterer kann nach dem 3. HS nur asymptotisch er-
reicht werden — und fiir den Wirkungsgrad erhdlt man n = (by—by)/by — 1
bei Annéherung an den Ursprung unserer Skale — also by, by — 0. Jenseits
dieses Punktes muss der Carnot’sche Wirkungsgrad gelten, der von der Tem-
peraturdifferenz Ab bestimmt ist.

Wir entwickeln b6(f) um einen Punkt 6 > 6 der Skale, womit man fiir den
Wirkungsgrad erhélt

B b0 +6o) 1 : A
77—1‘5@:%y‘“%w+%>%W+%“‘%yw_@+”}
R Ny T (4.113)

b(0' +6y) 90,

wobei C(f) als Carnot’sche Funktion bezeichnet wird. Wir setzen nun die
Funktion b(f) = (6 + 6y)” an, so dass man fiir den Wirkungsgrad erhilt:

@ + 6 -0
Y (9/+90)7 (9 )_79/+00

OO0 _ [ 0+,
N 0 +6
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woraus man ablesen kann, dass der korrekte Ausdruck fiir den Wirkungsgrad
nur fiir den Parameter v =1 gefunden wird. Damit ist klar, dass ein linearer
Zusammenhang der Gesuchte ist:

bO) = 0+6 =T . (4.115)

Am niemals erreichbaren Nullpunkt muss gelten n — 1 fir 6(6) =7 — 0.
Mit der Erfahrung aus Gasthermometern im Arbeitsbereich nahe dem Ideal-
gas kann man konstatieren T = f[oC| + 273, 2grd .

4.3.3 Einige Konsequenzen aus dem 2. Hauptsatz

Hier arbeiten wir wieder mit den intensivierten Grofien pro Mol eines Stoffes:
z. B.. Cy/[mol] — ¢, und V/[mol] — v usw.

Mit der Kenntnis des 2. Hauptsatzes und der mit ihm eingefiihrten Entropie
s konnen wir die Beziehungen fiir die Warmeaustausch

0q Cy 1 [oU
7 = 4= gl + 5 {Wﬁp] dv (4.116)
éqg G 1 [0h

entscheidend vereinfachen. Dazu bedienen wir uns der Schwar’schen Relation
fiir totale Differenziale

9ty 0 [oU

% [T] = 8_T {W ., —l—p} (4.118)
o re, o [oh

— |2 = Z | = _ 11
ap [T] aT [(9}9 . ”} (4.119)

Anmerkung: Es gilt o0U/0V = Ou/0v. Wir erinnern uns an die Definitionen
der Warmekapazititen ¢, = du/9T|,, und ¢, = 0h/OT|, die, eingesetzt in
Gln. (4.118) - (4.119), letztlich folgende Relationen liefern

oUu ou dp
0 = 2= = T = _— 4.12
vl vl or|, (4.120)
oh ov
8_]) . = vV — T 8_T , (4121)
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Wir haben nun erreicht, dass die Abhéngigkeiten der inneren Energie und der
Enthalpie nur noch von der thermischen ZG bestimmt sind, die viel leichter
experimentell zugénglich ist.

Geht man mit diesen Relationen in Gln. (4.116)-(4.117) erhélt man

cp —C = pvTap (4.122)

mit dem isobaren Ausdehnungskoeffizienten

1 ov
P
und dem isochoren Spannungskoeffizienten
1 Op
= - = 4.124
=25 (1124)

Nun sind die sonst experimentell schwerer zugénglichen spezifischen Warmen
leicht iiber die gut mefibaren Koeffizienten o und § bestimmbar, was eine
erhebliche Vereinfachung darstellt. Es reicht fiir eine Bestimmung dieser wich-
tigen Groflen, die thermische Zustandsgleichung des Materials zu kennen, um
Aussagen iiber den Warmeaustausch dieses Stoffes machen zu kénnen.

4.4 Das thermodynamische Gleichgewicht

Die enorm wichtige Beziechung dS > 0 fiir abgeschlossene System werden wir
jetzt auf ein kombiniertes System anwenden, welches aus einem kleinen Un-
tersystem (Entropie S) unseres Interesses und einem Wirmebad (Entropie
S,) besteht. Im Wirmebad sollen nur reversible Prozesse, dS, = 0, ablau-
fen konnen, im System sind auch irreversible Zustandsénderungen gestattet:
isolierte man es von der Umgebung, gélte dS > 0 — im Kontakt mit der
Umgebung hat man dS = —dS, und vor allem 7dS > 6Q = dU + pdV.
Zusammen ist das Kombi-System abgeschlossenen fiir das wir schreiben kénnen:

dSges = dS, +dS > 0

Das Untersystem kann mit der Umgebung (Wérmebad) Energie, Arbeit
usw. austauschen. Z.B. verrichten wir Arbeit A oder geben Wérme Q) re-
versibel an die Umgebung ab, d. h. womit gilt —6Q = 0@, an die Umge-
bung reversibel ,,zugefiithrte — d.h. vom System abgegebene — Warme. Diese
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Wirmebad => Su

System

Abbildung 4.13:

Wiérmeenergiebetrag fiithrt zur Entropiezunahme in der Umgebung

@

ds, =
S T

Die Gesamtentropiezunahme geméafl dem 2. HS lautet

dSGeS:dS—I—dSu:dS—% >0

und mit dem 1. Hauptsatz

5Q 1

folgt letztlich die allgemeine Form der Zustandsédnderung das System im Kon-
takt mit der Umgebung:

1
ds — = {dU + pdV} =0 . (4.125)

Bei reversibler Prozeffithrung gewinnt man die Gibbsche Fundamentalglei-
chung

s — %{dU +opdV) (4.126)

Wir werden in Zukunft noch oft &hnliche Kombi-Systeme mit Erfolg verwen-
den, wobei meistens das Warmebad als sehr viel gréfler — und damit letztlich
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unverdnderlich (z.B. konstante Temperatur T, = T') — als das betrachtete
System angenommen wird.

Ein alternativer Ausdruck der Irreversibilitdt zu Q) < T d.S kann nach Clau-
sius fiir die Arbeitsleistung formuliert werden

§Aiy > Ares . (4.127)

Das bedeutet, dass bei irreversiblen Vorgéngen ein hoherer Arbeitsaufwand
betrieben werden muss. Das Motto ,wer gut schmiert, der gut fihrt“ meint
nichts anderes, als die Minimierung irreversibler/dissipativer Prozesse, so
dass nahezu aller Energicaufwand (Wéarme, chemische Energie) z.B. in Be-
wegung statt in Warme umgewandelt werden kann.

Doch leider heizen wir mit unseren Autos mehr den Planeten, als dass wir
den gewiinschten Effekt — ndmlich die Bewegungsenergie — aus dem ener-
getischen Aufwand (fossile Brennstoffe z.B.) holen. Im Zeichen der Klimae-
rwarmung und aber auch mit Hinblick auf die Erhaltung unserer Art wird
die Menschheit diese Energieverschwendung — ja den Raubbau an der Natur
— griindlich zu iiberdenken haben. Und da wird das Kyoto Protokoll nicht
reichen — fiirchte ich!

4.5 Die thermodynamischen (td) Potenziale

4.5.1 Innere Energie U

Aus der allgemeinen Zustandsénderung (4.125) bzw. 0QQ < T'dS folgt un-
mittelbar

AU = 6Q — pdV < TdS — pdV |, (4.128)

gleichbedeutend mit einem Minimum der inneren Energie U(S,V) fur iso-
chore & adiabatische Prozesse < dU < 0.

Viele Prozesse sind nicht (!) isochor oder adiabatisch = was es vorteilhaft
erscheinen la3t, weitere td-Potentiale zu definieren. Aber zunéchst werden
wir die relevanten Relationen fiir die innere Energie U(S, V') formulieren.
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a)

Die Definition des vollstandigen Differenizials fiithrt auf die Beziehungen die
Temperatur

- U
oS |,
man erinnere sich des 0. Hauptsatzes: g—g ’V —7 = 1I'; und den Druck
W‘v
b)
o
P="av|,

Die Maxwellschen Relationen folgen aus der Schwarzscher Bedingung fiir
ein totales Differential:

8p oT
o) 0T

Weitere Beziehungen ergeben smh aus Umstellung von Gl. (4.128) zur Gibbs-
Fundamentalgleichung (reversibel):

dU P S| _1.98S| _n»p
o dS = dV:BUV T oViu — T

T

du .
o dV =-"+ TdSiaV‘s ;177 8S}U P

p

4.5.2 Die Enthalpie H
Uber eine Legendre-Transformation
H = U+ pV (4.129)
dH = dU + pdV + Vdp < TdS — pdV + pdV + Vdp
so dass folgt:
dH < TdS + Vdp . (4.130)

Bei adiabatischen & isobaren Zustandsénderungen nimmt H ein Minimum
an & dH < 0 . Beim isobaren Vorgang entspricht die Enthalpie dem
Wiérmevorrat des Systems (dH = dQ) < T'dS)
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Beziehungen im Gleichgewicht

oH

of _of
05

T — . —
Y V 8}9

p S

Maxwell-Relationen (GGW)

or
dp

oW
s 05|
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Auch hier sind durch Umstellen von dH < T'dS 4 Vdp weitere Beziehungen

im GGW ableitbar.

4.5.3 Freie Energie F

Legendre Transformation:

F=U-TS

Damit erhalten wir analog zu obigen Féllen durch Differenzierne, & Verwen-
dung der Gibbschen Fundamentalgleichunginkl. 7°dS > (@) das vollstiandige

Differenzial der freien Energie

dF < —pdV — SdT ,

(4.131)

womit diese bei isochoren und isothermen Prozessen im GGW ein Minimum
annimmt < dF < 0. Bei isthermen Prozessen d7° = 0 stellt sie die Ar-

beitsleitung durch das System dar: dFF < —pdV.

GGW-Beziehungen

L, 9B g OF
P= vl ~ ar|,
Maxwell-Relationen (GGW)
| o
or|, V|,
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Die freie Energie enspricht bei isothermer Zustandsénderung der vom System
verrichteten Arbeit:

dF < —pdV — SAT = dF < §A

woraus man einem Minimum von F' ein Maximum von A der Arbeit zuordnen
kann.

4.5.4 Die freie Enthalpie G

Im Hinblick auf die statistische Thermodynamik sind die freie Enthalpie zu-
sammen mit der freien Energie (und Kombinationen daraus wie z.B. das
groBanonische Potential ® = F' — () die wesentlichen thermodynamischen
Potentiale! Die freie Enthalpie ist durch die Legendre Transformation

G=U+pV -TS=H-TS=F+pV

definiert. Aus der allgemeinen Zustandsinderung (4.125), der GGW-Bedingung
TdS > 0@ erhalten wir ...und Bildung des totalen Differenzials:

dG =dU 4+ pdV +Vdp —TdS — SdT <TdS + Vdp —TdS — SdT
erhalten wir das totale Differenzial der freien Enthalpie
dG < Vdp — SdT . (4.132)

Fiir isobare und isotherme Vorgénge hat G ein Minumum < dG < 0.
Analog lauten die weiteren Relationen

Beziehungen
oG oG
vV = 22 -9 = =
oplp aT|,
Maxwell-Relation(en)
ov| _ s
oT » op |

Die 4§ bedeuten jeweils Variation der Gréfle und das festgehaltene M steht
fiir die Masse des Systems - die wir erst in folgenden Abschnitten variieren.
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Tabelle 4.1: Zusammenfassung: Thermodynamischen Potentiale im Gleichge-
wicht (fiir Gase & Fliissigkeiten)

Maxwell-
Potential vollst. Differential partielle Ableitungen
Relationen
g%‘v =T 5
U(s,v) dU = TdS — pdV or| =%
g_\(i’s =p
%%‘V =T
H(S,p)=U+pV | dH =TdS + Vdp or| =)
0
%‘s =V
3_F| - _9g
F(T,V)=U-TS | dF = —SdT — pdV ortv 95| =2
or|
avir = 7P
9G — 8
G(T,p)=F+pV | dG = —58dT + Vdp oTlp 05| = 2|
%‘ —V
oplT

Tabelle 4.2: Zusammenfassung der Gleichgewichts-Bedingungen

Variable notwendig hinreichend
SV | 0Ulgyy =0 | 8Ulgy,, >0; dU < TdS —pdV
S.p 5H | spar =0 62 H| s > 05 A <TAS + Vdp
TV | 0F|, =0 | 8°F|. ., >0; dF = =SdT — pdV
T.p 6G\T7P’M =0 52G\T7P’M > 0; dG = —SdT + Vdp
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4.5.5 Bemerkungen zum ungehemmten und gehemm-
ten GGW

Ungehemmtes GGW

Ein vollig ungehemmtes System ist isotherm und isobar:

WARUM? <« Die Entropie S nimmt globales Maximum ein — alle am
System vorgenommenen virtuellen Anderungen , kénnen nur bergab® fithren
& 05 < 0.

Um zu zeigen, dass T = konstant und p = konstant gelten miissen,
betrachten wir Volumen V = V; 4+ V5, welches in zwei Teilvolumina V; und
V, aufgeteilt (Zwischenwand) sein moge — es befinde sich im ungehemmten
GGW. Wir nehmen virtuelle Zustandséinderungen 6U; = —0U; und 0V; =
—0V4 vor und berechnen die virtuelle Entropieinderung (Verringerung) iiber
Gibbs

1
(5U2 + p25V2)<4.133)

1
(55 = (551 + 552 = ?1 ((SUl + p15V1) + ZTQ
1 1 P D2
[Tl TQ] 5 + {Tl Tjdvl <0, (4.134)

wobei das GGW auf zweierlei Weise ehergestellt werden kann: (a) 6U; = 0
und 6V; =0 < gehemmtes GGW!

ODER (b) es gelte T3 = T, und p; = py < es herrscht ein
ungehemmtes GGW!

Gehemmtes GGW

Beim gehemmten GGW treten in der Gibbschen Fundamentalgleichung noch
innere Bedingungen (weitere kanonisch-konjuierte ZG’s — Einstein Summen)
hinzu:
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7dS = dU + pdV + X;dz; . (4.135)
Steht das gehemmte System auBlerdem noch mit einer Umgebung im GGW
(siche Abschnitt 4.4) — gilt also
0Q = —6Q, = dU + pdV
muss ja auBlerdem wegen dS 4+ dSy > 0 gelten
TdS > dU + pdV .
Beides Verglichen ergibt sofort (Einstein Summenschreibweise!)
X6z, = 68 > 0 (4.136)
— die Bedingung fiir das gehemmte GGW.

Beispiel: Wieder sei ein Zylindervolumen V = Vi + V, gegeben, wel-
ches durch eine festgehaltene Scheidewand getrennt wird und damit nicht im
globalen-ungehemmten GGW ist: d. h. z.B. die Driicke seien unterschiedlich
= p1 # po. Zur Auswertung ziehen wir wieder Gibbs Fundamental zu Rate:

5Q AU — 6A
S =7 = —7

und ich frage nach der virtuellen Arbeit dA wenn ich die Volumina virtuell

andere dV; = —dV;
0A = —pidVy — padV2 = —pidVy — po(dV —dV) = (pa — p1)dVi — pedV

womit wir eingesetzt in oben die GGW-Bedingung erhalten:
1
ds = T {dU + podV + (p1 —p2)dVi} . (4.137)

Wir sehen zunéichst, dass wir in der Tat mehr unabhéngige Variable brauchen
(hier 3: U, V und V) und steht besagtes System mit der Umgebung im GGW:
dV = 0 und dU = 0 dann folgt auch sofort eine GGW-Bdingung der Form
(4.136)

(p1 —p2)dVys > 0 . (4.138)

Hier haben wir wieder die Wahl, die Hemmung aufrecht zu erhalten dV; = 0,
wobei die Driicke unterschiedlich bleiben kénnen — oder auch, es kann ein
Ausgleich p; = py stattfinden, in dessen Folge die Entropie wéchst, denn
wir hatte ja vorher ein gehemmtes GGW vorliegen.
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4.5.6 Gleichgewicht — Stabilitat
verallgemeinerte Suszeptibilititen

Einige Bemerkungen zu den notwendigen und hinreichenden Bedingungen
der GGW-Extrema der thermodynamischen (td) Potenziale, welche aus Sicht
der Differenzialrechnung fiir Funktionen einer unabhéngigen Variablen ein-
leuchtend sind. Da gilt offenbar fiir ein Maximum (Minimum) bei

f'(xg) = 0 und f"(xg) <(>)0 . (4.139)

In den Tabellen sind aber die in der Thermodynamik iiblichen Variationen
(die in der Regel als differentiell anzusehen sind) angegeben. Deshalb wollen
wir diese Variationen und die Extremalbedingungen (4.139) nochmal ausge-
hend von der Taylorentwicklung

fa+62) = f) + f'(2)6z + %f”@) 522 ..
= f(x) + 5f(x) + %(52]"(:)0) (4.140)

in Relation setzen — was fiir eine Dimension noch recht trivial anmuten mag
— um es dann auf mehrdimensionale Systeme x; mit ¢ € (1,n) tibertragen.
Die Variation erster Ordnung liegt auf der Hand ¢ f(x) = f'(x)dz, aber jene
zweiter Ordnung sollte man doch eingehender betrachten:

0*fx) = 0{f'(x)ox} = &[f(2)]0x+ f'(x)d*(z) .

wobei wir hier § wie einen Differenzialoperator verwendet haben, wie es auch
bei der Variation sein sollte. Die zweifache Variation der linearen Funktion
x ergibt natiirlich §%(z) = 6(16x) = 0, womit man erhélt

f(x) = 0[f(x)] 0z = f"(x)0z? (4.141)

=f"(x)ox

was die Umformung in der Taylorentwicklung (4.140) begriindet.

Damit werden auch die hinreichenden Bedingungen fiir ein Minimum (Ma-
ximum) bei x = g, 62f(x) >0, (6%f(z) < 0), mit der Taylorentwicklung
(4.140) sofort einsichtig.
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Nun sollen die Potenziale von n Variablen x; abhéingen, so dass wir fiir die
Entwicklung geschrieben werden kann (Einstein-Summen)

P01+ 821, oy 4 52) = f(@rs o) + O [f] + %52]&. (4.142)

mit
of
und
af 0% f
20 o S
f =9 {@mj ox; 920, dz;0x; (4.143)
also:
af B o*f
) {axz} = axiaxjéxj ) (4.144)

Damit unsere Funktion f ein Maximum (Minimum) ist, muss die quadrati-
sche Form (4.143) negativ (positiv) definit sein. Die Faktoren der 2. Ableitun-
gen bilden die Komponenten der Hesse’schen Matrix H deren Determinante
det H > 0 positiv sein muss, damit ein Extremum vorliegt. Damit die Funk-
tion f ein lokales Maximum (Minimum) hat, miissen die Eigenwerte von
H negativ (positiv) sein, was dann auch negative (positive) Definitheit der
quadratischen Form definiert. Alternativ kann formuliert werden, efiillen die
Diagonalkomponenten f,.., < 0 (fa,2;, > 0) so hat die Funktion ein Maxi-
mum (Minimum) — praktisch wie fir 1 Unabhéngige: f"(x) < (>)0 — wie
gehabt.

Nun zu den td-Stabilitditen — ergo Maximum der Entropie 62S < 0 oder
alternativ Minima der td Potenziale §%F; §°G... > 0.

Fiir ein System mit Umgebung hatte wir die GGW-Bedingung (4.126), so
dass wir fiir deren Variation schreiben kénnen (Einstein-Summen)

_ ou p Hi
08 = ra + T(SV - T(SNi
und fiir Variation 2. Ordnung koénnen wir nach dem oben Gesagtem (Gl

(4.143))

528 = § (%) SU + 6 (%) SV — 6 (%) SN, (4.145)
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formulieren. Die Ausdriicke in den Klammern héngen natiirlich wieder von
U,V,N; ab und die anstehende Aufgabe wird sein, zu bestimmen, unter
welche Bedingungen die Klammerausdriicke fiir §2S < 0 ein negativ defi-
niter Ausdruck entsteht. Der Einfachheit halber werden wir die thermischen
d(1/T), mechanischen 6(p/T") und chemischen §(yu;/T") Stabilitdtsbedingun-
gen separat untersuchen — obgleich das gekoppelte Problem der Stabilitéts-
Bedingungen weitaus komplexer zu zeigen ist.

Zunéchst betrachten wir die thermische Stabilitéit, wobei die anderen Varia-
blen 0V = dN; zunéchst festgehalten werden. In dem Fall bleibt zu zeigen,
unter welchen Umstéanden

1

528 = 5(?) SU < 0 (4.146)

gilt, wofiir wir umformen

1 or ou
0|l =) = —= und U = | —=— 0T = orT 4.14
<T> = v (aT)V,Ni v (140
und damit erhalten
C

528 = _T_gm . (4.148)

Man kann auch U als Unabhéngige wéhlen, so dass gilt 67" = (07'/0U )y n,0U =
0U/Cy und aus Gl (4.148) wird
2

_Cvige 00

T2 Cy T?
Damit aber auch die GGW-Bedingung §2S < 0 erfiillt ist, muss gelten Cy, >
0.
Mit der Enthalpie konnen wir schreiben

528 = (4.149)

1 14 Hi
= = — Zop — Hisn,
65 = ZO[U +pV] — Zdp — 9
= 2 Vs By, 4.1
T TP (4.150)

so dass wir fiir p = dN; = 0 erhalten mit der Warmekapazitit C, =
(0H/OT), n, analoge Beziehungen:

C, _ bH?
T2 G, T

(4.151)
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Auch hier gilt wieder fiir die Materialparameter C), > 0, sowie auch Cy > 0,
damit die GGW-Bedingung fiir das Maximum der Entropie S erfiillt ist.
Als néchstes beleuchten wir mechanische Zustandséanderungen bei die Teil-
chenzahlen und Temperatur festhalten: 67" = dN; = 0. In dem Fall ist die
Variation 2. Ordnung der Entropie

525 — 5(2) oV = %5}75‘/

T
1 [0V V
- (2 5n? = — — krOp? 4.152
T(ap)TN- p TKTP (4.152)
1 [/ 0p 1
= === SV = — SV? 4.153
T (aV)T,Ni TVer | )
mit dem isothermen Kompressionsmodul
1 [oV
= — == > 0 . 4.154
" 14 (8P>T,Ni ( )

Man kann auch fiir adiabatische Prozesse, 6.5 = 0 die Stabilitidt untersuchen,
nur miissen wir da die innere Energie als Potenzial U heranziehen, die ein
Minimum annehmen muss: U = 0, U > 0. Die innere Energie lautet in
dem Fall einfach: 06U = —pdV , so dass wir geméf Gl. (4.143) schreiben
konnen:

B2U = —opdV

dp 2 1 2
= — = = — 4.1
< W)SN VP = v (4.155)

= — <0_V) 6p® = Vkgop® (4.156)
) s,

wobei wir hier die adiabatische Kompressibilitat

1 [foV
= — == . 4.1
Kg v ( 6p >S7Ni > 0 ( 57)

eingefithrt haben. Beide Kompressibilitdten miissen also positiv sein, wenn
stabiles GGW herrschen soll — man erinnere sich an die Diskussion zum van
der Wals Gas, wo in einem Bereich diese Module negativ waren und wir die
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Maxwell-Konstruktion bemiihen mussten, um das Problem zu beheben.

Auch fiir die chemischen Reaktionen kann analoge Bedingungen ableiten,
die ich hier nur angeben will, weil das Prozedere immer wieder dasselbe ist.
Bei verschiedenen Komponenten p;, V; muss fiir die Stabilitdt die Matrix
Opi/ON; positiv definit sein, damit die Stabilitédtsbedingungen erfiillt sind.

Ein Beispiel kombinierter Zustandsénderungen wollen wir der Vollstéandig-
keit halber auch noch angeben, um zu zeigen, dass dieses Konzept unter
allen Bedingungen physikalisch verniinftige Fakten liefert. Wir nehmen ein
thermisch-mechanisches System an (0 N; = 0), so dass man fiir die Variation
2. Ordnung fiir die Entropie schreiben kann

1
325 = 6 (T) SU + 6 (%) 5V . (4.158)

Als unabhéngige Variable wihlen wir 7" und V', so dass folgende Variationen
bendtigt werden:

1 oT oU
6(?) = 7% U = CyoT + W(SV
py _ op p _Op dp
5(T> = - 50T dp= DoV + LT
Eingesetzt in Gl. (4.158) erhélt man:
Cy 1
2g — _ Vo2 L sy
5°S T ) V/ﬁT(SV +
1 (oU dp

Aus dem 2. Hauptsatz nach Gl. (4.120) folgt unmittelbar, dass die letzte
geschweifte Klammer verschwindet, so dass folgt

C 1
_T_g 5T — VTT‘SW . (4.159)

Es ist offensichtlich, dass auch hier fiir die Stabilitédt gelten muss Cy, > 0 und
rkp > 0, wie schon oben gezeigt.

5SS =
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4.5.7 Gibbs-Helmholtzsche Differentialgleichungen

Problem: die innere Energie U(S, V) sei bekannt, und wir suchen die freie
Enthalpie G.
G =UWSV)+pV =TS .

Hierbei handelt es sich noch nicht um ein td Potenzial, es miissen noch die
GroBen S(p,T) und V(p,T') in den unabhéngigen Variablen in p und 7" aus-
gedriickt werden.

ou ou
GS, V) =UWSV)— —=| V- ==| 5
SV) = UsV) - 5ol V- 5
In dieser Gleichung miissen die Beziehungen p(s,V) = —2.U(S, V)‘S und

T(S,V) = &U(S, V)!V nach S(p,T) und V(p,T) (Zustandsgleichung) auf-
gelost werden = G (S(p,T),V(p,T)). Mit den Definitionen U = F +
TS; H = G+ TS und den im Zusammenhang mit den Potenzialen de-

finierten Beziehungen erhalten wir letztlich die Differentialgleichungen von
Helmholtz und Gibbs:

OF

F = =T 41
U+ o ) (4.160)
oG
G = H + a_TpT (4.161)

die den Schliissel zur Verbindung zwischen TD und Statistik in sich bergen.
Damit kann man z.B. die kalorische Zustandsgleichung so schreiben
oF
U(T,V)=F(T,V) — 8_T‘V
Diese Differentialgleichungen (4.160) - (4.162) haben die Form von Legendre-
Transformationen, deren Bedeutung im Folgenden kurz umrissen wird.

T . (4.162)

4.5.8 Legendre-Transformation (LT)

Gegeben sei eine Funktion f(x)
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fx)A

Y

)}

Abbildung 4.14: Zur Legendre Transformation

mit der Steigung p(z) = f’ im Punkt z.

Suche nun mit LT Funktionen g(p) < f(z) eine eindeutige Zuordnung von
g(p) aus f(z) wie folgt. Dazu betrachte ich die Tangentialgleichung als Ent-
wicklung um den Punkt g

T(z) = To + f'(xo)  (x —x0) = fl(zo) + f'(20) - (¥ — 20)
und erhalte fiir x — 0
T(0) = flzo) — f'(x0) w0 = g(x0)
den Schnittpunkt mit der y-Achse. Man bezeichnet

ol@) = o) — 25k =

als Legendre-Transformierte mit p = als neuer Variable.
Zur geometrischen Bedeutung: Es gilt unmittelbar

f(z) — xp (4.163)

g(x) = filx) —p = 0 dagilt p=f = g—i
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d.h., = g(z) hat in z ein Extremum. Abbildung 4.14 sowie die Definition
impliziert, dass fiir g gilt

dg = ( — ﬁ) dr — zdp = —axdp , (4.164)
Ox

also eine Funktion der Variable p ist. Sie stellt geometrisch den Schnittpunkt
g(p) = T(0) der Tangente mit der y-Achse dar, wie in Abbildung 4.14gezeigt
ist. Existiert zur Funktion p = f’(z) die inverse Funktion = f'=1(p),
dann lautet die explizite Form der Legendre Transformation

gp) = f{ P} - Ppp . (4.165)

Das ist natiirlich nur der Fall wenn die Ableitung p = f’ eine eineindeuti-
ge Funktion ist, also jedem Wert von x ist eindeutig nur 1 Wert p zuzuordnen.

4.5.9 Td-Potenziale fiir das ideale Gas

Fiir ein ideales Gas konnten wir schreiben

ou

V = nRT = NKT : dU = 22
p " ’ ar|,,

dT = CydT

= U = Cy(T—Tp)+Uy, mit Cy = (3/2)Nk. Mit der Gibbschen-Fundamentalgleichung

CV nR
— Var+ =
dsS T dT + v dV
erhélt man durch integrieren dS:
08 Cv T oS nRk %
—| = —= Cvln—; —| = — NkIn —
ar, — T T VUtn oavl, T v T PRy

also:

T 1%
/dS:S—SonVln—+ann— (4.166)
To Vo
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Nach Auflosen nach T:

1 Vi T S—5 nR
<~ C_V<S_SO+N]€1HVO) = IDTO = T:Toexp[ 0+_1n_

kann man letztlich die innere Energie U = (3/2)Nk(T—1p)+... = (3/2)nR(T—

To)... gewinnen
nR
5-5 Vi ¢
T = Toe( CVO) . <Vo) v

mit R = ¢, — c¢y. Man beachte, dass extensive Grofien durch Relationen wie
Cy = Néy oder auch auf das Mol bezogen, Cy = ncy (die Tilde in deutet
hier auf den Unterschied — Bezug auf’s Mol im Vergleich zum Bezug auf das
Teilchen/die Teilchen hin).

Cp—-Cy

—So C 1—v _
o T = Telah). (E) oo <K> . exp (S SO)

Vv

womit wir fiir die innere Energie erhalten

VAT as
[](52‘/) = Cy Ty (i7_> ev — 15+ U
0

weiter: Nach S auflésen: F, H, G bestimmen
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4.6 Nernstsches Wiarmetheorem:
3. Hauptsatz

Bisher hat uns jeder Hauptsatz eine neue Zustandsvariable beschert (0: T,
1: U, 2: S). Dieser Tradition folgt der dritte nicht! Er legt vielmehr das
Verhalten von S(T') bei T'— 0 fest.

Nach Vorarbeiten von Nernst formulierte Planck spéter, dass unabhéngig
vom Stoff, Druck, Volumen, Aggregatzustand ... die Entropie S
bei der Temperatur 7" — 0 einen universalen, absoluten Wert 5,
annimmt und der als Null angenommen werden kann. Somit fiihrt
dieser Satz eine universelle Normierung der thermodynamischen Potenziale
ein.

Dieser Satz ist vor allem bei Stoffgemischen von wesentlicher Bedeutung,
denn dort kénnten ja die verschiedenen Komponenten auch unterschiedli-
che Entropickonstanten haben, was eine Bestimmung thermodynamischer
Potenziale unméglich machen wiirde. Da der 1. und 2. Hauptsatz nur die
Differenziale dS enthélt, und Integrationen bei der Berechnung der Zustands-
funktionen S, F, G einem immer eine absolute Konstante Sy beschert, macht
der 3. Hauptsatz eine quantitative Behandlung im Grunde erst moglich.

Zur Begriindung dieses Satzes gehen wir von den Nernstschen Untersuchun-
gen aus, die danach um die Plancksche Formulierung(en) erweitert wird.

4.6.1 Nernstsche Ableitung d. 3. HS

Wir betrachten ein System mit dV = d7" = 0, indem intern chemische Reakti-
on ablaufen mogen. Wir untersuchen entsprechend der Bedingungen die freie
Energie F(T, V') des Systems, wobei F} den Wert vor chemischer Reaktion be-
zeichnet, und F5 jenen danach kennzeichnet. Fiir die Differenz AF = Fy, — F
konnen wir nach den Helmholtzschen Gleichungen schreiben

OAF
AF =AU +T == 4.1
UT | (4.167)

Da die isochore Prozessfithrung keine Arbeitsleistung 6 A = —pdV = 0 gestat-
tet, ist AU = U, — U; auch die Warmetonung Wy, die nach der chemischen
Reaktion am System beobachtet wird. Somit kénnen wir auch fiir G1. (4.167)
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schreiben

OAF
AF = T ——— 4.1
Wy + T (4.168)

Untersucht man die Grenze T" — 0 unter der Vorraussetzung dass aAF < 00
endlich ist (wir werden spéter zeigen, dass sogar 8AF — 0 gilt), erhalt man

lim AF = lim Wy . (4.169)

T—0 T—0

Differenziation des Ausdrucks (4.168) liefert

OAF oWy 0AF +T82AF
or |, 0T or |, orz? |,
oWy o PAF
or |, oT?
und Grenzwertbildung ergibt
Jim 8T —O , (4.170)

O?AF
T2

Messungen zeigen, dass nicht nur bei 7" — 0 sondern auch schon bei unend-
lichem 7" > 0 folgende Gleichheit gilt

natiirlich auch nur wenn endlich ist (was experimentell bestétigt ist).

AF =Wy, | (4.171)

(vgl. Gl (4.169)) — mehr noch, Nernst vermutete, dass das auch fiur die
Tangenten beider Groflen gelten sollte:

OAF

(9WV
lim im ——
T—>O 8T

T—0 8T

-0, (4.172)
14

eine Gleichung, die sich nicht beweisen ldsst, die aber bislang von Experi-
menten nur Bestatigung fand.



4.6. NERNSTSCHES WARMETHEOREM: 3. HAUPTSATZ 143

AF
Wy

T

AF

T

Differenziert man nun die freie Energie AF = AU —TAS = Wy, —TAS und
bildet den Grenzwert am Nullpunkt der Temperatur, erhélt man

AF A
lim (a_) i | W) _ag - p2B51 | (4.173)
T-0 v T-0 | 0T |, or |,
——
—0 —0 —0

wobei nach Gln. (4.172) fiir 7 — 0 und Annahme der Endlichkeit 225 > 0
der Entropiedifferenz nichts iibrig bleibt, als

lim AS = 0 (4.174)

T—0

anzunehmen. Daraus folgt die Formulierung des 3.HS’es:

Planck: Beim absoluten Nullpunkt 7" — 0 gilt S — Sj, unabhéngig von p,
V und Aggregatzustand, d.h.

: .08
%IE})AS_O’AS_S_SO’%IL%@_X_O (4.175)

wobei X fiir beliebige Zustandsvariablen steht. Planck legt den Wert von 5
willkiihrlich fest auf Sy = 0, der spéter quantenstatistisch begriindet werden
wird!
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4.6.2 Folgerungen

Dieser Satz hat nicht unerhebliche Konsequenzen, z.B. fiir das Verschwinden
der spezifischen Wéarmen am Nullpunkt, die wir hier kurz ableiten wollen.

cv:Tg—iv;cp:Tg—?p (4.176)
T
s(T,v) :/C—v,dT’+ s1(v) (4.177)
0
T
S(T, p) = / DAT + sap) (4.178)
0

Bei T' — 0 ist die Entropie unabhéngig von v und p woraus folgt s;(v) =
so(p) = 0. daher ist nahe 7" = 0 die Entropie allein aus Messungen der
Molwérmen bestimmbar.

Aber: ¢, — Oundc, — Ofir 77 — 0 da sonst die Integranden in Gln.
(4.177)-(4.178) divergieren. Der funktionale Zusammenhang ¢(7') — 0 ist aus
der Phanomenologie nicht heraus zu holen — das folgt bei der Behandlung
der spezifischen Wéarmen im Zusammenhang mit der Statistik.

Analoge Konsequenzen lassen sich auch fiir Koeffizienten & — 0 und § —
zeigen. Die Definitionen und Maxwell-Relationen ergeben:

1 Op .
6—58_TV:>71}L%B_0
1 oV
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4.7 Offene Systeme:
Thermodynamische Potenziale

Im stofflich offenen System gibt es Probleme der Formulierung des 1.HS.
Zum Beispiel ist eine Vergroflerung des Volumens und der inneren Energie
durch Anderung der Molzahl dn > 0 ohne Arbeitsleistung (54 — 0) oder
Warmezufuhr moglich, was einen weiteren Term in der Gibbschen Funda-
mentalgleichung erfordert.

Man stelle sich ein abgeschlossenes System, z.B. ein Gas in einem Behéltnis,
vor, welches von einer Trennwand in 2 Teilsysteme getrennt ist. Nun kann
das Volumen V' durch Herausziehen der Trennwand vergréflert werden, wobei
auch die innere Energie U anwéichst ohne dass Arbeit geleistet o. bzw. Warme
zugefiithrt wird!

Folgender Ausweg wird beschritten : Extensive Grofien, V, U etc., werden pro
Menge m, Teilchenzahl N, in unserem Fall pro Mol n ausgedriickt:

W= = ; v = — (4.179)

womit fiir den 1.HS und 2. HS fiir ein Mol eines Gases folgt

du = d0q + da = dqg — pdv
ndu = n(Tds — pdv)

womit ich den molaren 2. HS nur mit dem Molfaktor n multiplizierte. Damit
gilt fiir die Differenziale

ndu = d(nu) — udn = dU — udn
nds = d(ns) — sdn = dS — sdn
ndv = d(nv) —vdn = dV — vdn |

womit man schliellich fiir den 2. Hauptsatz schreiben kann

dU — wudn = T(dS — sdn) — p(dV — wvdn)
dU = TdS — pdV + (u — Ts + pv)dn

=9

= T7dS — pdV + gdn |, (4.180)
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wobei ¢ die spezifische (auf ein Mol Stoff) bezogene freie Enthalpie bezeich-
net. Damit folgt fiir die Gibbssche-Fundamentalgleichung einer einzigen Stoff-
komponente

SQ

1
ds = T{dU + pdV — pdn} mit g = — = p . (4.181)

Damit ergeben sich folgende Beziehungen aus dem totalen Differenzial dU
[Gln. (4.180)-(4.181)]

ou ou ou
95 |, v, Pi Bnly, 9T H (4.182)
und folgende Maxwell-Relationen
orT 0 or 0 0 0
e T T I ) PR )
WV s, S|y,  Onlgy S|y,  Onlgy WV g
Hier muss man aber aber beachten, dass die Relation ¢ = p nur fiir eine

Komponente gilt — sind mehrere Stoffe im Spiel, kommt noch die Mischungs-
entropie hinzu und man erhélt: yu; = ¢; + RT In(n;/n) , also die molare freie
Enthalpie und das chemische Potenzial unterscheiden sich im Falle mehrerer
Komponenten, wie wir weiter unten zeigen werden.

4.7.1 Mehrkomponentensysteme

Obige Relationen gelten nur fiir eine Komponente und wir erweitern fiir meh-
rere Komponenten entsprechend

ou
ani

. (4.184)
S,Ving

den 2. HS und erhélt (Einstein Summen)

dU = TdS — pdV + p; dn;

= w(S,Vin;) = <27(l]) : (4.185)
? S,V,?”Lk
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Mithin folgt fiir die anderen td-Potenziale

dH = TdS + Vdp + pdn;

OH
;PN
dff = —-SdT — pdV + p;dn;
oOF
on; T.V,ny,
dG = —-S8dT + Vdp + pdn;
oG
= w(T,p,n;) = ( ) (4.188)
on; T,Ving

wobei gelten muss k£ # i; d. h. alle Komponenten k werden festgehalten.
Zahlreiche Maxwell-Relationen folgen nun aus diesen totalen Differenzialen

) = () G~ GF),
ani p,Sng ap Sng 7 8711 VT ng ov Ty L

Im Folgenden werden wir eine Reihe von Beziehungen ableiten, die bei der

Berechnung von GGW-Relationen hilfreich sind und die von der Extensi-
vitdt der o.g. Energiegroflen herriihren. Vor allem werden die Beziehungen
Auskunft iber Abhéngigkeit der chemischen Potenziale p; von den Zustands-
variablen p, T offenbaren.

Gibbs-Duhem /Duhem-Margulesch-Relationen

In diesem Abschnitt schreiben wir der Ubersichtlichkeit halber die Summen
(auch wegen der Mehrfachsummen) aus (keine Einsteinsummen).

Die thermodynamischen Potenziale U, S, F, H, G sind als extensive Grofien
zugleich homogene Funktion 1. Grades (siehe z. B. Gl. (4.179)), fiir die gilt

G(T,p,\n;) = ANG(T,p,n;) .
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Man differenziere diese Relation nach A und erhéalt

oG ml aG
G(T,p,mi) Za = Za

wobei sich nach Grenzwertbildung A\ — 1 die Gibbs-Duhem Relation ergibt

oG
G(T,pni) = ) 5=n; = > g (4.189)
j J j

Beachtet man die Definition der freien Enthalpie G = U — T'S + pV kann
man die Gibbs-Duhem Relation umschreiben zu

U—-TS+pV — > wn; =0. (4.190)
J

Auflésung nach U ergibt die Fuler-Gleichung

U=TS—pV + Y wn;, (4.191)
J
man hat also mit Gibbs-Duhem das Differenzial dU direkt integriert, was

keineswegs selbstverstéindlich ist, sondern direkt aus der Eigenschaft der Ho-
mogeneitit erster Ordnung fiir die td Potenziale folgt.

Bildet man das totale Differenzial der Gleichung (4.190), ergibt sich folgende
Beziehung

dU — TdS + pdV — SAT + Vdp — Y (pydn; + nydp;) = 0,
J
woraus mit dem 2.HS:  dU — T'dS + pdV — > . ju;dn; = 0 gelten muss

SAT — Vdp + Y mydu; = 0 | (4.192)
J
— die 2. Gibbs-Duhem Relation mit der man die Mol- (Besetzungs)zahlen
durch Differenziation der freien Enthalpie bestimmen kann, was in der sta-
tistischen Physik noch eine Rolle spielen wird:
oG

— =n; . 4.193
a,uj J ( )
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Fiir den Spezialfall dT" = dp = 0 gewinnt man mit

O
dp; = aﬂ dny,
k nk szvni
— Einsetzen in Gl. (4.192)
Olbs
Z n; ] dny = 0
ik ank T p.ng
die Duhem-Margulesche Beziehungen
K
Ol
S n, 8—“" =0, (4.194)
j=1 N T,p,n

da die obigen Beziehungen fiir dn; # 0 gelten.

Die chemischen Potenziale p; = 0G/0n; héngen als intensive Grofilen nicht
von der Menge ab, m.a.W. streckt oder staucht man alle Mengen der betei-
ligten Komponenten n;, mit dem gleichen Faktor, &ndert das nichts an den
Hj-

Allerdings spielen die Molbriiche

o = —k = Tk (4.195)

K
> N
k=1

eine Rolle, die den Anteil der einzelnen K-Komponenten mifit. Fiir sie gilt
die Normierung

K
doap =1, (4.196)
k=1

die aus der Massenerhaltung folgt. Somit sind im Spezialfall dT" = dp = 0
insgesamt (K — 1) Beziehungen fiir die chemischen Potenziale zu erwarten.
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4.7.2 Das groflkanonische Potenzial

Im Zusammenhang mit den Gibbschen Ensemblen in der statistischen TD ist
das grofSkanonische Potenzial wichtig, weil es — wie wir noch sehen werden —
eine Briicke zwischen Statistik und Thermodynamik baut. Gleiches gilt fiir
das Potenzial F' im Falle des kanonischen Ensembles. Das groflkanonische
Potenzial ist (fiir eine Komponente) wie folgt definiert

o =U-TS—un = F — G=—-pV . (4.197)
Wir bilden das totale Differenzial von GI1.(4.197) und erhalten
d® = dU — TdS — SdT — pdn — ndu (4.198)

und zusammen mit der inneren Energie dU —T7'dS — udn = —pdV erhalten
wir schliellich das Differenzial

d®o = —pdV — SdT — ndy . (4.199)

Die aus Gl. (4.199) folgenden td-Relationen sind:

0P 0P 0P

P = 5 ;S = — o= ,no= = =
oV |z, ar|y,, Ot |y

4.8 Phaseniiberginge

4.8.1 Phaseniiberginge 1. Art:
Clausius - Clapeyron (#2)

Die molare freie Enthalpie fiir nur 1 Komponente (!) g; = u; ist bei Pha-
seniibergéingen 1. Art stetig — deren 1. Ableitungen zeigen jedoch Spriinge:

891 892
a_p . = U|G(zs 7é a_p . = U’Fluid (4200)
I dga
6_T , = SlGas 7é 6_T , = S|Fluid . (4201)
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Im Folgenden betrachten wir eine Komponente (z.B. HyO) in fliissiger und
gasformiger Phase. Die Phasenumwandlung moége bei dp = dT = 0 ablaufen.
Die GGW-Bedingung (siehe Gibbsche Phasenregel) lautet

Hg = M - (4.202)

Entlang der gesuchten p-T-Kurve — wie wir bald nach der Gibbschen Phasen-
regel wissen werden, dass wir nur einen Freiheitsgrad f = 1 zur Verfiigung
haben, d.h. daher eine Kurve — es darf sich die GGW-Bedingung (4.202) auch
nicht &ndern, wenn man Druck dp und Temperatur d7" variiert. Das impli-
ziert, dass die Anderungen der chemischen Potenziale beider Phasen gleich
sind

dpg = dpg (4.203)
und mit Gibbs-Duhem 2 (wir haben hier nur eine Komponente wo gilt u = g)

dg = dp = Vdp — SdT
Vodp — SgdT = Vydp — SpdT (4.204)

woraus man nach Umstellen die Clausius-Clapeyron Formel gewinnt

dp S — Sf1 l
R - , 4.205
dT Vg — Up T Av ( )

Die latente Wéarme pro Masseneinheit [ ist eine Materialkonstante. Nimmt
man nun an, dass |v,/vg| > 1 und fir das Gasvolumenen die Idealgasglei-
chung gilt, dann erhélt man

(4.206)

und nach Integration

p(T) = poeXp{——} : (4.207)
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4.8.2 Phaseniiberginge 2. Art

Bei diesen Ubergingen sind ¢(T,p) sowie seine Abeitungen dg/0T stetig, es
muss also gelten

dg1 dgo

- 24 — 4.2
T . T . = S So ( 08)
I dg1
A1 - 27 = . 4.209
8]) . (’“)p . = U1 V2 ( )

Beispiele sind: Ubergang von Normalleitung zu Supraleitung (ohne duBeres
Feld) oder auch Phasendnderung zwischen Festkorperzustinden (Kristallgit-
terstruktur).

Es steht die Aufgabe der Formulierung einer der Clausius-Clapeyron-analogen
Beziehungen fiir Phaseniibergéinge 2. Art aus den Beziehungen an der {iber-
gangskurve

d81 = d82 (4210)
dUl = d'U2 . (4211)

Bleibt man bei den unabhéngigen Variablen p und 7' ergibt sich aus GL
(4.210)

951
or

881
T i
T+ 5

882
dp = —
. o

ar + 2%

4.212
I dp ( )

T

p p

und mit Riickbesinnung auf die Relationen (Maxwell)

Ol _ o g P _0s
or| T or p

p

gewinnt man

dT ov
1 _ @) I bl
(c ) ( 5T

81)2

or

) dp = v(ag — ag) dp
p

p

und schliellich ein der Clausius-Clapeyron-dhnliche Relation — die 1. Eh-
renfestsche Gleichung

@ B iAcp

= — 4.21
dT vT Ao’ ( 3)
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mit den Differenzen in den Materialparametern spezifische Warme Ac, =

c;(,l) — 01(72) und isobarer Ausdehnungskoeffzient Ao = a; — an. Der isobare

Ausdehnungskoeffizient ist definiert als oo = v=* g—; b
Analoge Rechnungen bzgl. der Bedingung dv; = dwv, fiithren auf die 2.

Ehrenfestsche Gleichung

dp Aa
— = — 4.214
dT AV ( )
mit der isothermen Kompressibilitit x = —v~! g—;‘ . Hinweis: Totale Dif-
T

ferenziale von vy 2(T,p) aufschreiben und beachten dass GGW-Bed. vy = vy
erfillt sein muss.

Aus beiden Ehrenfestschen Relationen 1a8t sich der Differenzialquotient dp/dT
eleminieren, womit man erhéalt

Ac, Ak — vT (Aa)® =0 . (4.215)
Eine weitere Beziehung fiir den Phaseniibergang 2. Art ergibt sich aus der
GGW-Bedingung
s1(T,v) = so(T, v) (4.216)
— bislang wurde nur s(7’, p) betrachtet — womit man erhélt

951
or

951
ov

882

882
d N

dT + Vo= —
T or

ar + dv . (4.217)

T

v v

Erinnert man sich folgender Relationen (siehe 2. HS)

@
ov

Cy s

_ o
T aTU

und

T oTr

v

gewinnt man die zur 1. Ehrenfestschen Gleichung analoge Relation

dv 1 Ac,
T = p_T NG (4.218)

-1 9p

57 |, gegeben ist.

wobei der isochore Druckkoeffizient mit g = p
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Analog zur Ableitung von Gl. (4.215) fordert man fiir Druckdnderungen
dp1 = dpz (p1 = p2), also

Ip1 Op Op2 dpa
—| dT —| dv = —| dT — d
or|, " T |, T e, Y T e,
dv vpAS
— = — 4.21
T — AQjn) (4219)
wobei die isotherme Kompressibilitit mit x = —v~1 g—; gegeben ist.
T

Wieder kann der Differenzialkoeflizient eliminiert werden und man erhélt
durch Gleichsetzen von Gln. (4.218) und (4.219) die Beziehung

Ac, pU 2
T + NG Ap® =0 (4.220)

die analog zur Gleichung (4.215) ist.

Es soll hier nur angemerkt werden, dass diese Relationen zu den Phasenum-
wandlungen 1. und 2. Art, die hier allesamt fiir homogene Mehrkomponenten-
und Mehrphasenstoffe abgeleitet wurden, auch fiir Festkorper, magnetisierte
Korper u.a. formuliert werden kénnen. So hat man bei magnetischen Eigen-
schaften von Stoffen in allen Relationen folgende Substitutionen vorzuneh-
men: p — —H (H — Feldstérke) und v — M (M — Magnetisierung). Beim
elastischen Festkorper wird der Druck durch den Spannungstensor ersetzt:
p — —6 und fiir das Volumen steht der Verschiebungstensor: V' — £.

4.8.3 Gibbsche Phasenregel

Wir beriicksichtigen ein System mit P Phasen und K Komponenten, wobei
die Temperatur und der Druck konstant sind (P = const., T" = const.). Die
freie Enthalpie des Systems

P
G = Zl G

muss unter diesen Bedingungen im GGW ein Minimum annehmen, wobei fiir
die einzelne Phase gilt

G =G (p, T, n) . (4.221)
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Die Indizes i und («) sollen iiber die Komponenten i € (1, K') bzw. iiber die
Phasen a € (1, P) laufen.
Gleichgewichtsbedingung eines Minimums:

5G‘T,p,m - ZZ on (a) an<5>(5n

i=1 a=1

= ZZ i

i=1 a=1

PO
oo =0, (4.222)

p,T\n;

mit dem chemischen Potential u ) fiir die Komonente i und Phase a. Es
muss die Massenerhaltung der Komponenten gewéhrleistet sein

Z nga) = konst (4.223)

a=1

womit fiir alle Phasenumwandlungen folgt:

P
S on® =0 . (4.224)
a=1

Abzdhlung der Freiheitsgrade:
Die Relationen (4.222) & (4.223) konnen mit den Lagrange-Multiplikatoren
\; variiert werden zu

2 {3 o) =

womit sich letztlich die GGW-Bedingungen fiir alle méglichen (5n§-a) # 0
ergeben:

w =N =0 (4.225)

Das bedeutet, die chemischen Potentiale der verschiedenen Phasen sind in
fiir alle Komponenten

OO R (4.226)

7

und fiir V¢ € (1, K) im Gleichgewicht gleich.
Diese K (P - 1) GGW-Bedingungen reduzieren die Zahl, der Variablen:
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e Druck und Temperatur 7', P = 2 Variablen;

(a)
e Anzahl aller Molbriiche z\*) = — fiir jede Phase: x(a),x(a), ...,x(a) =
% Zn( ) 1 2 K
J

K

K - Komponentenvariablen. Die Massenerhaltung jeder Phase 2@ =1

reduziert die Zahl auf K - 1 Variablen. Das gilt fiir alle Phasé:n =
P (K-1).

Z&ahlt man alles zusammen, gewinnt man mit der Gibbsche Phasenregel die
Zahl

f=2+PK-1) -KP-1) =2-P+ K (4227

der unabhéngigen Variablen (bzw. Freiheitsgrade).

Bemerkung: Laufen R chemische Reaktionen ab, dann entsprechen die da-
zugehorigen stochiometrischen Gleichungen weiteren Einschréinkungen, die
in Abzug zu bringen sind und die Zahl der Freiheitsgrade wird

f=2-P+K—R. (4.228)

Beispiele:

a) 1 Komponente, 1 Phase (Wasser): K =1, P =1= f =2 = Zweidi-
mensionale Kurven zur Beschreibung eines Gases (p-V, V-T...)

b) 1 Komponente, 2 Phasen (Wasser, Dampf): K =1, P=2= f=1=
Dampfdruckkurve = Clausius-Clapeyron.

¢) 1 Komponente, 3 Phasen (Wasser, Dampf, Eis): K =1, P=3= f =0
(keine Freiheitsgrade: Tripelpunkt)
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4.8.4 Tropfchenbildung

Fithrt man am Dampf eines Stoffe z.B. eine isotherme Kompression aus,
kommt es zur Kondensation z.B. am Punkt an dem Punkt, wo die van
der Waals Kurve in die Maxwell-Gerade einbiegt. Im GGW ist es praktisch
unmoglich weiter der van der Waals Kurve zu folgen, nimmt man aber Fluk-
tuationen sowie Kondensationskeime an, dann verursacht die Oberflichen-
spannung der entstehenden Trépfchen, dass es zu einer Uberséttigung kom-
men kann. Ein anderer Fall liegt vor, wenn ich eine Fliissigkeit isotherm
dekomprimiere = es bildet sich Gas und Bléschenbildung setzt ein.

e Unterkiihlung,
e Ubersittigung

Beide instabilen Zustinde — Unterkiithlung und Ubersittigung — sind von der
Oberflichenspannung verursacht.

Der Dampfdruck p., bei Gas-Fliissigkeitskoexistenz im GGW an Halbraum-
grenze (R — oo; R — Radius eines Tropfens Fliissigkeit), d.h. es liegen keine
Oberflachenkriimmungen vor, wird durch die Clausius-Clapeyron Gleichung
(4.205) beschrieben. Fiir Fliissigkeitstropfen mit Radius R < oo ist eine
Korrektur, die von der Oberflichenspannung o herriihrt, zu beriicksichtigen,
die wir im Folgenden ausrechnen werden.

Zunéchst wollen wir das Problem rein mechanisch untersuchen. Soll das Vo-
lumen eines Tropfens, V = 47 R3/3, durch Hinzufiigen von Fliissigkeit ver-
groflert werden, muss es die 04 = pdV — odF verrichten, um gegen den
duBeren Druck und die Oberflichenspannung seine Oberfliche I = 47 R? zu
vergroflern. Nehmen wir Kugelform des Tropfens mit einem Radius R an, ist
ein GGW erreicht, wenn gilt

dR (47pR*> — 8rRo) = 0 , (4.229)
womit man fiir den GGW Druck gewinnt
20
= — . 4.230
p= 75 (4.230)

Man kann sich das auch in einem Gedankenexperiment veranschaulichen:
wiirde man einen Tropfen in der Mitte ,,durchschneiden® und die untere Half-
te entfernen, dann miiite ich eine Kraft pm R? nach oben aufwenden, um den
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interen Gegendruck zu kompensieren. Des Weiteren muss ich am nun freien
Rand mit —27 Ro nach unten ziehen, um die fehlende Oberflichenspannung
zu simulieren. Sind beide Kraftwirkungen gleich, ist GGW gegeben und man
erhalt Gl. (4.230). Jedoch sind bis jetzt noch keine thermischen Effekte bei
dieser Volumenénderung beriicksichtig worden. Das soll im Folgenden gesche-
hen.

Thermodynamische Gleichgewichtsbedingungen Der 1. Hauptsatz
lautet in diesem Fall

AU = 6Q — pdV + odF .

Nach Integration kann man die innere Energie in Terme aufspalten, die den
ungestorten, im Folgendem durch den Index oo gekennzeichnet, und den
Tropfchenfall zuzuordnen sind:

4
UR) = §7TR3UOO + o4nR?
also = Energiedichte * Volumen + Oberflichenspannung*Fliche.
Fiir die freie Enthalpie GG, die hier wegen d7T° = dp = 0 das praktischere
Potenzial ist, kann man analog fiir den Tropfen schreiben

GKugel = VKugel (uoo — TSoo —|—p’UOO) + 47TR2O' =
Viugel §oo + 4tR*c = nqyn + 4nR%0 (4.231)

Hierbei ist zu beachten, dass p11 = g, das chemische Potenzial der unendlich
ausgedehnten Fliissigkeit ist. Die freie Enthalpie der Dampfphase lautet mit
g2 = po (nur ein Komponente) Ggas = pone. Zudem haben wir angenom-
men, dass das Kugelvolumen n; Masseinheiten (Masse M, Mol, Teilchen- o.
Molekiilmassen etc.) der Fliissigkeit enthélt. Die gesamte freie Enthalpie ist
die Summe beider Phasen G gyger + Ggas, S0 dass man erhélt

G = piny + pong + A R0 . (4.232)

Um den Molekel-Austausch im GGW zu erfassen variieren wir diese Glei-
chung nach dn; = —dny und verlangen ein Minimum von G-

oG = (5n1 (/Ll — U2 + 87TRO'§TR) =0 (4233)
1
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und erhalten

H1 — o + 87T0R8—R =0 . (4.234)
anl

Man beachte, dass mit dn; der Zuwachs der Teilchen/Molekiile im Tropfchen

— also in der fluiden Phase — bezeichnet ist, d.h. der Index 1 bezieht sich auf

die Fliissigkeit.

Die Stoffmenge ny wichst mit dem Volumen des Tropfens

4
Mny = §7rR3Q1 (4.235)

(M — Molmasse) und differenziere ich diese Beziehung nach n;, erhalte ich
nach Umstellung

R M

— 4.236
anl 47TR2Q1 ( )
womit ich fiir meine GGW-Relation erhalte:
20M
_ -0 . 4.237
H1 2 + Ror ( )

Um geschickt die Maxwell-Relationen zu verwenden, differenziere ich diese
Gleichung nach p, womit sich ergibt:

8/14 8#2 _ 20'M8_R _ QO'M% .
op op R2p; Op Ro? O0p

(4.238)
Mit den Maxwell-Relationen:
ou ov d(vn) M

op  On  On o
[sie folgen aus dG = —sdT + Vdp + pdn] lautet die GGW-Bedingung:

M M 20 M
MM 20MOR (4.239)

02 01 B R20, 8_]9 ’

wobei der Term mit oc ;% vernachlissigt wurde, da fiir die Massedichten
gilt o1 > 0o und sich die Fluiddichte im Vergleich mit dem Gas mit dem
Druck praktisch nicht dndert. Die Gasphase wird als ideal voraus gesetzt
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(was natiirlich eine grobe Ndherung darstellt, denn eigentlich miisste man
vdW Gase bemiihen — UBUNG): 02 = mny, mit der Teilchenzahldichte
n, = N/V = N4/v fiir eine homogene Phase (N4 - Avogadro-Konstante, v -
Molvolumen), so dass gilt

- RT
p=n,kT = nNaskgT/(nv) = RT/v = 02y =
M  RT
02 p

wobei die Idealgas-Konstante hier mit R=N akp bezeichnet ist (kg - Boltz-
mann Konstante), um Verwechslungen mit dem Radius R zu vermeiden.
Stellt man noch in Rechnung, dass Quotient M /o, < M /0y = RT /p prak-
tisch vernachléssigbar ist, erhélt man aus Gl. (4.239)

RT 2Mo OR
Mit 88—}; = (S—R)_l ergibt sich schlieflich:
Lop _ 2Mo
p aR R T 01 R2
T 2M 1
p(f,T) = exp{ R; : E} (4.241)
Poo 01

was bedeutet, bei gegebenen thermodynamischen Bedingungen 7' und p gibt
es exakt nur eine Tropfengrofle im GGW mit der Gasphase, was an sich eher
unwahrscheinlich ist. Wieso?

Qualitative Diskussion:

Durch Fluktuationen wird es immer Teilchen geben, die entweder zu klein,
aber auch zu grof sind. Vom GGW-Wert R abweichende Werte sind aller-
dings instabil. Die folgende Falldiskussion soll das veranschaulichen:

Fall a: Angenommen das Tropchen ist zu klein, r < R, fiir gegebene Tempe-
ratur 7', mit der Folge, dass der Druck nach Gl. (4.241) p(r) > p(R) = Ppampys
zu grof fiir die Umgebungsbedingungen zu sein scheint, m.a.W. der tatséchli-
che Umgebungsdruck ist zu klein. Um diese Tendenz auszugleichen, gibt das
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Teilchen Molekiile an die Umgebung ab — praktisch um dort den Druck zu
erhohen — was jedoch dazu fiihrt, das die Grofle des Tropfens weiter abnimmt.
Diese Trépchen mit r < R verdampfen schliellich schnell génzlich.

Fall b: Zu grofie Tropfen (r > R) spiiren jedoch einen zu grofien Gasdruck
p(r) < p(R) = ppamps und suchen diese Tendenz abzuschwichen, indem es
Molekiile aus der Umgebung anlagert — d.h. es wéchst weiter.

Man hat hier die typische instabile Situation vorliegen, die in beiden Féllen
die Abweichung vom GGW-Wert R stetig vergroflert. In Summe fiihrt das
dazu, dass die GroBenverteilung der Tropfen erstens nicht stationér ist, sich
also standig dndert, und zweitens, dass immer groflere Tropfen entstehen, die
unter irdischen Bedingungen abregnen.

Ubung: = Gleiche Uberlegung fiir Unterkiithlung =, mit keinen Tropfchen
sondern Bléschen in der Fliissigkeit.

Schliisselfrage: wie ist die Oberflachenspannung zu behandeln? = Kriimmung
negativ!
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4.9 Spezielle thermodynamische Systeme

4.9.1 Der elastische Festkorper

Vorbemerkungen:

1) Im Vergleich zum Gas A;llbernehmen Spannungen die Rolle des Druckes
(p — 0y;) und der Deformationstensor die des Volumens (z.B. ¢;; = %‘ 7
relative Volumenénderung).

2) Alle Groflen sind volumenspezifisch: S — s; U — u; V — v

Spannungstensor

P =i
Schneide ich einen elastischen Korper durch, S0 muss ich Po(éﬁ) Druck aufwen-
den, damit die Gestalt erhalten bleibt. Diese Uberlegung folgt der Diskussion

der Oberflichenspannung, wo wir das Kraftgleichgewicht analog an einem
,zerschnittenen® Tropfen erorterten.

Arbeitsterm

Die Deformationsarbeit an einem elastischen Festkorpers, der den Volumen-
bereich B erfiillt, ist

dA = /// AVdé:6 = da=6:dé=oydey, (4.242)
B

1. Hauptsatz
du=dg+o:dé (4.243)
2. Hauptsatz

du =Tds+ o :dé (4.244)
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freie Energie

df = —sdT" + 0y;dey; (4.245)
und:
Ozij |1

Fiir die Charakterisierung des Festkorpers wihlen wir die freie Energie als
Funktion der Deformation. Da ¢;; << 1 gilt, liegt eine Entwicklung nach
eben diesen relativen Deformationen nahe. Fiir einen isotropen Korper:

\T)

f=fotmDey+—5 2. + 1(T)eys5e4s (4.247)
N’ N -~ ,
1. Ordnung 9. Ordnung

Lamésche Konstante/Koeffizienten /Elastizitdatsmodulen A; u sollen nicht von
der Temperatur abhéngen (Laborerfahrungen) und wir nehmen einfach an:

so dass wir die freie Energie schreiben konnen:
A
f(T,ei5) = fo—mey, (T —Tp) + 5537 + [1E45E15 - (4.248)

Das fAihrt zu der Zustandsgleichung; Analogie zu Gasen und Fliissigkeiten
p = —0, f bei Beachtung dass v — ¢ und 0 — —&:

of

3&‘“ T

7] = 2[&51']‘ + )\S'wéij — m(Sij (T — To) s (4249)
das Hooksche Gesetz. Der spannungsfreier Zustand liegt bei der Temperatur
T — Ty und bei Verschwinden der Deformationene;; — 0 vor; Materialkon-
stanten m = m(a); a = + ¥ pé % .- Lost man (4.249 nach €., auf und
bildet die Spur: 0;; = 2pue;+3 ey —3m(T —Tp) (im Sinn: §;; = 1+1+1 = 3);
erhélt man:

O 3m

- T_T, 4.250
SN T s L (4.250)

€is

o 88”‘ . 3m
0T |, 2p+3A

(07
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Spezifische Warmen und kalorische Zustandsgleichung

Wir erinnern uns: ;= — p; £;;=v.
Gegeben: f, somit: u=f+Ts=f—-T g—{, .
Einsetzen von f aus Entwicklung:

dfo

u=fo=T 37

A
=2 + peyseys +mey, T — me (T — Tp)
~——

2 1)
= 2
_;jeij

o

Nach einer kleinen KA;llrzung haben wir dann also die kalorische Zustands-
gleichung;:
dfo

w=h-Tor

A 2
=& T 1 EysENs +meEL T
~——

9 i
= 2
_ZZ]:Eij

g

Die spezifischen Wérmen:
ou

— T

Ce

)

Oce _

5= =0, weil ¢, = 950 "da foT reine Funktion der Temperatur.
ij

aus u = — 57

Riickerinnerung an Gase:

dp| Ov .
CP_C”:Ta_TUa_T i p— —0; v — €

P

Hier gilt dann entsprechend:

@gij
; ar

80’@'

orT

Co — Ce = =T

€i o

(Einsteinsumme!)
thermische Zustandsgleichung:

99
oT
Oe ij
oT

é‘i]‘
3m

= 4.252
o 2p+3A ( )
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und folglich gewinnt man fiir die spezifischen Warmen

3m?

Co — Co = T
S 2u+ 3\
weiter ,
Co — Cc = %(2u+3)\)T: KT
mit dem Kompressionsmodul: K = % gfﬂ = 2“§3A
T
Fazit:

Wir haben wieder ¢; ¢(7T,¢) (ZG,th.) sowie f und u(7T,€). Daraus konnen
alle anwendbaren (?7) td.-Relationen bestimmt werden.
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4.9.2 Thermodynamische Systeme mit elektromagne-
tischen Feldern

Maxwell-Gleichungen

VD = py VB=0 (4.253)
VxE = —%—f VxH=j+D (4.254)

D =eE +p.; B =poH +m (4.255)

mit Dichte der Dipolmomente p, und der Dichte der Elementarmagnete m.

Balancen

—

1. Ladungserhaltung Aus V - (V x 117) = Vj + %Vﬁ = 0 folgt die
Kontinuitétsgleichung fAir Ladungen:

3,0Q -
e = 4.2
2L Vi=0 (4.256)

2. Energie Wir gehen von Feldgleichungen (4.254)

iovxi - — .98
ot
. L . - 9D
EF-VxH = F j—I—E'a—t
und addieren:
— — — — - é — - —’DA’
HVxE—EVxH+H8—t+E j—l—Ea—t:O

ergibt mit dem Poynting-Vektor

HV x E—~EVxH=V(ExH)=VS



4.9. SPEZIELLE THERMODYNAMISCHE SYSTEME 167

die Energiebilanz:

Hok OH? ey OE?

——+ V(ExH jE =0 . (4257
2 o 2 o VIEXH) +  JE (4.257)
@ VS5—0 (abgeschl.) @ (Stromwérme)

ot

Der Leistungssatz liefert den Warmeverlust:

—

fot=p- 0 (E40xB)=]-E

und die Gesamtenergiedichte des Korpers lautet

H-B E-D
U= pgp = 9 + 9 :Uel+umag

/ SppdV = / dv [% (ﬁdé n Edﬁ)}

Zur Bezeichnung: H oder H meint H im em-Sinn. Mit den Materialgleichun-
gen erhélt man schliefllich den Arbeitsterm (ohne Warmeaustausch)

H? E2 =, _
dA = d / av {“02 +€°2 1+ / dvHdim + / dvEdp,  (4.258)

Der Teil in den eckigen Klammern zu du wird als elektromagnetischer Druck
oder auch zur inneren Energie gehorig betrachtet. Da wir die dufleren Felder
als konstant ansehen |H| und | E| kostant = spielen sie bei Variation im HS
keine Rolle.

Fiir die innere Energie erhdlt man damit — 2. Hauptsatz:

AU = TdS + H-dM + E-dP | (4.259)

mit der Analogie: |H|=—p; |M|=V. Mit der Magnetisierung und Polarisation
M= /d3rrﬁ; P = /d3rﬁ* ) (4.260)

Die innere Energie dU enthilt noch Feldenergien (~ E? ~ H?), die oft

vernachlissigt werden, wir hier statische oder nur sehr langsam verénderliche
Felder betrachten.
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Freie Energie magnetisch:
dF = — SAT + H-dM = —8dT + H-dM . (4.261)
elektrisch:
dFf = —S8dT + E-dP (4.262)

Im Folgenden nehmen wir Parallelitéit zwischen Feldern und Materialeigen-
schaften an

dF = — TdS + HAM + EdP (4.263)
und demzufolge gelten die Beziehungen
~ F F
H = 8_ S 8— (4.264)
M |sp IP |5,

Im Folgenden beschrianken wir uns auf Magnetfelder (analog Beziehungen
fAlr E - Felder):

ou

CM: ﬁM

(4.265)

OH

(4.266)

W T g

mit augenscheinlicher Analogie zu Gasen.
Wie dort kann diese Relation mit der Gibbschen Fundamentalgleichung ge-
wonnen werden

dU = TdS + HdM
oU ou

U = | dT + | d 4.267
or|, T TM (4.267)

Cm

mit der kalorischen Zustandsgleichung U(T, M) und der thermischen Zu-
standsgleichung M(H,T'). Damit lautet Gibbs

ras = Y| ar 4 (Y dM
ar |, oM
1 oU 1 ~
45 = 737, f( H) M . (4.268)
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Mit der Schwarzschen Regel gewinnt man dann:

o (1 /[ 0oU ~
ant (7 3l :8_T(f (WT_H))

1 [ oU - 1 0°U 1 0H
& 1_0°U =——|=—| — H = - = == d it
T 9MaT T2 (aM . ) T TomeT T T a7 M“” st
ou - OH
—| - H = —-T— 4.269
oM |, oT ( )
M
Man erinnere sich des Falles fiir Gase g—g s Tp="T g—; , und der Analo-

gie p — —H. Setzt man Gl. (4.269) in die Gibbsche Fundamentalgleichung
(4.268) ein und beachtet, dass folgende Relationen gelten

ou
Cu = 7|,

ds
Cf{ — Td—Tp

erhélt man sofort Gleichung (4.266).

Diamagnetismus

Die Molekiile/Atome dieser Materialien besitzen kein eigenes magnetisches
Moment. Erst ein dufleres Feld H induziert eines in Innern dieses Materials.
Die thermische Zustandsgleichung fiir diesen Fall lautet

M = xuoH (4.270)

wobei die Suszeptibilitdt x nicht temperaturabhéngig, negativ (y < 0) und
sehr klein (|x| < 1) ist. Aus den Gleichungen (4.269) und (4.270) sowie der
thermischen ZG von U(T, M) folgt unmittelbar

o
oT

ou

om| 1

T

M
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Wirmekapazitit (dU = g—g‘MdT—i- 22| dM):
ooy _ U 0 (n L OH
oMiIT —9TOM  OT 8TM

- or or o1
M M M
=0

Also héngt die spezifische Warme Cy diamagnetischer Stoffe nur von der
Temperatur T ab.

Entropie
AU — HdM 1 [oU ou -
dS =——=— | —| dT —1 —H|d
T T[@TM +<8MT )M}
1| ou oH
=7 | a7 " dT —T T dM
M
———
—0
ds = Cam dT (4.271)
T
womit Integration fiir die Entropie ergibt
C /
S — 8 = /dT’TM . (4.272)

Paramagnetismus

Molekiile/Atome dieser Stoffe besitzen ein eigenes magnetisches Moment,
allerdings sind diese ohne #ufleres Feld H nicht ausgerichtet, womit folgt

M — 0.
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Die thermische Zustandsgleichung fiir diese Materialen lautet

C -

1
M = n,Aa) , Ala) = cotha — — (4.274)
!
— das Curiesche Gesetz wobei obere Gleichung fiir « = mBy/kpT < 1, also
fiir hohe Temperaturen (A(o) = «/3), gilt.
Fiir hohe Temperaturen erhélt man

ou

- OH
— | =H-T
oM

. aT

M

Damit kann man fiir die Entropieinderung schreiben

dU — Hd
s = U#M (4.275)
1 oU ou ~\ dM
=——| dT — —H)— 4.276
Tor|, " " <8M . ) T (4.276)
Cm M
= —dT'— —dM 4.277
- C (4.277)
womit sich nach Integration ergibt:
[ Cu(T") M2
M /
— = —=dT" - — . 4.2
S — S / rar - 22 (4.278)
To
Andert man reversibel und adiabatisch die Magnetisierung M
Cm M
—dT = —dM 4.2
- d c dM (4.279)

so dndert sich linear auch die Temperatur dieses Materials. Das wird als der
magneto-kalorischer Effekt bezeichnet, mit dem durch adiabatische Entma-
gnetisierung extrem niedrige Temperaturen erreicht werden koénnen.
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Ferromagnetismus

wird iiber das erweiterte Curiesches Gesetz, bzw. das Curie-Weifische Gesetz
beschrieben

C -~
—~> f off (4280)
a_kaOBfI;f.f <1

M = g, A(a)

wobel das effektive Feld durch das kollektive Wirken der vielen Elementar-
magnete zu vervollstdndigen ist

Heﬁ‘ = H0+WM (4281)

c -
M = mH : (4.282)
Die kritische Temperatur ist mit © = wC gegeben und w setzt sich aus der
Zahl der Elementarmagnete pro Volumen n,, und einer Wechselwirkungs-
stiarke zusammen.
Wie in den anderen Féllen kann man nun die Abhédngigkeiten der inneren
Energie untersuchen und fiir die Berechnung der Entropie nutzen:

oU - OH - TM oM oU

WT_H_Ta_TM_H_T__T_WT
0Cum| _ U 0 (eMm\ _
oM |,  oTOM — oT\ V )

Bei ferromagnetischen Stoffen héngt also, nicht wie bei para- u. diamagneti-
schen Stoffen, die innere Energie U von der Magnetisierung ab, was auf die
magnetischen Wechselwirkungen zwischen den Elementarmagneten zurtick-
zufithren ist.

Mit diesen Beziehungen lautet die Gibbs Fundamentalgleichung

Cpm oU -
S = —2dT + (W - H) dM (4.283)
_ Cu 1 0H _ Owm M
= —dT - TaTMdM = o dT = “dM (4.284)
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und nach Integration folgt fiir die Entropie

T
/ 2
S—SOZ/dT’ CMT(T> M (4.285)
To

2C

Auch ferromagnetische Stoffe zeigen den magneto-kalorischen Effekt.

Phaseniiberginge: Supraleitung

Die Relationen, die wir im Zusammenhang mit den Hauptséitzen, den td Po-
tenzialen und Mehrstoffsystemen und Phaseniibergéingen fiir ein Fluid oder
Gas formuliert haben sind problemlos auf andere Systeme iibertragbar. Wie
oben schon erwéhnt, sind je nach Entsprechung des Arbeitsterms, bei der
Magnetisierung also HdM, der Druck p und das Volumen V' zu ersetzen.
Bei der Magnetisierung muss also lauten: p — —H und V' — M. Dement-
sprechend lautet die Clausius-Clapeyron Gl. beim Ubergang von Normal- zu
Supraleitung (vorausgesetzt, dass |H| > 0 ist):

~

dH L
. 42
dr T(M, — M,) (4.286)

Hierbei sind ﬁu, M, und M, die Umwandlungswérme sowie die Magne-
tisierungen der normaleitenden und supraleitenden Phase. Der Ubergang
selbst ist durch ein Verdringen des Magnetfeldes B im Innern des Supra-
leiters charakterisiert (Meifiner-Ochsenfeld Effekt), so dass die Zustands-
(Material)gleichung lautet

B = pwpH = poH+M =0 = My, = — uH (4.287)
wohingegen in der normalleitenden Phase gilt
B = pwpuH = pH+M = M, = pu (p—1) H (4.288)

Der Ubergang selbst findet an der Grenze

H.(T) = H, {1 —~ (%)2} (4.289)
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1.0 T T ] T T T ] T T T [ T T

0.8
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=~
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e
o

Abbildung 4.15: Die kritische Feldstirke H.(T) sowie die Umwand-
lungswéarme L, beim Ubergang von Supra- zur Normalleitung. Die Tem-
peratur ist gemessen in Einheiten von T'/[T,], das Feld H/[H,].

statt, wie experimentell bestimmt wurde. Die Konstante Hy = H(0) ist das
Feld am Nullpunkt der Temperatur und die kritische Temperatur 7, markiert
das Verschwinden des Feldes H — 0. An dieser Stelle geht die Phasenum-
wandlung 1. Art in eine 2. Art {iber, wie wir weiter unten zeigen.

Setzt man Gl. (4.289) in die Clausius-Clapeyron Gleichung (4.286) ein, be-
achtet dass nach Gln. (4.287) & (4.288) gilt M,, — My = popH und stellt
schliefllich nach der Umwandlungswérme L., um, erhilt man die Funktion

Lo(T) = 2o H? (%)2 {1 — (%)2} : (4.290)

Sowohl H,(T) als auch L, (T) sind in Abb. 4.15 dargestellt. Bei der kritischen
Temperatur 7, verschwindet die Umwandlungswéarme L, o« ss — s, — 0
womit unmittelbar eine Bedingung

__ 9
. OH

ogn
Sp = — ——

OH

= s, (4.291)
T
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fiir Phaseiibergéinge 2. Art folgt. D.h. bei verschwindendem &duBeren Feld
H = 0 liegt ein Ubergang 2. Art vor, bei dem eine sprunghafte Anderung der
spezifischen Warmen stattfindet

d(AM)
dT

an)
dT

Aclyy = les—cnlggy = =T (4.292)

(dH))2 Gy
dT H=0 ,LL()T

H=0 H=0

(4.293)

T=T.

Gleichung (4.293) bezeichnet man als Rutgersche Formel, die mit der Bezie-
hung AM = My — M,, = —puoH aus Gl. (4.292) hervorgeht. Die Rutgersche
Formel reproduziert recht gut gemessene Spriinge der spezifischen Warme
am Phasenumwandlungspunkt 7.

4.9.3 Van der Waals & Maxwell-Gerade

Durch einen simplen Kreisprozess hatten wir die Maxwellsche Gerade be-
grndet. Nun wollen wir den gleichen Sachverhalt durch freie Energie F' bzw.
deren Minimierung zeigen, wobei fiir die Isotherme gilt : d7" = 0, so dass
wir schreiben kénnen:
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F<T7 V)|T:const. = - / dvp .

isotherm

Bei der Begrndung der Maxwell-
A Konstruktion nutzen wir aus, dass fir

p die Punkte 1 und 2 gelten muss
oF oF
— = — 4.294
v, T (4.294)
P = P2 (4.295)

Die freie Energie an der Maxwellgera-
den entspriche der Tangente Fj; =
—p(V — Vp) an die Kurve F(V) and
den Punkten 1 und 2, die zur van der
Waals Kurve gehort. damit gilt in den
Punkten

Fy — F} oF oOF
= = 4.2
A avl( 5"/2)( %6)

Beides kombiniert ergibt:

oF
a_vl(VZ_Vl):_p(VZ_Vl):
= FQ—Fl = —/pdV

p0a-V) = [avp (1207
womit sofort die Gleichheit der Flichen A = B begriindet ist.
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4.9.4 Osmose

Wir wihlen die Osmose als letztes Beispiel, weil sie uns die Uberleitung zur
Statistik gestattet! Dafiir stellen wir uns ein U-Rohr vor, welches auf der
einen Seite eine verdiinnte Losung, d.h. ng Mol Losungsmittel und n; Mol
gelosten Stoff, beherbergt, die durch eine semipermeable Wand (durchléssig
fiir Losungsmittel) von einem Teil reinen Losungsmittels getrennt ist.

Auf der Seite mit dem Gemisch wird ein erhohter Druck, der osmotische
Druck, beobachtet - die Fliissigkeitsoberflichen zeigen einen Hoéhenunter-
schied h, welches der Druckdifferenz p; = ogh entspricht. Im Folgenden
werden wir zeigen, dass der osmotische Druck exakt dem des idealen Gases
des gelosten Stoffes entspricht

. anT
b1 = % ;

(4.298)

was nicht sofort augenscheinlich ist.

Um das zu begriinden, nutzen wir die thermodynamische Potenzial F'(V,T)
(bzw. G(p,T)), den 2. Hauptsatz mit deren Hilfe wir die Mischungsentro-
pie A(zg, ..., ) berechnen, womit wir schlieBllich den den osmotischen Druck
begriinden werden. Die Wahl des Potenzials F' wird mit d7" = 0 des Ge-
samtsystems motiviert (Gleiches gilt fiir (), so dass fiir die geleistete Arbeit
im/am System gilt:

dF = —pdV = dA (4.299)

also Minimierung der freien Energie bedeutet Maximierung der abgegebenen
Arbeit dW = —dA.

Fiir mehrere geloste Stoffe gilt, wie im Falle idealer Gase, das van’t Hoff’sche
Gesetz:

RT
p = (no -+ n1)7 = Do +p1 s (4300)
— praktisch das ,Dalton’sche” Gesetz fiir verdiinnte Losungen, fiir die gilt
"L < 1. Diese Relation scheint plausible, kann man sie aber auch nach Ge-
setzen der TD quantifizieren?
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Freie Energie der Losung Nach Definition der freien Energie gilt:
F=U-T§. (4.301)

Wir kénnen die innere Energie U (T, p) wegen des hohen Verdiinnungsgrades
nach n;/ng < 0 entwickeln:

2
U(T,p,no,n1) = U(T',p,no,0) + _U ny + O (n_;) , (4.302)

g

womit man nach Einfithrung von molspezifischen Grofien, v = u(7T, p) bzw.
v =v(T,p), einfach schreiben kann:

U(T,p,no,m1) = nouop + niup (4.303)
das Gesamtvolumen lautet

V(T,p,no,n1) = novy + nqvy

Der Kern der Begriindung von Gl. (4.298) liegt in der Berechnung der Mi-
schungsentropie, die im Folgenden vorstellen.

Entropie der Losung, es gilt:

0Q 1
dS = — = ={dU dV} =
T T{ + pdV'}
= 1(d + pod )+n11(d + pyduy) (4.304)
= Ny f Ug Podvg nof Uy~ Ul/ .
dSO dSl

n

wobei der Molenbruch des gelosten Stoffes 1 = ™ ~ n; /ny < 1 beliebig ist,

was molenbruchunabhéngige Teilentropien s;(7', p) impliziert, so dass totale

Differenziale benutzt werden konnen:

d dug + pduvg
Sg = —
0 T

du; + pdu,
ds; = ——

T
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Damit konnen wir schreiben
dS = nodsy + nids; (4.305)
und so integrieren wir direkt bei gegebenen Molzahlen ny und n; und erhalten
S(p,T,no,n1) = noso(p,T) + ni1s1(p,T) + Ang,m1) .  (4.306)

Der letzte Term ist die Mischungsentropie A(ng,n;), die nur von den Mo-
lenbriichen abhéingt, also nicht von p, T Der gesuchte Osmosedruck wird
auferdem nur von A bestimmt (wie weiter unten klar wird), womit es egal
ist, wie wir Druck und Temperatur wihlen, z.B. T" sehr hoch und p niedrig,
was ein vollstéindiges Verdampfen der Losung zur Folge hat. Damit stellt die
Losung eine ideale Gasmischung dar womit die Formulierung der Einzelen-
tropien recht einfach wird.

Mischung - ideale Phase = Entropie/Mol: um nun die Gl. (4.306)
im Falle sehr hoher Temperaturen und niedriger Driicke auszuwerten und
die Mischungsentropie A(ng,n;) zu bestimmen, bilden wir mit s(7',p) iiber
vollsténdige Differenziale fiir Idealgase:

0s 0s

ds = —| dT" + —| dp . (4.307)
oT » op |
Mit Hilfe der Maxwell-Relation % = — g—; = — L& ¢rhilt man daraus
P T P p
(hier R Idealgaskonstante)
c R
ds = 2dT — —d 4.
s T , p (4.308)
s = ¢,InT — Rlnp + K(x) (4.309)

die Entropie pro Mol, so dass sich fiir die Gesamtentropie der idealen Gas-
mischung nach Integration der Gl. (4.307) (also mit Gl. (4.309)) ergibt sich
Gl. (4.306)

Sideal =
(nocp, +n1¢p,) T —ngRInpy —nyRInp, . (4.310)
In Gl (4.310) driicken wir die einzelnen Partialdriicke nach Dalton aus,

RT
p=rpo+p wmd 22 = PL _ T2
ng nq v
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womit wird

Nno n
Po = L PRD G D= D ( )

Diese Beziehungen in Gl. (4.310) eingesetzt, ergibt die Gasentropie:

No ny
Sideal = )InT —ngR1 — i R1
deal = (NoCpy + M1Cp, ) In noR1n [no n nlp} niR1n {no n nlp}

~ Snocpo + nycp, )InT — R(ng + nl)ln]g -

~
npso+nisi

-—anlnFE] (4.312)

N

e

z)\(no,nl)

In der Formel (4.312) haben wir fir z; =~ n;/ny < 1 von der folgender
Entwicklung

n n
Ang,n1) = —ngRIn [no —:7111 — mRIn [no —1-1711}
0 <1
~ ﬂhRm(@> (4.313)
o

Gebrauch gemacht, womit wir die entscheidenden Mischungsentropie A(ng, 11)
gefunden haben. Fiir die Mischung von K verschiedenen Stoffkomponenten
n; bzw. x; = n;/ > n; = n;/n erhalten wir allgemein:

n,
A = —R Jn— . 4.314
(n07 7nK) Zn n n ( )

Mit f = u —Ts = F = nofo + ni1fi — T'A erhélt man schliefllich den
Ausdruck (Ahnliches gilt fiir G)

F(p,T,ng,n1) = nofo + nifi + niRT In {%} . (4.315)
0

N /

Vo
Mischungsentropie

Noch mal: Fiir unsere Betrachtungen sind weder f; und f; noch Ky und K;
von Bedeutung, nur die Mischungsentropie A ist entscheidend.
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" o o
O o5 + O O
® : ng
o+ !
— O
O o O
® 1 Po
o O .+ o ©

Abbildung 4.16: Zur Ableitung des osmotischen Drucks. Das Losungsmittel
ist durch die grofieren Kreise dargestellt (ng bzw. ny), der geloste Stoff (n;)
in hoher Verdiinnung durch die (zwei) kleineren grauen/blauen. Die Grofien
no, nq sind die Molzahlen des Gemisches auf der linken Seite der Kammer, ny,
bezeichnet das reine Losungsmittel auf der rechten Seite. Der Osmosedruck
ist p; und pg ist der auf beiden Seiten gleiche Losungsmitteldruck.

Die freie Energie im gesamten System lautet letztlich

ni

F(p,T,ng,n1) = (no+ng) fo +nifi + ni RT In [n
0

] . (4.316)
wobei n(, die Hélfte mit dem reinen Losungsmittel bezeichnet.
Nun verschieben wir die Wand — das Losungsmittel kann frei die semiper-

meable Wand passieren, so dass aus der Massenerhaltung dng = —dny), sowie
die Relationen

ONGes PN d(no + ng) fo
no ong

NGes = (no +ng) = Konst. = =0

folgen. Die damit verbundene Volumenénderung der Losung auf der Mi-
schungsseite ist

U()dn() = d‘/o ~ dV .

Die Arbeitsleistung gegen den Osmosedruck p; (Driicke pg in beiden Kam-
mern gleich — Arbeit wird nur gegen p; verrichtet — sieche Abb. 4.16) ist
damit

AW = pdVy = —dF (4.317)
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und fiir die Anderung der freien Energie und damit dem Druck p; erhilt man
(Achtung: isothermer Prozess dT' = 0! = dF = —SdT — p;dV = —p;dV)

OF
—dF = ||Q3o = Esﬁw%&ﬁo = M @0Q3o
@30 Un)
T RT
= RT = — 4.318
Y41 novo n1 % ) A v

was letztlich zu zeigen war.
[Ubung — folgendes zeigen]
Weitere Konsequenzen: = durch den Osmosedruck p’ verdndert sich auch
die Dampfdruckkurve = Siedepunkterhohung!!
AT ny RT

T Un [
(I = latente Wérme).

Weg iiber GGW-Bedingung bietet andere Moglichkeit p; zu bestim-
men. Sie wurde 1885 von van’t Hoff iiber die TD-Potenziale abgeleitet. Diesen
Weg wollen wir hier noch kurz skizzieren.

Die Massenerhaltung dng = —ong, ény = 0 (der geloste Stoff kann nicht
durch die Wand dringen) und Gibbs-Duhem G = pgng + pong + ping liefert
sofort die GGW-Bedingung

6G =0 = polpo+p1,T,ni/ng) = uy(po,T) (4.319)

— beachte alle Terme den gelosten Stoff betreffend verschwinden wegen dn, =
0. Die Frage steht nun, welche Relation die molaren freien Enthalpien gq des
Losungsmittels (linke und rechte Kammer) mit dessen chemischen Potenzi-
al verkniipfen. Mit den Definitionen der freien Enthalpie eines Gemisches
konnen wir schreiben

G = Moo + nipr = 3\030 + 3;\5 — MJAS\QMO + ﬁ:m; — HNJv,Q@o“ ﬂ:v A%wMOV

Wir hatten die Mischungsentropie A = —n; RInz; schon abgeleitet fiir den
Fall y = ny/(no + n1) = ny/ny < 1, den wir aber jetzt ganz allgemein
formulieren wollen. Dazu bedienen wir uns zunéchst der Beziehungen fiir
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Idealgasmischungen — wir werden aber wie oben sehen, dass sich die Mi-
schungsentropie unabhéngig von 7" und p ergibt. Wir hatten in der Mischung
fiir ein ideales Gas die Gleichungen (4.308) - (4.310) abgeleitet und dann
von der Verdiinnung x; = n;/ny < 1 Gebrauch gemacht, die letztlich die
Mischungsentropie

A= —mRlnn (4.321)

ergab. Das ist auch hier fiir unseren Fall korrekt — da aber der allge-
meine Ausdruck der Mischungsentropie fiir viele Probleme von Bedeutung
ist, wollen wir diesen allgemein ableiten. Mit den Daltonschen Relationen
1 = (ni/n)p, po = (no/n)p und n = ng + nq, eingesetzt in Gl. (4.310),
erhélt man

SGemisch = (nocpo + nlcpl)lnT — noRlnpo — anlnpl
= (nocp, +nicy, ) InT — R(ng+nq)Inp —ngln [@} —nyln [ﬂ}
n n
= nosf (T.p) + msi” (T.p) + Alno, ) (4.322)

mit der Mischungsentropie
A(ng,n1) = —mnoln [@} —nyln [E] . (4.323)
n n

Wichtig ist wieder, dass Druck- und Temperatur abhéingige Terme nicht die
Mischungsentropie beeinflussen - d.h. die Berechnung iiber das Idealgas lie-
fert korrekte Ergebnisse. Die Terme n;s;(T, p) gelten dann fiir beliebige Ag-
gregatzustinde, denn sie sind schliefilich wieder ganz allgemein formuliert
worden.

Fiir eine Mischung mit % verschiedenen Komponenten lautet die Gesam-
tentropie

n.
S emisch — 91 ZRI |:_Zi| 4.324
und die gesamte freie Enthalpie

GGemisch = Z n; g; + Z n; RT In [%] = Z n; (i . (4325)
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Aus Koeffizientenvergleich schliefit man sofort, dass fiir die einzelnen Mi-
schungskomponenten gelten muss

n;
wi(p, Toni) = gi(T.p) + RT In [ﬂ . (4.326)

Damit gehen wir jetzt in unsere GGW-Bedingung (4.319) fiir unsere binére

verdiinnte Losung und erhalten

T,
to(po +p1,T,ni/ng) = go(T,po+p1) + RT In [go} (4.327)

to(po, T) = go(T', po) (4.328)

die natiirlich nach (4.319) gleich sein miissen

n
90(T,p0) = go(Tpo +p1) + RT In [22] (4.320)

Ich entwickle auf der rechten Seite go(T, po + p1) um py und erhalte

dgo
T.po) = go(T 9%
90(T, po) 9o(T, po) + ap

p+ RTIn[2] . (4.330)

n
p=Ppo

woraus man mit dgo/0p = vy bei Beachtung von n;/ny < 1 letztlich die
gesuchte Relation gewinnt

“RT . (4.331)

N

prvg = RT In [nO—Fm} ~ U

o
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4.10 Grenzen der phinomenologischen Ther-
modynamik

Frage 1: Sagt uns die phdnomenologische Thermodynamik, was eigentlich die
Entropie eines bestimmten Stoffes ist? = Nein: Anderungen anhand
ausgetauschter Warmemengen kénnen gut berechnet werden, aber das
ist keine direkte Antwort zur Frage. Der Nernstsche Wérmesatz deutet
die Antwort an, aber einige seiner Voraussetzungen bediirfen noch des
Beweises.

Frage 2: Ubt eine Losung ganz fein vermalener Silikat(Stein-)-Teilchen, verdiinnt
gelost in Wasser, auch einen osmotischen Druck aus? Diese Frage ist
vom Standpunkt der thermodynamischen Phanomenologie glatt zu ver-
neinen. Stein bleibt Stein (Pulver), geht keine Dissoziation oder &hnli-
ches mit Losungsmittel Wasser ein — und kann so kaum mit Relationen
idealer Gase in Bezug gesetzt werden, die nétig waren, um den os-
motischen Druck zu begriinden. Vom Standpunkt der Phanomenologie
liegt in diesem Fall ein Mehrkomponenten- und Mehrphasensystem vor
(Komponenten: Silikate, Wasser ... Phasen: letzteres fliissig, ersteres
fest).

Die mikroskopische Theorie (Brownsche Bewegung) bejaht diese Frage ein-
deutig — eine Suspension von Silikatstaub ist das Gleiche wie eine von Mo-
lekiilen oder Atomen = ein osmotischer Druck existiert:

Nmak,«kT nlNAk;T

plmakr = ‘/'0 e plLasung = T (4332)

ABER: Das Problem ist ein experimentelles - die Zahl der gelosten z.B. Salz-
molekiile in Wasser n; N4 iibersteigt um Groflenordnungen die der Steinmehl-
Korner:

Nmak’r << nl NA ~ plmak:r << plLésung

Die sich daraus ergebenden Druckwerte sind so klein, dass sie kaum mef3bar
sind.

ABER: Einstein lieferte mit der Brownschen Bewegung eine Losungsalterna-
tive, den Osmosedruck einer Emulsion = Suspension zu messen.
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Annahme (Einstein):

Existiere 3 p; Osmosedruck und I n(x) kontinuierliche Verteilung des Sus-
pensats (ansonsten wiirde der Stoff nach unten kollabieren), den wir im Fol-
genden berechnen wollen. Es sei bemerkt, dass die Grofie n(x) = dN/dV
hier nun die Teilchenzahldichte kennzeichnet, also Stoffmenge pro Volumen
(Intensivierung der extensiven Grofie Stoffmenge V).

Bemerkung: Der hier behandelte Osmosendruck héngt eng zusammen mit
Driicken, die in granularer Materie behandelt werden (Forschungsgegenstand
i.unserer Gruppe), wo die Wechselwirkungen zwischen den Teilchen inelas-
tisch sind.

Fiir die hier betrachte Suspension mége ein Osmosedruck formuliert werden
koénnen:

p(z) = n(2)kT | (4.333)

den wir jetzt mit einem Materiestrom GGW begriinden wollen.

Man stelle sich das suspendierte Pulver in einem Reagenzglas vor, welches
der Erdgravitation g ausgesetzt ist. Zwei Effekte bestimmen dort das Massen-
Gleichgewicht:

1 Diffusionsstrom ~ —g—z , der eine Folge der thermische, also statistisch
stochastischen Teilchen(Pulver)-Bewegung im td GGW ist

2 Strom, durch § verursacht ~ —mgn(x) = —o(z) g, reine mechanische
Sinkrate.

1. Herleitung: Stochastik/Diffusion

Fiir das Gleichgewicht sind folgende Massefliisse entscheidend, der Diffusi-
onsstrom (D — Diffusionskonstante) und die durch die Gravitation g verur-
sachte Drift

on

g = —D 4.334

Jaiss pe (4.334)

= —g- Li=0, (4.335)
m

die sich das Gleichgewicht halten miissen, soll eine stationére Verteilung n(x)
die Folge sein. Die Diffusionsgleichung haben wir schon bei den mathemati-
schen Hilfsmitteln als Entwicklung einer Master-Gleichung im Konfigurati-
onsraum hergeleitet.
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Das Verschwinden & = 0 impliziert, dass die suspendierten Teilchen mit
konstanter Geschwindigkeit v(R) = & im Glas sinken, die vom Radius der
Teilchen abhéngt. Die Masse eines Teilchens ist mit m(R) bezeichnet.

Nach Beriicksichtigung der Reibung (Stokes) v = 67nR und der Beweglich-
keit p=m/~y

o(R) = —6:15}% S (4.336)
fsinke = n(x)v(R) . (4.337)

Damit ist die Beweglichkeit das Verhéltnis der Driftgeschwindigkeit zur spe-
zifischen Kraft (= Beschleunigung): p = |[v(R)]|/g.
Eine stationédre Gleichgewichtsverteilung ist garantiert, wenn gilt

woraus mit den Gleichungen (4.334) - (4.337) sofort folgt

10n mg
- = 4.
n oz 6mnRD (4.339)

n(z) = n(0) exp {— 6::}9;1)} (4.340)

Ein Vorgriff auf die Statistik in Gestalt des Boltzmann-Faktors exp(—E/kT)
liefert

E magx
nwexp{—ﬁ} - exp{—%} (4.341)

womit aus Vergleich der Argumente in den Gln. (4.340) und (4.341) das
berithmte Fluktuation-Dissipation-Theorem

vD = 6mnRD = kT (4.342)

beziehungsweise die Einstein-Relation :

kT kT kT
6rn R vy Ko ( )

folgen.
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2. Plausibilisierung: Osmosedruck

Man stelle sich vor, das suspendierte Steinmehl kann wie ein Fluid behan-
delt und mit hydrodynamischen Gleichungen beschrieben werden. In der Tat
wiirde die Existenz eines Druckes

pr = n(z)kT (4.344)

schon darauf hinweisen und z.B. die Kinetik /Hydrodynamik granularer Stoffe
untermauert diese These. Wir betrachten die Bilanz der hydrodynamischen
Kraftdichten:

0 = —mn(x)g — % = —mn(z)g — kTg—Z (4.345)
n(z) = n(0) exp{—%} (4.346)

woraus ebenfalls die Einstein-Relation im Vergleich mit den oben genannten
Balancen (4.339) und (4.340) der Materiestrome fg;rr = — foink folgt

kT kT
= = — . 4.347
6mn R ¥ ( )

Hier haben wir den Osmosedruck zum Anlafl genommen, um die Briicke zur
statistisch mikroskopischen Beschreibung zu bauen. Mit der reinen Phéno-
menologie waren wir ohne Annahme einer Zustandsgleichung fiir das suspen-
dierte Material (z.B. Stein) nie zu einer Ansage gekommen — auBler es gibt
keinen osmotischen Druck fiir solche Granulate. Héatte man alternativ zur
Herleitung des Osmosedrucks in Losungen, wo wir auf die Zustandsgleichung
des idealen Gases zuriickgegriffen haben, z.B. die Zustandsgleichungen des
Festkorpers gewéhlt — es wére nur Unsinn zu erwarten. So liefert aber ei-
ne pre-statistische plausible Betrachtungsweise, ndmlich dass die Teilchen in
sehr verdiinnden Suspensionen nahezu wie die Molekiile eines idealen gases
verhalten, erstaunlich exakte Ergebnisse, die gut den Messungen standhalten.
Somit liefert erst die mikroskopisch-statistische Einsicht in die Problematik
richtige Antworten.



Kapitel 5

Statistische Mechanik

5.1 Riickerinnerung

1) Schirfe statistischer Aussagen:

mit dem Gesetz der grofien Zahl hatten wir mehrfach (iitber Kumulanten und
Binomialverteilung) gezeigt, dass die makroskopischen Aussagen iiber eine
System je schirfer werden (AX?) — N ~Y2 um so grofer die Zahl N der
betrachteten Systemkopien (Ensemble) oder auch schlicht Teilchenzahlen N
sind.

2) Konstanz des Phasenraumvolumens:

—

sowie Stationaritdat der WK-Dichten: klassisch p(I'); bzw. quantenmecha-
nisch p(]S)) (I' — Phasenraum-Klassik, |.S) — Zustandsvektor eines Quanten-
systems). Die die Stationaritit folgt aus dem Liouville-Satz bzw. Liouville-
v.Neumann Theorem. Zusammen mit der Ergodenhypothese: f ‘Zeit = (f)
— Zeitmittel = Scharmittel — sowie der Tatsache, dass

Ensemble

3) Gleiche A-priori WK:

fiir alle mAﬁ{gliChen Zusténde existieren, die einen makroskopischen Zustand
repriasentieren, kann man die

189
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4) Folgerung:

aus 1) und 2) kann man ableiten, dass die Zahl der Zusténde W ~ I' im
Wesentlichen vom Phasenraumvolumen I' repriasentiert wird. Deshalb kann
die

5) Entropie

in der Form
S=kInW « klnl'= —k (Inp) (5.1)

geschrieben werden, wobei I' das dem System zugéngliche PR-Volumen ist,
welches dem beobachteten Makrozustand entspricht.

Die letzte Gleichheit folgte aus der Herleitung iiber die Master-Gleichung —
dem H - Theorem, welches uns eine stets wachsende Funktion bescherte auch
wenn wir die Zeitrichtung umkehren. Wir werden die Gleichung (5.1) im
Zusammenhang mit den Gibbs’schen Ensemblen und auch den kinetischen
Gleichungen genauer begriinden.

Zunéchst werden wir in den folgenden Abschnitten zeigen, dass es keinen
Unterschied macht, ob man beim Anschluss zur Thermodynamik iiber die
Entropie S vom Phasenraumvolumen I',; der Zustandsdichte

or

oder auch der Zahl der Mikrozustande

o o

w=2 = (5.3)

3N

ausgeht. Die Normierung kommt oq = A3 kommt aus der quantenmechani-
schen Unbestimmtheit h = dp,dq, — die schlicht bewirkt, dass der Phasen-
raum in diese Elementarbereiche mit dem Volumen oy gequantelt ist. Vorerst
werden wir aber bei den Phasenraumbetrachtungen von diversen Konstanten
absehen — es wird sich erweisen, dass sie fiir td-Groflen in den meisten Féllen
(abgesehen von tiefen Temperaturen, wo der Quantencharakter in Erschei-
nung tritt) kaum bedeutsam sind.
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—

Zentrale Groflen der Statistik sind;  klassisch: die WK-Dichte p(I') und
quantenmechanisch der Dichteoperator ,5(]:] ). In der Klassik werden in der
Regel Phasenraumintegrale auszuwerten sein, z.B. der Mittelwert einer Grofie
f(f) als Funktion der Orte und Impulse I' = (p1,...,p3n, @1, -, @3n) Wird
(H=/[ dsy fp f; in der Quantenstatistik geht man in dem meisten Fallen zu

den Eigenwerten p(H) — p,(E,) iiber und gewinnt Summen: z.B. Ensemble-
EW eines Operators/Grofie f mit den Eigenwerten f; ergibt (f) = > p;ifi. In

beiden Féllen gewinnt man abseits vom absoluten Nullpunkt 7" > OZ die glei-
chen Ergebnisse — Probleme nahe desselben werden Gegenstand der Quan-
tenstatistik sein.

Wir werden Beispiele im Wesentlichen klassisch abhandeln, weil m. E. der
6/N-dimensionale Phasenraum immer noch leichter der Vorstellung zugéing-
lich ist, als die unendlich dimensionalen Hilbert-Zustands-Réume (was al-
lerdings letztlich Ansichtssache ist).

5.2 Phasenraumvolumen
mikrokanonisches Ensemble

Die Stationaritdat der WK-Dichten p und die gleichen a priori Wahrscheinlich-
keiten, bedeuten auch, dass die Zahl der mit dem Makrozustand kompatiblen
Mikrozustdnde W proportional dem Phasenraumvolumen AT ist, die das En-
semble einnehmen kann. Dieses Volumen werde wir jetzt genauer betrachten.

Als Beispiel soll dafiir ein abgeschlossenes N-Teilchen System dienen, welches
folgende Hamilton-Funktion

N o

H(pl,...,pgN,ql,...,qu) = Z Pi + CI)(??l,...,FN) = F (54)
i=1

2m

haben moge, wobei die durch Gl. (5.4) beschriebene 6N — 1 dimensionale
Hyperfiiche der Bereich im 6N dimensionalen Phasenraum (PR) ist, der
dem Teilchen zugénglich ist.

Die Volumenschale um die Hyperfliche (5.4), die unserem N-Teilchen-System
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zuganglich ist, lautet dann

AT = / dPNgd¥Ny (5.5)

E<H<E+AE

Wir wollen nun die Zahl der Zustande

W = o(T)AD

in diesem Volumen berechnen und gehen dabei vom Phasenraumvolumen

r = / AN gd¥Np (5.6)

H<E

aus. Das Volumen (5.5) der Schale im schmalen Energiebereich 6 £ kann nun
auch als Taylor-Entwicklung geschrieben werden

or
AT = £ AE = 6AE
OF 7oEs

(5.7)
wobei hier die Zustandsdichte o eingefiihrt wurde.

Um diese Volumina und ihren Zusammenhang mit den Energien £ und AE
zu veranschaulichen, gehen wir von einem Ensemble von N freien Teilchen
(® — 0) aus, womit aus dem Hamiltonian (5.4) der Ausdruck

3N
R* = 2mE = Y p} (5.8)
v=1

abgeleitet werden kann. In Analogie zum 3D-Konfigurationsraum haben wir
schon R als Radius im Phasenraum eingefiihrt, denn fiir das System freier
Teilchen, liegt eine 3 N-dimensionale Kugel im Impulsraum vor — die Summe
der p? definiert diesen Radius, analog zum 3D-Ortsraum R? = 22 + y? + 22
Nun werden wir eine interessante Eigenschaft des PR-Volumens betrachten,
die mit der Dimensionalitidt des betrachteten Raumes im Zusammenhang
steht. So sind die Radien der 1-dimensionalen, der 2-dimensionalen und 3-
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dimensionalen ,, Kugeln“

R
Vi = 2R = /dm’ (5.9)
R
R
Vo = wR* = 27r/d7“7’ (5.10)
0
4 R
v, = %RS - 47r/drr2 . (5.11)
0

Wenn wir die Graphen dieser Funktionen V;(r) zeichnen, erkennen wir eine
interessante Eigenschaft — die Kurven scheinen mit wachsender Dimension
v sich immer mehr an den Radius R der ,, Kugel“-Grenze anzuschmiegen. Wir
werden diese Eigenschaft nun fiir sehr grofie Zahlen v = O(N) mit N — oo
untersuchen.

Diese Analogien (5.9) - (5.11) berechtigen uns fiir das Phasenraumvolumen
(5.40) anzusetzen:

Liei = COVYYRM (5.12)
wobei das gewshnliche Volumen eines Teilchens mit V = [ &7 = [ dadydz

PR PR
bezeichnet ist. Davon ausgehend wollen wir das Volumen der v = 3N dimen-

sionalen Kugelschale der Dicke s = v/2mAFE berechnen:
Altrei = Dpei(R) — Tpei(R—5) = C(VN) [R” — (R—5)"] (5.13)

Die Kugelschale sei extrem diinn s < R = v2mkE, so dass wir schreiben
konnen

Alfre; = Tprei(R) {1 - [1_%]V}

= Tju(R) {1 ~ exp (—%V)} : (5.14)

wobei hier die Eulersche Grenzwertformel (1+y/v)” = exp (ty) firv — oo
zur Anwendung kam (y = vs/R >>> 1), dass damit die Exponentialfunk-
tion (wegen des negativen Arguments) in Gl. (5.14) vernachlissigbar ist, so



194 KAPITEL 5. STATISTISCHE MECHANIK
dass wir mit Recht schreiben diirfen
Al frei(E) = Tprei(E) (5.15)

— unabhéingig vom Wert des kleinen Energieintervalls AE. Wir werden im
Folgenden immer sehen, dass wir AF zwar aus Dimensionsgriinden verwen-
den, sie aber keine Rolle bei der Berechnung thermo-dynamischer Grofien
spielt.

Wir rufen uns noch in Erinnerung, dass v =~ 10 und wegen s/R < 1
auch y = v(s/R) < v gilt — es handelt sich also bei y um eine sehr grosse
Zahl die aber trotzdem viel kleiner als die Zahl der Freiheitsgrade v = 3N ist.

Gleichung (5.15) bedeutet mit anderen Worten, dass das gesamte Phasen-
raumvolumen unter der Hyperfliche H = E steckt. Das wiederum gestattet
sofort folgende Ubereinstimmungen niederzulegen (im Folgenden lassen wir
den Index frei weg), da Relation (5.15) auch fiir & # 0 gilt:

ar = LaporaZ —w (5.16)
OF 0o
~—~

Auch hier wird wieder sichtbar, dass die Zahl der mit dem Makrozustand
vertriaglichen Mikrozustéinde W o< I proportional dem Phasenraumvolumen
ist — und nochmal: die Proportionalkonstanten sind unwesentlich.

Fiir die Zustandsdichte o kann man unter Verwendung der Heavyside- und
Diracschen Delta Funktion schreiben

) N
o = 5 | Ny O[E—H(p,q)] =
= [ T SH ) - B) (5.17)

und werden darin spéter die Zustandssumme der mikrokanonischen Vertei-
lung erkennen.
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5.3 Das mikrokanonischen Ensemble

5.3.1 Der Ensemblebegriff

ist eine gedankliche Konstruktion einer sehr grofen Zahl N identischer Kopi-
en eines Systems. Anders ausgedriickt: Ich denke mir N/ N-Teilchensysteme,
bei denen hochstwahrscheinlich die Mikrozustédnde (Ortslagen ¢, & Impul-
se p,) alle verschieden sein werden. Es sei angenommen, die eine noch viel
grofere Zahl W > N von Mikrozustinden den uns interessierenden Makro-
zustand reprisentieren — das ist genau die Zahl, an der man in der statisti-
schen Mechanik des GGW interessiert ist.

Eine Maximierung von W o« AI' o« I' &« 0/0p, und damit der Entro-
pie S =kInW , entspricht der GGW-Bedingung fiir abgeschlossene Systeme
und liefert die gesuchte Verteilung p(q, p) bzw. den Dichteoperator (-matrix)
p mit den EW’s p(]s)) = ps).

Die Dichten p, die stationdr und damit nur Funktionen der Bewegungsinte-
grale - U = FE; Lges; Pges; N; @ ... - sein konnen, liefern dann mit der
Ergodenhypothese die beobachtbaren Groflen als Mittelwerte

T
0 — _ _ Jdrp(T) f(T)
f Ylgrc}o dtf(t) <f>Ensemble de p(r) (518)
0
Da beim abgeschlossenen System p = p, = % = po = const. gilt, spielt

nur das Phasenraumvolumen W oc Al' = g—EAE eine Rolle; welches es gilt,
fiir einen konkreten Fall zu bestimmen.

Wie am Ende des letzten Abschnittes gezeigt, wird das mikrokanonische En-
semble iiber die Energieerhaltung definiert, so dass die Verteilung mit der
Delta-Funktion (5.17) gegeben ist — also

pm = 20 (H(pog) —E) (5.19)

Statt der Delta-Funktion, die schwer handhabbar ist, bemiihen wir in den
meisten praktischen Féllen das PR-Volumen der extrem diinnen Schale (s =

V2mAE < R = +v2mEFE) um die Fliche
H(py,q,) = E
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so dass man in dieser Form das mikrokanonischen Ensembles schreibt:

{mz% V E<XH<E+AE

P = (5.20)

0 sonst ,

wobei die Schalendicke AE oc VgH (f) noch vollig beliebig, jedoch hinrei-
chend klein (AF < FE) — bei der Berechnung der Entropie spielt dieser
Energiewert keine Rolle.

5.3.2 Die Zustandssumme
muss mit der ndherungsweisen Verteilung (5.20) wie folgt formuliert werden
I = Al = cAE =W . (5.21)

Wenn man in Rechnung stellt, dass die Einheit der Delta-Funktion in GI.
(5.19) [E]™! ist, wird folgender Zusammenhang in den Einheiten zwischen
den Darstellungen (5.20) offensichtlich:

e Einheit der Delta-Funktion: [0(H — E)] = m = Faktor
~ AFE;

e mit W = o AF erhilt man Gl. (5.20).

Streng genommen, ergaben die letzten Relationen Probleme mit den Einhei-
ten, aber bei der Formulierung der Entropie handelte es sich nur um Kon-
stanten, die bei der Variation in GGW-Bedingen keine Rolle spielen. Derlei
Probleme werden mit der quantenmechanischen Abzdhlmethode vollstandig
ausgerdumt (siehe unten), m.a.W. Faktoren oder Quotienten (z.B.: 1/0) vor
o bzw. W spielen keine Rolle. Auch z.B. AFE hingt weder von N,V, E ab
und ist willkiirlich! Wichtig ist nur, was wir im letzten Abschnitt zeigten:
Das Volumen der Kugelschale kann nicht vom Kugelvolumen un-
terschieden werden — siche Gl.(5.16).

Betrachten im Folgenden im klassischen Fall immer

W=c=1 .
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Mikrokanonische Verteilung

4+ i VE<H<E+AFE
= w - -
Pl { 0 sonst (5-22)
oder
_ L S(H-FB) ~ Ls(H - B)
Pmk = = — W
(wieder W = o fiir N — o0)
Entropie
S = [ @ Tpu(—kln ) = = (bl po)
1 1
= [ d"T—(~kln—)
/ w Wilg<n<pinp
_ kW / 46N
w E<H<E+AE
(mit W = =5 i d*N pd3N7) kiirzt sich also das W im Nenner heraus
E<H<E+0E
und es bleibt fiir die Entropie die beriihmte Boltzmann - Formel:
S=—(klnp)y=FkInW (5.23)

Mikrokanonische Verteilung:
Extremalprinzip — Quantenmechanik

Gegeben sei wieder ein Ensemble (N Kopien) von N-Teilchensystemen. Es
ist zu zeigen, dass die einzelnen moglichen Mikrozusténde |s) — d. h. all jene,
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die vertraglich mit dem beobachteten Makrozustand — alle gleichwahrschein-
lich p(|s)) = ps = 1/W sind, bei Forderung einer fixen Energie £, = E = U.
Gegegeben:
(i)  Entropie S = —(klnps) = —k > psInp, < siehe Diskussion
d. Mastergleichung in Abschnitt 3.3.259

(i)  Normierung > ps =1

(iii) GGW-Bed.: 4S=0 ; 6°S<0

Die Frage lautet: Was ist die wahrscheinlichste aller Verteilung?

Sie soll durch Variationen von dp, anhand der GGW-Bedingungen (i) - (iii)
mit der Methode d. Lagrangeschen Multiplikatoren (in dem Fall einer: o
fiir die eine NB) bestimmt werden. Das lduft analog der Begriindung der A
Priori - Gleichwahrscheinlichkeiten, die in Abschnitt 3.3.1 présentiert wur-
de — das Folgende dient praktisch der Wiederholung der Tatsache, dass die
Maximierung der Entropie S (Bedingungen (iii)) den Kern der GGW-TD &
Statistik bildet.

Man erhalt nach Variation
= — Z (Inp; + 1)+ a] dp; = (5.24)

628 = —kZ(S{lnpl 1)op;} = 0 (5.25)

Da die Variation (5.24) fiir beliebige dp; gilt, muss der Ausdruck in den
eckigen Klammern verschwinden und wir erhalten

1
Eklnpi+14+a=0 = p = const.:w , (5.26)

womit die mikrokanonische Verteilung (5.22) begriindet ist.
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Entropie eines abgeschlossenen Systems - Die Zweite!

Wir kennen Boltzmanns Gleichung
S = —(klnp;) = kElnW(E)

und auch dass die Maximierung der Zahl der Mikrozustéinde W die wahr-
scheinlichste Verteilung ergeben. Die extensiven Zustandsvariablen, die den
Makrozustand charakterisieren sind

U= (E ; V ;N

Wie schon in anderen Fillen wollen wir wieder ein abgeschlossenes Kombi-
System betrachten, welchen aus 2 Teilsystemen bestehen soll. Fiir dessen
extensive Groflen muss gelten

U=U,+U;, & dUlz—dUg
V=Vi+V, & dVi=-dl
N:N1+N2 = lez—dNQ

Die Gesamtzahl aller Mikrozustéinde ergibt sich allerdings aus dem Produkt
der einzelnen statistischen Gewichte (Zahl der Mikrozusténde) der Untersys-
teme zu

Fges(U,‘/,N) XX Fl(Ul,‘/l,Nl)'FQ(UQ,‘/Q,NQ) ~ W]_'W2 . (527)

Wegen der Konstanz der Phasenraumvolumina und des Prinzips der a prior:
Wahrscheinlichkeiten ist die Zahl der Mikrozustéinde W; auch proportional
zu dem entsprechenden Phasenraumvolumen I';; was die letzte Relation in
(5.27) begriindet. Man kann sich den Zusammenhang (5.27) auch statistisch
klar machen, indem man annimmt, dass beide System nur im losen Kontakt —
also nahezu statistisch unabhéngig sind. Dann gilt fiir die Gesamtverteilung
PR PPy = V[}finw Wy /W V[/lglgloo Wy /W o Wi-Ws womit man sich den Pro-
duktzusammenhang zwischen den Groflen W bzw. ' plausibel machen kann.
Eine Maximierung der Zahl der Zustédnde ist mit der Extremalbedingung

dlI' = FQ dFl + Fl dFQ ’ (I F)
dr’ dry . dl’s
r I Iy
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gegeben, woraus man unmittelbar die Extremalbedingung fiir die Entropie
folgern kann

dS = dS; +dS; = k(dInT; +dInTy) (5.28)

womit man wieder auf den Zusammenhang zwischen S und I' gefiihrt wird.
Gleichwertige und héufig verwendete Ausdriicke fiir die Entropie sind

S = kT (5.29)
= kInW (5.30

(5.31)

= klno ; mit 0 = 9E|,_
Die Aquivalenz dieser Formulierungen folgt aus den Eigenschaften des hoch-
dimensionalen Phasenraums, bei dem das Kugelschalenvolumen und das Vo-
lumen der Kugel praktisch identisch sind (siehe Herleitung (77?)).

Die GroBen W(V, U, N);T'(V,U, N);o(V,U, N) sowie die Entropie S(V, U, N)
sind Funktionen der extensiven Zustandsvariablen Volumen V', Teilchenzahl
N sowie innere Energie U und liefern damit die Verbindung zur phinomeno-
logischen TD iiber

1 oS D
Sl 32
T’ WV yn T (5.32)

_ o8
VN oU

0(E)

V,N

5.3.3 Verbindung zum 2. HS - TD!

Die folgenden Unterabschnitte schaffen die Verbindung zum 1. und 2. Haupt-
satz der TD — und im Zuge dessen wird auch noch einmal die Boltzmanns
geniale Definition der Entropie, S kInI' |, untermauert.

e Zunichst wird der (adiabatische) Einfluss eines Parameters a unter-
sucht, der sich dann als Arbeits-Parameter erweisen wird (z.B. Volu-
men V', Magnetisierung M etc.) — der aber erst mal keinerlei Einfluss
auf die inneren Freiheitsgrade und somit auf den Warmezustand des
Korpers hat. Die innere Energie U = FE, jedoch, wird sich verdndern.
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e Im néchsten Schritt, wird beriicksichtigt, dass sich bei adiabatisch-
langsamen Prozessen das Phasenraumvolumen I'(E, N, V, a) bei da # 0
und damit auch die Grofle InI" nicht verdndert, was wiederum auf die
Entropie S o< InT" deutet.

e In einem letzten Schritt lassen wir solche Verdnderungen zu und ge-
langen zum 2. HS der TD. Damit verlassen wir aber auch schon den
Anwendungsbereich des mikrokanonischen Ensemble fiir abgeschlosse-
ne Systeme = das baut die Briicke zum kanonischen und groffkano-
nischen Ensemble.

Es wird also Aufgabe sein, den 2. Hauptsatz mit der Entropie S = [InI" zu
formulieren, folgende Entsprechung zu zeigen

dl' = odFE + 8_I‘ da = TdS =dF — <8—H>da (5.33)
da | da

wobei z.B. a das Volumen und der Mittelwert (0H/da) = —p der Druck sein
konnte.

Innere Energie & Parameter a

Die Hamilton Funktion moge neben den Phasenraumvariablen noch von Pa-
rametern H(p,,q,;a) abhidngen, wobei wir davon ausgehen, dass a nicht die
Dynamik von p, und ¢,, also die Hamiltonschen Gleichungen, beeinflusst.
Der Parameter a sollen von auflen einstellbar sein — z.B. Stempel zur Volu-
mendnderung dV, oder ein duleres Magnetfeld dB.

Da a keinen Einfluss auf die Bewegungsgleichungen haben soll — also adiaba-
tisch langsame Prozessfithrung wie oft {iblich in der GGW-Thermodynamik

. OH . 0H
=00 0 T ap,

gilt bei Anderung des Parameters ¢

Ty
dt _(9aa
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und man kann auch (wegen adiabatisch langsam) die in der Phdnomenologie
iibliche Differenzialschreibweise wéhlen

0H

Eine Anderung von a — a+ da moge in der Zeit 7 ablaufen und die
Mittelung liefert die Anderung der inneren Energie
t—‘rTaH

t

in dieser Zeit. Mit der Diskretisierung a ~ da ynd dem zeitlichen Mittel

T

t+1

OH' 1 [0H
Y s P
da T / da T
t
gewinnt man schlieflich
oH'

Dabei sei nochmals daran erinnert, dass der Vorgang adiabatisch langsam
vonstatten gehen soll: dS = dI' = do = 0, also Phasenraumvolumina seien
unverandert.

Mit der Ergodenhypothese kénnen wir fiir die Anderung der inneren Energie

schlieB3lich schreiben

—t
oH oH
dFEf = {( — da = — d 5.37
< aa’ >mk “ 8@ ¢ ( )
Fiir das Volumen als Parameter erhalten wir dann z.B.
oH oF
pdV U & p <8V> TG (5.38)

bei isentropischen Verhéltnissen: d.S = 0. Man konnte z.B. in einer Ubung
die Hamilton-Funktion mit einem Potential-Term fiir den volumenéndernden
Kolben aufschreiben und obige Beziehung (5.38) als Beispiel belegen (siehe
auch R. Becker, ,, Theorie der Warme*, Springer).
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Phasenraumvolumen & Parameter a

Der obige Ausdruck fiir die Anderung der inneren Energie (5.38) gilt nur fiir
adiabatische Prozesse dS = 0. Das bedeutet, eine Anderung des Parameters
a kann und darf in dem Fall keine Anderung des Phasenraumvolumens T,
der Zustandsdichte o, bzw. der Entropie S bewirken!
Die volle Beriicksichtigung der Anderung des Volumens I'(a)

ar or or

dr = a—Ea5E+ %0 da = odFE + %(5@ (5.39)

E

mit dem Parameter a ist Gegenstand der folgenden Uberlegungen die uns
schliellich zur Formulierung des 2. Hauptsatzes fithren wird.

Dazu muss bemerkt werden, dass wir mit diesem Schritt eigentlich schon den
Giiltigkeitsbereich des mikrokanonischen Ensembles verlassen (dI' # 0 <
dS # 0, letzteres bedeutet eigentlich, dass das System nicht abgeschlos-
sen ist) und eine Briicke zum kanonischen Ensemble schlagen. Wir wollen
trotzdem noch diese Uberlegungen im Rahmen des mikrokanonische Ensem-
ble weiterfithren. Der Grund, warum wir das machen konnen, liegt an der
Gleichheit der Mittelungen im mikrokanonischem -, kanonischem - & grof3-
kanonischem Ensemble bis auf Fluktuation der Ordnung O(1/v/N).

Dazu bestimmen wir zunachst das Phasenraumvolumen

M(E.) = [aVTOE - H(p.g.0) (5.40)
sowie die dazugehorige Zustandsdichte:
or
0= o5 = o(E,a) , (5.41)

womit wir den ersten Term in den Gln. (5.33) & (5.39) fiir a = konst. be-
stimmt hétten.

Nun brauchen wir die Volumenédnderung von I' bei Variation von a unter
Beibehaltung der Energie £ = U = konstant:

I'(E,a+da) — T'(E,a) = g—réa (5.42)
a

und gibt das Volumen im Phasenraum an, welches von Hyperflichen

(I) H(pv,qv,a) = E (I1) H(p,,q,,a+da) =E
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begrenzt wird.
Aus der Entwicklung der von (II)

OH
H(po, 0 +060) = H (s ) + | b0 = E
erhalten wir
oOH
H*<p1/7q'/7a) = F - a_ da . (5-43)
a a

Der Entwicklungsursprung H*(py, ¢,,a) # H(py, ¢, a) liegt auf einem ande-
ren Energiewert F + §F und das Vorzeichen und der Betrag der Anderung
der Hamilton-Funktion ist mit Gl. (5.43) gegeben.

Wir definieren nun das Flichenelement dF auf der Isoenergiefléiche
H(pl/7 v, a) =F

sowie einen Anderungsvektor im Phasenraum 65 || dF, dessen Betrag |63]
den senkrechten Abstand zwischen Flachen I & II mifit. Mit diesen Defini-
tionen konnen wir fiir das gesuchte Volumen auch schreiben

= or
3. dF = — . 44
/(53 d 5 da (5.44)

Nun gilt es den Vektor §5 niher zu charakterisieren. Da dieser Anderungs-
vektor senkrecht auf der Isoenergiefliche H(p,,q,,a) = E stehen soll, gilt
auch die Parallelitdt mit dem Gradienten der Hamilton-Funktion: §5|| Vi H
(Diese Tatsache in Ubung mit Hilfe des Ausdrucks fiir das totale Differenzial
zeigen). Da wir bei Fortschreiten entlang von 65 eine Verringerung von H
gemif Gl. (5.43) konstatierten, konnen wir auch schreiben

oH

a

Die Vektorpfeile wurden in Gl. (5.45) wegegelassen, da 65" || VrH gilt. Glei-
chung (5.45) gestattet nun, den Betrag ds zu eliminieren und in Gleichung
(5.46) zu verwenden, so dass man erhélt

or OH dF OH
- . = — —_— 4
5 da da / 0 TV da < 5 > o (5.46)
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H(p,q,a+ da)
H(p,q,a)

Abbildung 5.1: Zur Bedeutung von dF und 43 fiir das Phasenraumvolumen
zwischen den Hyperflachen (I) und (II).

wobei eine neue Variante des mikrokanonischen Mittels zur Anwendung kommt,
die wir jetzt begriinden. Aus der Definition

— 1 6N ——1 . .
) = x5= / de_AEJ/dFésf.

E<H<E+AE E=H

mikrokan. ZS

Die Energiedinderung AE war aber gegeben durch
|VrH|ds = AE

womit nach Eliminieren von és und Herauskiirzen von AFE fiir den Erwar-
tungswert folgt:

1 dF ;- 4 [T fO(E - H)
4 [d"TO(E - H)

Y

womit man eine weitere Form des mikrokanonischen Mittels gewonnen hat

B dr
(fy =0 /mf : (5.47)

Somit ist Gleichung (5.46) begriindet, und man kann schreiben

or _ o
8a_08a
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Im Folgenden wollen wir die gesamte Anderung des PR-Volumens aufschrei-
ben, um schliellich auf die Formulierung des 1. & 2. Hauptsatztes zu kommen:

or or
dl' = _6U adU+ % UdCL
= 0 (dU— <8—H> da)
da /|,
a_ gy <8_H> da (5.48)
o€ o Oa

Zunéchst wollen wir noch einmal die adiabatische Anderung beleuchten:

dr’ oOH 0H oH

Zur Erinnerung, Gleichung (5.37) belegt das Verschwinden der rechten Seite;
es war ndmlich dU = (0,H) da — somit ist Gleichung (5.48) im adiabati-
schen Fall korrekt.

Ob Gleichung (5.48) jedoch dem 1. und 2. Hauptsatz entspricht, wollen wir
im Folgenden untersuchen. Dazu multiplizieren wir Gleichung (5.48) mit % -

wenn dI" # 0 und erhalten mit S = kIn[" und 7"= 0U/0S
kdr kz( <8H> )
—— = = |(dU—-(— )da
Fg—g r da
0 OH
d(kInT) = 30 (kInT) - <dU— <%>da>

- ()

die Gibbsche Fundamentalgleichung:

ds = % (dU _ da <%—Z>) (5.49)

Fiir Gas & Fluide: E — U (Clausius) und p = — (%) erhilt man dann

oS
dS = Flii

1

ds
T

(AU +pdV) . (5.50)
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5.3.4 Anwendung: ideales Gas — klassisch

207

Im Folgenden wollen wir demonstrieren, dass das statistische Konzept in der
Tat beeindruckend aufgeht. Wir werden dazu die Idealgasgleichung pV =

NET aus der mikrokanonischen Verteilung herleiten.

1. Hamiltonian formulieren:

!

v 2
v

N
H<pl/7ql/) = Z 27;L = Z 9
1 1
2. PR-Volumen bestimmen:

1 3N = 13N > VN 3N >
H<U H<U

3

3. Zustandsdichte berechnen:

or ar
U ~ 0(E)

4. Entropie ausrechnen

S = klno
Zu 2.: Volumenberechnung:

I(V,UN) = VvV / 4T
H<U

mit dem Radius der Hyperkugel im PR-Raum

3N
R = 2mU| = > pl .
v=1

(5.51)

(5.52)

(5.53)

(5.54)
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Mit diesem Radius gilt es das Kugelvolumen im Impulsraum zu bestimmen
(M = 3N), bis auf Konstanten

M M
> w?<R2 > &<t
Vo(R) = C RM (5.55)

mit dem Volumen der Einheitskugel im 3N dimensionalen Raum (siehe
Ubung)

2
NT, ()

2

Cl = / dxldxM -
M
> e2<1
wobei (ACHTUNG !!) mit I'y die Eulersche Gammafunktion bezeichnet
ist (nicht das PR-Volumen). Damit erhalten wir dann insgesamt fiir die
mikrokanonische Zustandssumme (normiertes PR-Volumen)
R @mU)Z (VY (2rmU)PN2 (5.56)
RS ~ \oo/ (BN/2T(3N/2) ~ ‘

wobei, wie schon &fter angedeutet, oy = h? gilt, wie wir mit dem quanten-
mechanischen Pendant des idealen Gases unten nachweisen werden.

Zu 3.: Berechnung der Zustandsdichte, die wir formal gesehen brauchen, um
die Zahl der Zustidnde auf der Hyperkugel bei 6(H — U) zu bestimmen

3N

8F V N 3N-—2 T2
= Z —om || @mU)7T —
= v T~ [00} @mU) =+ GN)
= const. VNUZT L ox W . (5.57)

In Anbetracht der Tatsache, dass N >>> 1 gilt und man so die 1 im Expo-
nenten von U weggelassen werden kann

o = (UKO)NW . (5.58)

Auch werden wir bei der Auswertung von In W nicht weitere Konstanten
mitnehmen, die fiir die Dimensionslosigkeit des Arguments des Logarithmus
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sorgt.

Zu 4.: Entropie des idealen Gases:

S = klnW =
3N 3
2mm) :
i [y (YY) const b L (5.59)
Ty (%) %0

Wendet man des Weiteren noch die Stirlingsche Formel auf die Gamma-

Funktion I'y erhélt man
3
V (4mmU \ 2
— . 5.60

Mit einer Riickerinnerung an die Phéanomenologie erhélt man aus Differen-
ziation von Gleichung (5.60)

3
S(U,V,N) = Nk {§+1n

1 oS 0 3 3Nk
= = — = Nbk— |C; +InCo(V,N)+ -InU| = —— (5.61
T AUy, aU[ﬁn?(’Hzn} o 500
womit nach Umstellung sofort die kalorische Zustandsgleichung folgt
3
U = §Nk:T : (5.62)
Aus der Gibbsschen Fundamentalgleichung
1 P
dsS = ?dU—i— TdV (5.63)
erhélt durch Differenziation
P oS 0
= = — = — {Nk|lnV 4+ C5(N,U
T av . 8‘/{ [Il + 3( ) )]}
unmittelbar die thermische Zustandsgleichung
pV = NET . (5.64)

DAS IST IN DER TAT EIN GRANDIOSES RESULTAT — ABER
m
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5.3.5 Gibbsches Paradoxon!

Um diesen scheinbaren Makel aufzuzeigen, wollen wir die Entropie genauer

analysieren
V [4mmE 2
h3N 3N

= kNInV + konstante Terme (5.65)

3
S(U,V,N) = Nk{§+1n

wobei wir hier nur die N und V' Abhéngigkeit brauchen.

Bevor wir mit einem Gedankenexperiment beginnen, noch eine Vorbemer-
kung: Die Extensivitit von S kommt eigentlich schon im Vorfaktor zum
Ausdruck. Allerdings ist das Argument der Logarithmusfunktion auch ex-
tensiv, denn der Term in den runden Klammern ist intensiv, weil £/N eine
intensivierte Energie — ndmlich die pro Teilchen — darstellt, so dass letzt-
lich der Faktor oc V' Logarithmusargument zusétzlich extensiven Charakters
ist. Damit stellt der gesamte Ausdruck keine extensive (additive) Groflie dar.
Trotz der korrekten Ergebnisse fiir Gase etc., stimmt etwas mit diesem Aus-
druck noch nicht. Der Sachverhalt wird als Gibbsches Paradoxon bezeichnet.

Ubung: Dieses Paradoxon wollen wir anhand eines Beispiels, welches wir
schon bei Mischungen und der Osmose betrachteten (Situation wie in Abb.
4.16 dargestellt), genauer untersuchen. In beiden Kammern des Volumens
V' = V4 + Vg, welches anfianglich durch eine Wand in zwei Bereiche V4 und
Vg getrennt ist, sollen sich zunéchst unterschiedliche Gase befinden. Dann
ziehen wir die Wand heraus, die Gase mischen sich und die Entropieinderung
lautet

AS =
S(E, Vi + VB,NA) + S(E, Va+ VB,NB>
- S(EaVAaNA) - S<E7VB7NB) —

CeNan (AVEY v (YAEYEY g (5.66)
Va Vi

genau wie wir das bei der Osmose schon gezeigt hatten (beachte: V' = Ny
oder V' = nw).

Nun nehmen wir aber an, dass sich in den Kammern vorher das gleiche Gas
befunden haben soll! Dann &ndert das Herausziehen der Wand gar nichts und
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es muss
AS =0
gelten. Wir erhalten aber
AS =
S(E,V4+Vp,Ns+ Np) — S(E,V4,Na) — S(E,Vp,Np) =
kNI (VBN | (AR S (5.67)
Va Ve

exakt dasselbe wie in Gleichung (5.66) — was offensichtlich ein Widerspruch
1st.

Wir wollen die Ursache fiir diesen Widerspruch ohne grofie Umschweife nen-
nen: Sie ist in der quantenmechanischen Ununterscheidbarkeit von gleich-
artigen Teilchen eines Gases zu suchen, die die Zustandssumme (5.56), die
mit klassischen Methoden berechnet wurde (unterscheidbare Teilchen), we-
sentlich einschrinkt — ndmlich um den Gibbs-Faktor 1/N! um letztlich zum
korrigierten Ausdruck

c, VN @mU)

Rl (5.68)

ka"r -

zu fithren. Logarithmieren und mit der Stirlingschen Formel erhalten wir

dann schlieflich fiir die Entropie
} , (5.69)

wobei g = h? ist. Diese Formel, als auch Gl. (5.70) sind iiber S = kInT (+
Stirling) in den Ubungen abzuleiten. In Gleichung (5.69) ist ersichtlich, dass
das Problem mit der Extensivitit des Arguments des Logarithmus erledigt
ist, weil nun V/N statt nur N steht. Auch der Widerspruch beim Fall identi-
scher Gase ist aufgelost, denn die Entropiedifferenz zwischen den Zustdnden
vor und nach Herausziehen der Wand, wenn die Gase gleich sind, ist

V (47rmE)3/2

5
EVN) = NkJ2 41
S(E,V.N) {2+nNUO 3N

N
AS = Nk Y N 1n{%7} =0, (5.70)
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wie man bei identischen Gasen auch erwartet (Gleichung (5.70 in Ubung ab-
leiten)).

Das Verschwinden ist mit folgender Relation zu begriinden

Va+ Vg Va Vi
welche die Argumente der Logarithmen zu 1 macht. In Gleichung (5.69) steht
im Logarithmus-Argument noch die Konstante o, die wir an anderer Stelle
schon als oy = h® ,geoutet® hatten. Die exakte Begriindung folgt im Ab-
schnitt ,, Quantenmechanische Abzdhlung*.
Handelt es sich um die Mischung unterschiedlicher Gase bleibt es bei der
schon berechneten Entropieerhohung (Ubung).

Fazit: Stellt man die Ununterschiedbarkeit der Teilchen in Rech-
nungen, liefert das mikrokanonische Ensemble korrekte Ergebnisse.

Zwischenfazit: mikrokanonischen Verteilung

Wdhlg. - Verteilung:

p = 61l (pa) — U (572)

mit der Normierung

7z = /dﬁNfa[H(p,,,q,,) _ -

o o LLdmd7;
= U M—N@[U—H(pm%)] =0,

wobei O(x) die Heavyside Funktion ist.

1V x>0
O(x) :{ 0 sonst (5.73)
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Der Anschluss zur phénomenologischen Thermodynamik erfolgt iiber die
Entropie

S = klnZ = kW

0o
mitl—ﬁ—s undg—a—s
T 9U|yy T V|yy

Die Konstante oj, die den Logarithmus dimensionslos macht, wird in den
folgenden quantenmechanischen Uberegungen hergeleitet und sich als oy =
h? erweisen.

5.3.6 Quantenmechanische Abzihlung

Betrachten ein ideales Gas quantenmechanisch. Es soll in einem Quader mit
dem Volumen
V =1L

und der Kantenldnge eingeschlossen sein. Unter diesen Voraussetzungen ist
die Dynamik eines Teilchens von der Schrédinger-Gleichung (SGL) und den
dazugehorigen Randbedingungen (RB) bestimmt:

HU eq U it H b hQA (5.74)
i = cx Wi mi = 5= "5 :
2m 2m
U(0,y, 2 = Vi(L,y,2) =0 (5.75)

wobei RB’s (5.75) analog fiir die Koordinaten y und z gelten und sichern, dass
die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Teilchens d37 U~ - Uy an den Wénden
Null wird.

Gleichung (5.272) kann leicht mit einem Separationsansatz gelost werden
(siehe Ubungen), wir werden hier als Losungen einfach ebene Wellen an-
setzen

Vs = Aexp [z ki F} : (5.76)
womit wir die Energieeigenwerte fiir 1 Teilchen erhalten

o Rty S

2 2 2
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wobei V%3 = L? ist. Drei Quantenzahlen n; bestimmen den Zustand des
Teilchens, ein System von N Teilchen hat die Energie

52 3N
E, = ——=> n} , (5.78)
8SmV?2/3 —

womit der Zustand durch 3N Quantenzahlen bestimmt ist.

Beim Einteilchen-Problem ist also die Zahl der Zusténde durch die Zahl der
Punkte im positiven Oktanden, n; > 0, gegeben und ebenfalls proportional
dem Volumen

1 1 4m
o= ggrg (5.79)
mit dem normierten Radius im Energieraum
8mV?/3
2= nl+n+nl= e (5.80)

Die Einteilchen-Energie €5 hingt dabei von dem Zustandsvektor 77 = > n;é€;
ab.

Analog erhélt man fiir ein N - Teilchensystem als Radius des Oktanden und
damit als Zahl der Mikrozusténde

- (N) 1 \%4 N (27rmE)3N/2
w=vi =5 () |evameve) (581)

Ableitung dieser Grofle nach F und Anwenden der Stirlingschen Formel lie-
fert exakt dasselbe wie in der klassischen Variante, nur dass jetzt die Kon-
stante als oy = h? identifiziert ist.

Damit sind die klassische und quantenmechanische Variante der Zustandss-
umme bzw. der Entropie bis auf konstante Faktoren (Summanden) identisch
und liefern natiirliche die gleichen thermodynamischen Relationen.

5.3.7 Der Gleichverteilungssatz

Zunéchst vefolgen wir das Ziel, folgende Groéflen zu berechnen

oH oH
<Qi8qi> = <pi8pi> ) (5-82)
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Beachte: In diesem Fall (Kapitel) ist keine Einsteinsche Summe gemeint.
Um die Gleichheit in (5.82) zu zeigen, werten wir folgenden Mittelwert (des
Virials nach Clausius) aus

D) = (0 PHN
dt quz - p’L 8pz ql 8% -

und finden mit der Ergoden-Hypothese — Zeitmittel = Scharmittel, dass dieser
Ausdruck verschwindet, weil fiir eine beschrankte Funktion f(t) = p;(t) ¢;(t)
gilt:
af Y, £(1)
<a> = g fdig = fm e =0
0

Damit ist die Gleichheit (5.82) gezeigt.
Nun miissen noch die Erwartungswerte aus dem Scharmittel der mikrokano-
nischen Verteilung bestimmt werden, d.h.

<pla—pi> = aaU/d FeW-H) (pzapi> . (5.83)

Wir untersuchen zunéchst eine Komponente ¢ und integrieren partiell:

oH 0
/dpi {pza—pz} = /dpia—pi(PiH) - /dpiH =
= U [py)—pf»m} —/dpz-H(py,qy) (5.84)

wobei die Impulse in Abbildung 5.2 erklart sind. Diese Differenz in die ge-
samte 6N Integration eingebunden ergibt

, OH
6N . el _
/d TO(H U){ngpi}
_ U/d6N1f [pg”—pg”)} - /dGNfH(py,qy) . (5.85)

wobei d*N T [pzm — pgm} als differenzieller Zylinder der Lange [pz(j) — pEII)}
und der Grundflsiche d®¥~'T aufgefasst werden kann. Ein Analogon im Orts-
raum: dady(z; — 2o) ist eine rechteckige, infinitesimale Sdule, die integriert
iitber x und y das Gesamtvolumen des betrachteten Bereiches ist. Aus glei-
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Y

D;

Abbildung 5.2: Die Skizze skizziert die Integration in Gl. (5.84), bei der die
Summation {iber alle Zylinder das gesamte PR-Volumen I ergibt.
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chem Grund ergibt das erste Integral in (5.85) die Summe aller moglichen
Zylinder in der Hyperkugel > p? = 2mU = 2mE und damit das gesamte
Phasenraumvolumen I' (siche Abb. 5.2):
U / d5N-1T [pm —p(H)] =UT .

Die Ableitung dieses Ausdrucks nach der inneren Energie (gemafl Gl. (5.83)
— der Definition des EW’s) ergibt

1 0 r

-—0r') = — U . 5.86

—ap T = — (5.86)

Fir die Ableitung des 2. Integrals kann mit Hilfe der der Definition des
mikrokanonischen Erwartungswerts geschrieben werden:

_é%/d(ﬂvf@(H_U)H(pwqy) -
—%/dGNf‘H(py,qy)é(H—U) = (H) = ~U (587

Zusammen mit Gln. (5.86) (5.87) gewinnt man fiir den gesamten Erwartungs-

wert
OH T T
<py—> = —+U-U = . (5.88)

Mit den Definitionen der Entropie S = kInIT" und der Temperatur % = #
lautet letztlich der Gleichverteilungssatz

OH

Hierbei steht x; stellvertretend fiir alle Phasenraum-Koordinaten. Die Ha-
milton Funktion hat meistens die Gestalt

H(p,,q,) = T(p,) + Vig)

wobei die kinetische Energie T' eine quadratische Form der verallgemeinerten
Impulse p, was auf den Ausdruck was mit Zahl der Freiheitsgrade f = 3N
auf eine Form des Gleichverteilungssatzes fiihrt:

oH
; Py

— o = (T) :<v>:f%T . (5.90)
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Mit anderen Worten, jedem Freiheitsgrad kommt im Gleichgewicht im Mittel
die Energie kT'/2 zu.

Mikrokanonische Verteilung fiir abgeschlossene Systeme
Reproduziert:

1. thermische & kalorische Zustandsgleichungen
2. Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung

3. Arbeitsleistung / 1. & 2. HS + adiabatische Invarianz I" = const. fiir
aTl

Aber: Alle Systeme sind eingebettet in Umgebung; Wérmebad (Skizze) <
konsequente Beriicksichtigung des Warmeaustausches fithrt zum kanonischen
Ensemble:

5.4 Das kanonische Ensemble

5.4.1 Plausible Herleitung

Das Liouville-Theorem belegt, dass die Wahrscheinlichkeitsdichte p(I") ein
Integral der Bewegung und somit wiederum eine Funktion von Bewegungs-
integralen sein muss

= p(f) — f(Integrale der Bewegung) = f(E, L,p, N, ...) .

Wegen Homogenitidt und Isotropie des Phasenraumes kommen gerichtete
Grofen wie Impuls p und Drehimpuls L nicht in Frage, aulerdem lassen wir
vorerst keinen Massenaustausch zu: dN = 0. Damit bleibt nur die Energie F/
bzw. U als Bewegungsintegral. Man stelle sich wieder ein Kombisystem vor,
welches aus den Teilsystemen mit den Energien E; und E5 bestehen moge,
die untereinander im schwachen Kontakt sein sollen (siche Abb. 5.3)
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Abbildung 5.3: Zusammengesetztes System zur Ableitung der kanonischen
Verteilung.

Die Betonung auf schwachem Kontakt legt eine nahezu Unabhéngigkeit bei-
der Teilsysteme nahe

p(E) = p(Ex) - p(E2) (5.91)

Um die Additivitdt der Energie F = F; + FE5 auch fiir die WK-Dichten zu
erreichen, betrachten wir deren Logarithmen

Inp(E) =Inp(Er) + Inp(Es) .

Wir wahlen den Ansatz

1
Inp(E) =1In 7 BE (5.92)
womit man fiir die Verteilung (hier Quantenformulierung) schreiben kann:
1
p(E,) = 7 ©XP (—BE,) (5.93)

wobel die Zustandssumme mit

Z = exp(—PBE,) (5.94)
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gegeben ist. Im klassischen Fall miissen statt der Summen Integrale geschrie-
ben werden und man erhélt

il

o) = - exp [~ 5H(T)] (5.95)

wobei die Zustandssumme (ZS) mit

7 = / dNT exp [—BH(f)] , (5.96)

PR

wobei bei Beriicksichtigung der Phasenraumquantelung und der Ununter-
scheidbarkeit der Teilchen das Phasenraumelement die Gestalt hat
AT =

1
del“'dp?w'dfh'“dquv

5.4.2 Verbindung zur Thermodynamik
Zunichst erinnern wir uns der Gibbs-Helmholtz Differenzialgleichung

oF
F=E+T— 5.97
+To5 (5.97)
und werden sehen, dass die kanonische ZS (5.94) und (5.96) den Schliissel
zur Thermodynamik in sich bergen und damit die freie Energie I’ formuliert
werden kann.
Dazu fithren wir folgende Differenziationen aus:

%Z_Z:%lnzz_%;m%ﬁii:—ﬁ; (5.98)
I T
und
é%mzz—a% (%)E:% | (5.99)
Andererseits werten wir folgende Ableitung
kT?E

Tor kTInZ] =Tk -InZ + (5.100)

kET?
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aus und setzen an
TorF =F —E=-Tor[kTInZ] . (5.101)

Vergleich mit Gl. (5.97) und Erinnerung an die Relation 0pF = —S liefert
schliellich die freie Energie:

F=E-TS=-kTlhZ . (5.102)

Andere Formulierung der kanonischen Dichte:, bei der die ZS durch
die freie Energie ersetzt wird. Die Beziehung

F 1
S = —hZ=In-
KT . N7
E F—E
mp = —InZ — =2 = _— =
npe ! KT KT
fithrt direkt zu:
p(E,) = e 7™ (5.103)

Das kanonische Ensemble (5.93), (5.95) bzw. (5.103) kann mit Hilfe der mi-
krokanonische Verteilung eines Kombi-Systems in einer strikteren Weise her-
geleitet werden, was im Folgendem gezeigt wird.

5.4.3 Extremal-Herleitung

Wir wollen uns im Folgenden der Quantenmechanik zuwenden — obgleich die
Aussagen zur Klassik, aufler fiir extrem niedrige Temperaturen (siche Quan-
tenstatistik), identisch sind. Gegeben sei der Zustand des Systems mit dem
ZS-Vektor |s), dem zugehorigen Dichteoperator > |s) ps (s| und der dazu-

gehorigen Energie E.

Entsprechend der Kontaktbedingungen mit der Umgebung wird ein System
im GGW durch Extrema bestimmter td-Variablen charakterisiert. Zum Bei-
spiel gilt

e abgeschlossenes System: S = Maximum der Entropie
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Abbildung 5.4: Skizze des Gesamtsystems aus den zwei Teilen mit den ent-
sprechenden Entropien

e thermisch offenes System: F© = Minimum der freien Energie

e thermisch & stofflich offen: ® = FF — G = —pV = Minimum des
grof$kanonischen Potenzials

Zunichst wollen wir das Minimum von F' fiir thermisch offene Systeme kurz
(in Wiederholung) begriinden.

Riickerinnerung: td.-Potentiale

Gegeben sei ein Kombi-System
So =85 +8 = S(U)+ SU,x) (5.104)

wobei x eine interne extensive Variable des Systems unseres Interesses ist.
Die anderen Variablen, wie z.B. N und V sind zunéchst nicht von Interesse
(keine Arbeits- und Materieaustausch) und werden nicht mitgeschrieben.
Beide Teil-Systeme S & S’ sollen sich im Gleichgewicht befinden — es gilt
demnach

298" 98" 1 0S8 0S

OE oU' T 9U OE
Das Gesamtsystem S & S’ sei abgeschlossen = 05y > 0, das Ungleichheits-
zeichen gilt, wenn interne Zustandsdnderungen ablaufen.

98" S oS
050 = 550U + 520U + == i
1 as _ 8S

oUp=0
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Das Umgebungssystem wirke als Thermostat — Wérme- und auch Ener-
gieausstausch zwischen den Teilsystemen gewéhrleistet GGW und es soll
T = konst. gelten.

Fiir die Anderung der freien Energie F' = U — T'S unseres Teilsystems gilt
dann:

oS oS
0F = oU-T (%5U—i— %§x>
T oS
S O0F = —Ta—S5x <0 . (5.106)
ox
Da wir ein Anwachsen der Entropie vorauszusetzen ist

05

%5.% > 0

muss die freie Energie bei diesem Prozess abnehmen — im GGW nimmt F
also ein Minimum an.
Zuriick zur Statistik (Quanten-Herleitung)

Unter dieser Voraussetzung und mit der Definition der inneren Energie U =
> E(s)p(s), der Entropie S = —k > p(s) Inp(s) lautet die freie Energie

F=U-TS= Zp(s) [E(s) + kT Inp(s)]

wobei die Normierung als Nebenbedingung beachtet werden muss
d p(s)—1=0 . (5.107)

Zu variieren sind nun die Besetzungszahlen p(s) — die Eigenwerte des statis-
tischen Operators bzgl. eines reinen (!) Zustandes |s) fiir p(|s), hier mit dem
Index s gekennzeichnet. Damit erhédlt man inkl. dem Lagrange Multiplikator
a und Nebenbedingung die Variation

OF — 0o <& [Z p(s) — 1] ) = Z (E(s) + kTInp(s) + kT — «) dp(s) = 0(5.108)

s
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Da diese Relation fiir alle dp(s)-Variationen gelten muss, ergibt sich

—F
E(s)+kTInp(s) + kT —a=0 < Inp(s)+1= ak—T(s) (5.109)
Womit unmittelbar die kanonische Verteilung folgt:
« E(s)
p(s) = exp (k:_T —1- k:_T)
1 E(s)
= - €xp (— T ) (5.110)

z = Y e (5.111)

S

die natiirlich die plausible Herleitung bestétigt.

5.4.4 Herleitung aus mikrokanonischem Ensemble

Wir betrachten wieder eine Systemkomposition S & S’ (Entropien); Ey =
E + E' (Energien) — und bezeichnen hier beide Teilsysteme mit 3 und 3.
Das System unseres Interesses soll sehr klein gegeniiber dem Wéarmebad X'
sein, woraus folgt
E E’

Beide Teilsysteme sind im thermischen Kontakt: 77 =T} = T und im GGW,
E; kann fluktuieren — Bedingungen, wie wir sie auch bei der vorigen Her-
leitung verwandt haben. Nun wissen wir, dass man Verteilungen reduzieren
kann, indem man {iber Freiheitsgrade, die nicht von Interesse sind (hier die
des Warmebades Y'), integriert. Dementsprechend lautet fiir die Energiever-
teilung unseres Systems

p(E) dE ~ dI'(E) / Ar'(E)§(H — E' — E) ~

~ dE / dE'6(By— ' — E) o' (E) o(E(s)) . (5.112)
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Nach Integration erhélt man

p(E)dE < dEo' (Ey—FE) o(E) (5.113)
T/
=p(E) ~ o' (Ey—E) (5.114)

Der rechte Ausdruck ist gerechtfertigt, da o(E) oc E3N/? eine rapide wach-
sende Funktion von E ist und fiir die Argumente gilt: £/E" < 1, womit der
Faktor o(E) kaum ins Gewicht fallt.

Nun entwickeln wir den Logarithmus In p(E) und erhalten:

Olno(FE
kno(Fo— B) = klnog—k 20EN g
OE" |,
E
Ino(Ey— FE) = t. — —
no(Ey ) cons T
womit man schlielich nach exponenzieren schreiben kann (qm-Formulierung)
_ ! £, (5.115)
b= 7 %P\ "kr ‘

Z = ) exp (—%) : (5.116)

Obige Formulierung repriisentiert den quantenmechanischen Fall. Fiir die
Klassik — inklusive Gibbs-Faktor — gilt analog

p(I) = %exp {—%} (5.117)
7 = hsj\lfN!/dGNFexp {—%} (5.118)

oder mit F' = —kTIn~Z
o(T) = exp [

Korrekturterm: p(E) ~ o(E)o'(Ey — E)

F-Hp.g) q)} (5.119)

kT

E(s
klno’ = klnoy— ;>
, = B(s)

=0 = (e *7

= p(E) ~ o(E)e i
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Abbildung 5.5: Skizze der Verteilung (Herleitung kanonisches Ensemble)
A

p o'(Ey — E)
: J(E)

S
k

NR: klnc=S&o=c¢

S
k

(&

Sl

p(E) ~e (5.120)

Siehe dazu die Skizze in Abb. (5.4.4).

5.4.5 4. Methode: Boltzmann-Planck / Abzihlmetho-
de

Hier wird die Gibbsche Ensemble-Theorie aufgegriffen, d.h. es seien N gleich-
artige N-Teilchensysteme gegeben, die sich auf Zustandsbereiche im Phasen-
raum bzw. im Energiespektrum FE; verteilen mAﬂIgen. Die Teilchenzahl N
aller Systemkopien seien gleich.

Frage: Welches ist die wahrscheinlichste Verteilung der p; = % 7

Methode der Beantwortung:
S =kInW = Maximum + Nebenbedingungen (5.121)

Nebenbemerkung: Wir werden der Methode auch bei der Erarbeitung der
Quantensysteme den Vorzug geben. Alternativ bleibt die Minimierung von
td.-Potentialen F, G, F — G, ... fiir thermisch offene, thermisch offene mit Ar-
beitsterm bzw. fiir thermisch und stofflich offene Systeme in Verbindung mit
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Abbildung 5.6: Vorstellungshilfe fiir die Verteilung der identischen Systeme
(Punkte) auf die Zustandsbereiche / Boxen

[ ]
o o [ ] o000
Ey Ey E;
7’L1:2 ’ngzl n3:4

den Nebenbedingungen fiir mittlere Energie, Teilchenzahl sowie Normierung
der Verteilung.
Kombinatorik:

N!

i

W(nl, No, ) =

L We= ) W(ni,n,,...) (5.122)

ni,me,...

Folgende Nebenbedingungen miissen erfiillt sein:

=N = > p =1 (5.123)

W, = Zahl aller Mikrozusténde des Ensembles die mit dem td-Makrozustand
vertraglich sind. IM GGW hat S = [In Wy = ein Maximum. Die Maximie-
rung von

klnW(ny, no,...)

inklusive der Nebenbedingungen ist allerding dquivalent dazu.
Wir vereinfachen die Fakultdten mit der Stirling-Formel:

|
InW(ny,ng,...) = lnH A—/’;:lnN!—Zlnni!

~ NlnN—N—Z(nilnni—ni)

= N 1HN—N+N—Znilnni

const. 7

wobei nur die Terme mit n; wesentlich sind:

InW ~ — an Inn; . (5.125)
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Die Variation von n; liefert

5(ZniEi>—5<Zm>—0:>6(an Zénzlnnl—l—l—ﬁE ) =0 .

Wir haben Variation inklusive der Nebenbedingungen mit Lagrangemultipli-
katoren durchgefiithrt und erhalten schlielich

5<1nw+gzm_yzm> _
=Inn;+1+pE - = 0
= n, ~p; = const.e PFi (5.126)

Mit der Zustandssumme Z lautet die Verteilung

1

pi = - exp(=fE) (5.127)

Z =Y exp—fE (5.128)

i

wie auch schon die anderen Herleitungen ergaben.

5.4.6 Nochmal: Verbindung zur TD

Die Minimierung der freien Energie inklusive der mit Lagrange-Multiplikatoren
[ erweiterten Nebenbedingen ergab

Ps = Z_le—ﬁEs

Wofiir steht der Multiplikator 87
Wir wissen (hoffentlich):

S = k (In ps) :—kZpslnps

= —kY _p(-InZ—BE,) =kBU + kIn Z (5.129)
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Die letzte Relation, verglichen mit S = (U — F)/T, legt schon nahe, dass
B = 1/kT und die freie Einergie I’ = —kT'In Z lauten miissen. Die definitve
Antwort gibt aber die Temperaturdefinition:

95 _ 1.0 k0203
“ou T MMt Zzesa0
03 95 1

1

Dies ist in volliger Ubereinstimmung mit den anderen Ableitungen des ka-
nonischen Ensembles:

ps ~ [(Fy— Es) = klnl'(Ey — E)

oS 1
= — —| E,£..0(—=
& dE|, " oy
1
= klnpy, ~ SO—TES...
S _Es 1
:>ps ~ eke kT:>6:—

kT

Thermodynamische Relationen: sind uns wie folgt aus der Phénome-
nologie geldufig:

1§ =-9%
2. 5= © F=U-TS .

Um die Briicke zwischen dem kanonischen Ensemble und der Phéanomenologie
zu schlagen, bilden wir formal die Ableitung:

0 107 op
— (KTInZ) = klnZ+kT- —— —
oT Z 0p oT

=(BE)=-U ==z
kT ET'InZ +U
= InZz =
klnZ + l{;TQU s
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Wenn wir F' = —kT In Z als freie Energie identifizieren, erhalten wir
(E) - F
T

womit man durch Umstellen in der Tat Legendre Transformation fiir die freie
Energie wieder erkennt

S =0y (kThZ) =

F=(E-TS§ =U-TS , (5.130)

wie es schliefSlich auch sein muss.

5.4.7 Zusammenhang kanonisch - mikrokanonisch

Das Kanonische Ensemble liefert gleiche Ergebnisse, wie das mikrokanoni-
sche. Ursache:
Wahrscheinlichkeit fiir Mikrozustand - kanonisch (ohne Gibbs Faktor 1/N!):

|
dp = 555 exp[-fH(q,p)] AT

Grundpostulat der Statistik: Ausdruck dp ist konstant fir H(q,p) = E =
const. eine fixierte Energie.
Frage: Wahrscheinlichkeit das System im Intervall [E, E + AFE] zu finden:

1 o
dp(E) = Wexp[—ﬁE] / dNT
E<H<E+dE

In dieser Gleichung driicken wir das Volumen der Schale im Phasenraum
(Integral rechts)

=dp(E) = % exp [—SE] @ dE

Die Normierung

/dEp(E) ~ (5.131)
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ergibt schliefflich die Zustandssumme in der Energieabhéingigkeit:

Z = hiN AT exp [-BH(p,q)] = hiN /dEa( )exp[—BE] (5.132)

mit der ebenfalls die freie Energie F' = —kT In Z und die anderen thermo-
dynamischen ZG’s ausgerechnet werden kénnen!

Mit diesen Manipulationen und der Zustandssumme (5.132) ergibt sich schlie3-
lich die WK-Dichte bzgl. der Energien

o(E)

p(E) = exp (—AE) (5.133)

die direkt auf die Quantenmechanik iibertragbar ist — vorausgesetzt die Zu-

standssumme (5.132) enthilt nun den Gibbs-Faktor: =y — v

5.4.8 Fluktuationen im kanonischen Ensemble

Wahrscheinlichkeitsdichte fiir System mit Temperatur 7" = const. ist gegeben
mit:

o) = P exp(- ) (5.134)

und mittels Kurvendiskussion gewinnen wir einen Ausdruck fiir das Maxi-

mum: 5 "
o9 _ (99 _ —BE _
0E  Z <8E 05> ‘ v
-0
1 do 1
oder anders 0S5 k Oo 1
2 =22 =kf= 1
=~ 9B, "eoE|, =7 (5.136)

wie es sein muss — und somit ist E, ist das Maximum der Verteilung mit
E.=(E)

= ( /dE E-o(E)e " =—-_"(In2)
0
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mit 5 = % und F' = —kT'InZ

Oy _ O (FN_0T0 (F\_0 (1
=502 = 3 (ir) = 55ar (ir) = 5 (35
1 0 F l{:TQ(‘?(ﬂ)

KB2OT KT~k oT \kT
OF 1
= F_Ta_T_E Epi=(E)=U

Beruhigenderweise ist dies auch so, wie es sein soll: £y = U = F 4+ TS wobei
Ey die freie mikrokanonische Energie ist.

Breite der kanonischen Verteilung

(AR?) = (B%) = (B)*

aU 8?
B 552

(AE7) = RE
orou 1 oU

0B OT — kB2 T

oT VN

AE? VET?Cy
= <<E>> — kUCV;CVNN;UNN
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(AE?) 1
Y~ O(—= (5.137
So ist iiber die kanonische Verteilung
o(F
p(E) = 28 exp(—pE) (5.138)

7
wieder der zentrale Grenzwertsatz im GGW gezeigt worden, wie wir es schon
am Anfang der Vorlesung iiber die Gaufl’sche Verteilung zeigen konnten.

Mit der kanonischen Verteilung

1 _Héz;q)
= —e
P=z
1 6N _ H(p,q)
= oy [ 4T
kann man ebenso Zustandsgleichung des idealen Gases iiber F' = —kT'In Z; p =

—3—5 herleiten. Gleiches gilt fiir den Gleichverteilungssatz womit man wieder
erhélt:

H
pV = NkT; U = §]\U{T; xi—a = kT

Zugang zur Thermodynamik ... wieder Mittelwerte:

Z A;ePE: ]
ZAlpl— e s b= (5.139)
oder klassisch:
(4) = ﬁ / VT A(p, q)e "5 (5.140)

hohere Momente:

= Z Ap; (5.141)

Soviel nochmal zur Wiederholung!
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Nachtrag zur Herleitung der kanonischen Verteilung

Frage: Warum gilt p(F) ~ o'(Ey— E)? Das ist ja die Zustandsdichte (Pha-
senraumvolumen) fiir das Wérmebad.

Antwort: Wir bezeichnen die Teilsysteme des Kombisystems mit Indizes
1&2, E0:E1+E2
Suche p(1); Mittelwert:

[ dTydTyp(1,2)A(1)
[dTdlep(1, 2)

JdTip()A()
JdTip(1)

(4) =

weil p(1) = [ dTsp(1,2)
Gesamtsystem (1,2):

1l F-§fE<H<E
p<1,2):{(‘)4/0’ 0B < H <

Fiir die Gesamtenergie gilt F — 0F < F; + Ey < E und man betrachte F;
——

Eg

; sonst

fix: p(1) stationéar; p(1) = p(E4)

. 1 H=FEy—E1 N

WO Ey=H=FEq—FE1—6FE
1

= (Ty(E — Ey) —Ty(E — Ey, — 6E))

p(Ey) ~ Differenz der Phasenraumvolumina (Wérmebad) mit den Argumen-
ten (Ey — Ey) & (Ey — Ey — 0F)
Aber: Warmebad (2) ist durch viel hohere Freiheitsgrade charakterisiert und
damit konnen wir entsprechend dem vieldimensionalen Kugelvolumen schrei-
ben

Fg(EO — El) >>> FQ(E —F — 5E)
und damit

1
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womit klar wird, warum die WK-Dichte der Systeme bzw. deren Besetzungs-
zahlen durch das statistische Gewicht I'o(Ey — E1) des Wéarmebads charak-

terisiert werden:

p(Es) = P/(EO - ES) ~ OJ(EO - Es) (5143)

5.5 Grof3kanonisches Ensemble

Wir betrachten wieder ein abgeschlossenes Kombisystem, bestehend aus Wérme-
bad & betrachtetes System, zwischen denen Wérme & Teilchen ausgetauscht
werden konnen. Wieder sei das betrachtete Untersystem viel , kleiner® als
das Warmebad bzw. das Gesamtsystem:
Ng = N-'-N/ ) E0:E+E/
N FE
it —; — 1 5.144
mi N, F < ( )

was impliziert, dass gilt Ny ~ N’ und Ey ~ F'.
Abbildung 5.7: Das Kombisystem mit Wérme- und Teilchenaustausch

0Q

S/
N

Genau wie bei der Herleitung des kanonischen Ensembles erhélt man die
Wahrscheinlichkeiten (Dichten) durch Reduktion der Dichte (6(H — E' — E))

des Gesamtsystems

p(E,N) ~ I'"(Ey— E,N—N) ~ ¢'(Ey—E,N—N)  (5.145)



236 KAPITEL 5. STATISTISCHE MECHANIK

die nur durch das Phasenraumvolumen des Wiarmebades bestimmt ist (siche
Abschnitt 5.4.8).

S(EO—E,NO—N) = k‘an’l(Eo—E,NQ—N)
Entwickl. E 85
W Gy — = — ==
T 9N|,
E o
= Sy—-=+2N
T tT
N-—E
kInp(E,N) ~ klno = p ~ exp (“ T )

= exp{—B(E —puN)} ,

womit wir im QM Fall bei gegebenem Spektrum FE; fiir die Grof3}kanoni-
schen Verteilung schreiben konnen:

1
p(E;, N) = v P {-B(E; — uN)} = pi v (5.146)

Hierbei ist Y die grofle Zustandssumme die aus der Normierung
Y opi=1 (5.147)
i,N
folgt:
Y = ) exp{-B(Ei—pN)}
N

— iexp{uﬂN}-Z = ix’-z (5.148)
N=0 =0

Die Summe [ liuft iiber die Teilchenzahl ... A = e ist die Fugazitiit.

Fiir die klassische Variante der Grof3kanonischen Verteilung folgt analog:

o(T,N) = %exp{—ﬁ [H(f)— MN” (5.149)

Y = i: h3]3N! /d6Nf exp{—ﬁ [H(f)—,uv” . (5.150)
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Beispiel: N ununterscheidbare unabhéngige Teilchen: Die Hamilton-Funktion
ist als Summe darstellbar:

1
panV ZH = % ;pz

womit die Exponentialfunktionen in Z (V) faktorisieren — und der Fugazitéts-
term AV = PN erscheint sowieso schon als Faktor und man kann deshalb
schreiben

= M (5.151)

eine Relation, von der wir im Folgenden noch des Ofteren Gebrauch machen
werden.

5.5.1 Grofl)kanonische Verteilung und die Thermody-
namik

Ausgehend vom groflkanonischen Ensemble (quantenmechanische Formulie-
rung)

pin = Y exp{—BE; +aN} (5.152)

— bei der wir hier mal die Lagrange Multiplikatoren noch als unbestimmte
Parameter o und [ belassen (hier zeigen wir, dass @ = pu/(kT) und g =
1/(kT) ist) — ist die Entropie wieder formulierbar

S = —k{lnpn)=—k Z pi,N Inp; N

i,N
womit man erhalt

S(e,8,V) = —kY pin(aN —BE;—InY)
i,N

— —k;o;(N) + kB(E) + kInY(a,3,V)
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a) Mit dem von (E) = U unabhingigen o kann durch Differenziation die
Temperatur gewonnen werden:

1 08 ap 190Y 0p
= = — = —k k=— — + k
T~ v o trEyazan T
——
—U
ap 1
= k%(U—U) + k,é’—?
womit wir den Ausdruck fiir 8 wieder bestétigen
1
g = T (5.153)
wie es sein muss.
b) Zum Multiplikator a:
! oS O« Jda koY
—= = ——=—-ka—k(N =—
T T o R EN e T v da

oo 1
= —ka—kmww—(]v)) =T

So wiren die beiden Multiplikatoren thermodynamisch begriindet:

7 1 «
= — ; f=-—=— 5.154
S R (5.154)
Wir setzen nun a und 5 in S(a, 5,V) ein und behalten Gibbs-Duhem im

Blick:

S(T,V,(N)) = —% (N) + % +EkIny

& —kTlhY = U—TS—pu(N)=2a

Somit haben wir das groflkanonische Potential ® definiert, mit der passenden
Zustandssumme:

® = F—G=—kThhY ( =—pV) (5.155)

Y = e = m (5.156)
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Die groflkanonische Verteilung lautet damit letztlich:

®—B;+uN

piv = e *r; (diskret)

®—H(p,q,N)+pN

p(p,q, N) = e *# ; (klassisch)

Phinomenologie — groflkanonisches Potenzial
Wir hatten selbiges definiert als:

b=U-TS —uN = F - G
oder in differenzieller Form:

dd = dU —TdS — SdT — udN — Ndu
= —pdV — SAT — Ndu

womit man folgende Relationen formulieren kann:

0P oo oo
p__W’ S__8_T’ N——%

239

(5.157)

(5.158)

(5.159)

(5.160)

5.6 Einfache Anwendungen der Verteilungen

5.6.1 Gleichverteilungssatz — Die Zweite

<ngTIi> = kT zu zeigen mit <q,,§7}5> = <pu%—ljy>

kanonische Verteilung (z.B. fir H =) %):
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Tabelle 5.1: Zusammenstellung der Ensembles

Ensemble Verteilung Potential & Zustandssumme Relationen
p(p,q) = p(E)
abgeschlossen Entropie S = kInW = klno — k (lnp;)
% E<H<FE+AFE
H=FE=E = 658 >0; 652 <0
0 :sonst
mikrokanonisch Z~o=[d"T6(H - E)
. S(H=E)
freie Energie ' = —kT In Z
- _ OF. _ OF
thermisch offen Uy , —p=29L, —5=29F
pi_Ze € kT (U:—%IDZ>
kanonisch U= —% InZ
7 =3 e Pri
mech.& therm. offen R
o freie Enthalpie G = —kT'InY
kanonisch Di = %6_ R . x o V= %—fj; S = —?,—?
Y — fdv€_ﬁ(Ei+pv) — fe_ﬁpVZ(ﬁ>
erweitert 0 0
thermisch
groffkan. Potenzial ® = —kT'InY (N) = _g_‘b
m
&
pi(N) = Le AE—mN) d=U~-TS—pu(N)=F —G=—pV p=—22
materiell offen
Y — Ee_ﬂ(Ez_MN) S — _6_@
iN or

grofkanonisch
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oI 1 OH
IHN o [N [ a3y, s —BH
<p Zapi> Zh3N N / 4 / Pv Pig, €

1 5
_ g, /d3N s - (e=PH
h3NN!ZB/ ] PPy, (e )

g

partielle Integration dpi

1 3N _BH1® 13N-1
- _h3NN!25/d q”/Lpie o &

—0; Impulsraum

1 6N+ —BH 1
. T A
+Zﬁ/d e 75
1
= —=kT
B

In einer (simplen) Ubung soll man zeigen, dass das Gleiche auch fiir {g;0;H )
gilt. Damit erhélt man wie in der Mikrokanonik:

OH
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Abbildung 5.8: Das Hantelmolekiil
J

s

o-® :

5.6.2 Wirmekapazitit /spezifische Wirme
Ideales Gas — Zweiatomige Molekiile

Wir betrachten im Folgenden ideale Gase bestehend aus Molekiilen mit in-
neren Freiheitsgraden f > 3

2
H=S L2,

i2m

wobei nach dem Gleichverteilungssatz jedem Freiheitsgrad f die fixe kineti-

sche Energie:
p? KT
2m/ 2

zukommt.

Zweiatomiges Gas - klassisch

Der Gleichverteilungssatz der Energie gebietet uns, nach der Zahl der Frei-
heitsgrade f zu suchen, um Aussagen fiir Warmekapazitéit in bestimmten
Teperaturbereichen zu machen:

a) Schwerpunkttranslation: 3 Freiheitsgrade (f = 3)
b) Rotation um ¥ und ¢ (f = 2)

c) Vibrationen des Molekiils (bezogen auf Schwerpunkt: f = 3)
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Vibrationsfreiheitsgrade sind dquivalent zur Theorie der spezifischen Warmen
der Festkorper, die im néchsten Abschnitt folgen und wird deshalb hier weg-
gelassen. Die Lagrange-Funktion lautet in dem Fall

E(QV?QV) =T7T-U=1T = Erans + Trot + Tvib

wobei die kanonisch konjugierten Impulse lauten:

oL
= 162
D a4, (5.162)

womit man dann die Hamiltonfunktion (Einstein-Summe)

H(py,q,) = pudy — L(q0,d0) (5.163)

Wir betrachten hier die Anteile der Translation und Rotation in der Lagrange-
Funktion £. Mit dem Trégheitsmoment der Hantel (jede Masse misst m; =
my =m/2) © = m R3 (oder auch: © = mzD? mit der Effektivmasse meg =
mmz - Hantelabstand: D = 2Ry) lautet der Rotationsanteil der Lagrange-

mi+msg ’

Funktion:
C) O /. )
Loy = 5 (w; + w?g) =3 (192 + sin? o - <b2> , (5.164)
und damit die gesamte Lagrange-Fkt.:
_m PR aY L2 g 02
c_Ein+5<z9 —1—sm19-qb> (5.165)

Die kanonisch konjugierten Impulse lauten:

_oc oc ) 0L s
= % 819_@19,p¢—a¢.5—@sm19¢,

Da; = mi; ; py =

womit fiir die Hamilton-Funktion geschrieben werden kann:

3 2 2 2
‘ p
LA R .

H = L —
“2m 20 20 sin? ¥

- Utrcms + Urot (5166)

1=

und man identifiziert wieder 5 Freiheitsgrade a je %kT pro Molekiil, fiir
geniigend hohe Temperaturen und die innere Energie pro Molekiil (Hamilto-
nian) setzt sich zusammen aus



244 KAPITEL 5. STATISTISCHE MECHANIK

e Translation f =3 : = Upans = %/{:T

e Rotation f =2:= Utrans + U?“Ot = ng
e Vibration f =2:= Utrans + Urot + U’Uib = %kT

jeweils fiir 1 Teilchen. Insgesamt folgt dann mit der Gl. (5.151) fiir N Teil-
chen die

Wirmekapazitét:
Cy = g—g = gNk fir T>0 , (5.167)
Spezifische Wirme:
cy = %g—g = gk; ebenso fir 7> 0 . (5.168)

Anderungen von C mit T

Im Fall des Hantelmolekiils wére es nun nur folgerichtig, zu fragen, welche
Wirmekapazitat opU = Cy gilt den nun: Cy /(NkT) = 3/2; 5/2 oder 7/27?
Die Antwort lautet, das héngt von der Temperatur T ab, denn quantenme-
chanisch sind Absténde zwischen benachbarten Energieniveaus vom Typ der
Bewegung abhiingig: Translation (7" ~ 1K); Rotation (7' ~ 10...10? K); Vi-
bration (T~ 10° K). Im Folgenden werden wir die Ubergéinge zwischen den
jeweiligen Bereichen zu berechnen suchen und die Ubergangs-Temperaturen
abschéitzen. Wir werden das Problem zunéchst quantenmechanisch formu-
lieren, aber feststellen, dass fiir Temperaturen 7" > 1K die Translation im
Prinzip immer klassisch behandelt werden darf.

Der Hamilton-Operator fiir ein Hantelteilchen lautet
;L = iLtrans + }Alrot

~2 ~2 A2
S N (R R (5.169)

2m 20  20sin® ¢
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mit den kanonischen Impuls-Operatoren p; — zh% womit das Einteilchen-
EWP fiir die Energie geschrieben werden kann:

1-Teilchen: Translation

}Azftransgpn = gn(pn (5170)

separabel in einzelne Koord.: ¢; = y1y2y3 dann:

ﬁ2 82
T omanzti T EyYi (5.171)
2mé,,
yi + ﬂgzylyi = 0 (5.172)
Losungen: ebene Wellen; Eigenwerte:
2
) (5.173)
" 2mLE

(Ly: Box-System Lénge). Das fithrt auf die quantenmechanische Abziahlung,
die die Idealgasgleichungen (wie klassisch) ergeben: pV' = NET und

U = (3/2)NKT.

Alternativ kann natiirlich wieder die kanonische qm Zustandssumme gebil-
det werden, >, wobei man aber bei den extrem dicht liegenden Niveaus von

—

n

der Summe zum Integral iibergehen kann: - = (V/p?®) [dP7... = [d®p..

indem die Quantenzahlen durch die Impulsenaugdriickt wurden.

1-Teilchen: Rotationsanteil:  ist in Korrespondenz zu Gl. (5.166) durch

= = Ay (5.174)
0

die Winkelanteile des Laplace-Operators gegeben (siehe Quanten I). Die Ei-

genfunktionen des Operators L? lauten



246 KAPITEL 5. STATISTISCHE MECHANIK

Yim = e™p" | (5.175)
mit den Eigenwerten:
h2
Erot = —=I(l+1 5.176

Die fehlende Quantenzahl m in der Rotationsenergie (z - Komponente des
Drehimpulses) fiihrt auf eine Entartung der Rotationszusténde, d.h.: Entar-
tungsgewicht g(I) = (2 + 1) Zustéande.

Bemerkung zu Quanten vs klassisch:

Um einschéitzen zu kénnen, wann man die Quantenmechanik und wann man
die Klassik bemiihen muss, bzw. oder warum man die Translation weitgehend
klassisch behandeln kann, betrachten wir die kleinstmogliche Energieskalen
bzw. Abstédnde zwischen einzelnen, dicht liegenden Niveaus der Translation
(Enp1 — &, o L7%) und vergleichen diese mit der der Rotation. Fiir die
Tanslation erhalten wir die kleinsten Energieniveauabsténde fiir An; — 1
und somit kénnen wir eine Temperatur definieren

R2k2 T2h2
om = 2mL2 =k Cthmms (5 177)
b

und fiir die Rotation [(l +1) — O(1) = in Erinnerung an Quanten I sind
die Erwartungswerte fiir den L? Operator L? = [(l + 1)h?, so dass man fiir
die Rotationstemperatur erhalt

L? h?

— = — = kT . 5.178

© mR2 ' ( )
Setzt man beide Temperaturen ins Verhéltnis, erhdlt man Tyuns/Tror =
(Ry/L)* < 1, denn bei Ry handelt es sich um molekulare Abstinde und bei
L o< VY3 um dieAbmessungen des Raumes, in dem sich das Gas befindet —
also gilt: L >>> R,,.
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Translation kann also weitgehend klassisch — mikrokanonisch, kanonisch o.
groffkanonisch — behandelt werden!

1-Teilchen: komplett Die Energie-Eigenwerte fiir ein Teilchen inklusive
aller Freiheitsgrade:

2
& = 2mL2 Z + —l (I+1) (5.179)

N-Teilchen: Bisher alles fiir ein Teilchen = wie héngt ZS fiir ein Teilchen
mit der fiir N Teilchen zusammen?
Der Hamilton-Operator lautet

A~

N
H(q1, s @3, P1s --Pan) = Zh Pi» Gi) (5.180)

und fiir die Zustandssumme fiir N unabhdngige Quantenteilchen (Integrati-
on dann gerechtfertigt wenn Niveaus geniigend dicht liegen) haben wir also
nochmal in aller Klarheit:

Z(N) == [z()¥ (5.181)

mit der Einteilchenzustandssumme

5 [ pexp(—pBh)

Sp [exp (—Bhﬂ = Z exp (—p&;)
Aufgeschliisselt auf die einzelnen Molekiilfreiheitsgrade lautet das:
Z(N) = LN N N (5.183)

N 1,trans“/1,rot“/1,vibr -



248 KAPITEL 5. STATISTISCHE MECHANIK

Quanten oder klassisch?
Zt(rla?ns = Sp {exp <_5 iLtrans) }

— § efﬁgl,trans

ni,n2,mn3
mh?
= Z exp {—BW (n} +nj3+ ng)] (5.184)
ni,n2,n3
= F=—kTlnZ(N) (5.185)

liefert, wie schon erwihnt, die quantenmechanische Abzdhlung oder auch
klassisch die bekannten Idealgasgesetze fiir f = 3.

Aber: Fiir die Rotation gilt aber wie oben gezeigt Ty, = h?/(2k©) >>
Tirans = quantenmechanische Behandlung fiir Rotationsfreiheitsgrade.
Also: Translation klassisch (siche mikrokanonisch), was aber auch identisch
ist mit der quantemechanischen Abzdhlung und man gewinnt:

N

3N
Z(N)wans = 57y (2mmkT) 2 (5.186)
und
_ . - 3 i (trans) 3
ptransv - NkT 3 Utrans — §NkT s CV = EN]C (5187)

wie gehabt und wie es auch sein muss.

Rotation:

Nimmt man die Rotationsfreiheitsgrade als unabhéngig an, dann kann fiir
die Zustandssumme geschrieben werden

Z(N)rot - [Z(l)rot}N (5188)

Z(Dror = iZexp( hzl@l;:rl)>

=0 m=—1

= R2(1+ 1)
= ; 20+ 1)e (—2@7> (5.189)
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Abbildung 5.9: Zweiatomiges Gas: Verlauf der Einteilchenzustandssumme

4

35 R

3 —

25

2(1)
N

Die Summe iiber m triagt der Entartung dieses Energieniveaus Rechnung,
es gibt (21 + 1) Zustédnde mit verschiedenen m die alle zur gleichen Energie
gehoren — was die Ersetzung der Summe durch den Entartungsfaktor (20+1)
in Gl. (5.189) begriindet. Nach dem Gleichverteilungssatz haben wir fiir die
Rotatonsanteile die kleinste Energie (I =1 = (Il + 1)h*/(20) = ):

hZ
_ = kTro
@ t
und somit konnen wir schreiben:
- I(1+1) Tt
Z(D)op = 2(25 +1)exp (— o ) (5.190)
Fallunterscheidung:

Tiefe Temperaturen: 7' << T, gilt [ #0 = exp (—l(l + 1)%) — 0da
der Betrag des Arguments der Exponentialfunktion sehr grof ist 7T}, /T >>
1. Folglich nehmen wir nur ersten beiden Glieder (I = 0,1) der Summe mit
und erhalten

Tro
Z(1) ~ 1+ 3exp (— Tt) : (5.191)
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Hohe Temperaturen:

T >> T, — hier ist der Betrag des Arguments der Exponentialfunktion sehr
klein, so dass man sehr hohe Werte fiir [ bemiihen muss, um iiberhaupt Werte
zu erhalten:

= T,
=> (2 +1)exp (—l(l +1) 2’?) (5.192)

=0

so dass eine Anndherung der Summe durch ein Integral gerechtfertigt ist

(Ausrechnen i.d. Ubung):

[ Trot o 2T
Z(1) = /dl(2l+ 1) exp (—l(l+ 1) 2T> =7 (5.193)
0
Des Weiteren gilt nach wie vor Z(N) = [Z(1)]" ..
0
U = (B)=——1nZ
(E) =~ 55n
aT o 0 2T
= ———InZ=NkI"—In
05 0T " aT ( mt)
T, 2
2 T‘Ot . _
NET? - 6 o = NAT (5.194)

fiir hohe Tempreaturen T > T,;.

Zusammenfassung

Fir T' < T,

Z(1) =1+ 3exp (—T;t> (5.195)
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und somit wird fiir N unabhéngige Teilchen die ZS

Z(N) = {1+3eXp (—T;tﬂ]v (5.196)

U:(E):—%an = Nk:T2a%{ln(1+3-exp (—T;t)ﬂ

BNKT? exp (—Lx2t) - T,

(14 3-exp (=) 17

T
Trot
. 1
T ) (5.197)

Q

3NET, . exp (—

So gilt fiir die innere Energie:

[ 3NEkTpexp (—5t) 3 T << Ty
U= { NET P T >> Ty (5.198)
Und desweiteren:
ou 3Nk (Let)?exp (- Zet) ;T << T,
o, = 29— T ) rot 5.199
YToar|, {Nk ; T >> Tro (5:199)

Vibrationen haben wir nicht berechnet, da analoge Ausdriicke bei der spezi-
fischen Warme der Festkorper auftauchen.

5.6.3 Spezifische Wirme Festkorper / Kristalle

Wir nehmen an, dass der Festkorper aus N harmonischen Oszillatoren mit
3N Freiheitsgraden besteht, d.h. 3 Schwingungsrichtungen fiir jeden Schwin-
ger:

1. Zustandssumme & Ununterscheidbarkeit!

1
7 = ﬁZfV (5.200)
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Abbildung 5.10: Zweiatomiges Gas: Gesamtverlauf Cy/Nk — T (Skizze)

A
Cy
Nk
7
2
5
2
3
2
: : f-
Trot Tvib
2.
(EBy=U = ~ 9z (5.201)
=U = 98 .
3.
ouU o¥  9(E)
OV a—T, Cy = 6_T - oT (5202)

Quanten-Harmonischer Oszillator, 1 Teilchen

Es sei h der Hamiltonian fiir 1 Teilchen und einen Freiheitsgrad:
P K, R 9* 1,

h = £ 4+ —
om T 27 omoz? | 2
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Dies entspricht auch dem Vibrationsterm auch beim 2-atomigen Gas!! Eigen-
funktionen sind hermitesche Polynome mit den Eigenwerten:

1
En = (n + 5) hw | (5.204)
womit man fiir einen Freiheitsgrad schreiben kann
Zy = Sp [exp (—B B)}
= iexp e n+ L = e 2T i (e’%y . (5.205)
kT 2 —

Die Reihe hat die Summe

hw

€ 2kT

7y = — (5.206)

1 —e *r

und daraus 148t sich die innere Energie pro Freiheitsgrad ableiten
0 0
&) = ———WZ =kT*—InZ 5.207
(€) EX 2 o7 M1 ( )
hw hw

= — 4+ — ) (5.208)

2 ert — 1

N - Teilchen

Man erhélt fiir die innere Energie von N dreidimensionalen harmonischen
Oszillatoren durch Multiplizieren mit 3V, da ja jeder Freiheitsgrad mit (£)
zur Gesamtenergie beitréigt:

U= (E) = 3N (£) = 3Nhw B + (e% . 1) 1} (5.209)

fiir eine feste Frequenz w. Allerdings ist das Modell unabhéngige Oszillato-
ren eine sehr vereinfachtes fiir ein Kristall, bei dem Korrelationen zwischen
den Molekiilen erwartet werden konnen. In diesem Fall muss man von einer
Frequenzverteilung ¢g(w) ausgehen.
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08

cy/3k

0.6

04 |

02

1 1 1
0 0.5 1 15 2
TMe

Abbildung 5.11: Verlauf von ¢y fiirr Festkorper im Einsteinmodell

Einstein nahm das einfachste Modell fiir die spezifische Warme an: < wg —
feste Frequenz.
Damit erhalten wir fiir die spezifische Wérme:

1 0 0 3hwg
S Y gy = 2 2E
vor " = ot <_1)

_ 3kef <hwE)2
(eh% — 1)2 kT
Tp 2
3keT T Tk
eT — 1}
wobei mit
exp(z) 2
E = — 5.211
(z) exp(z) — 1 ’ ( )

die Einsteinfunktion bezeichnet ist. Man sieht, dass limy_.o, ¢, = 3k — hin-
gegen war beim Idelagas LN %k‘ Warum?
Nochmal:

_Q
heh = 2 4 2 (5.212)
2m
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Ursache: Teilchen bewegen sich im Potenzial womit nach dem Gleichvertei-
lungssatz gelten muss
3 3
(&) = (B + (V1Y) = SKT + SkT = 34T |

mit dem Resultat doppelt sovieler Freiheitsgrade verglichen mit dem idea-
len monoatomaren Gas. Die Konsequenz wird als Dulong-Petit-Gesetz
bezeichnet:

¢, =3k fir T >>Tg (5.213)

Argumente gegen Einstein-Modell sind: Fiir 7' < Ty néhert sich ¢,(T") expo-
nentiell gegen 0. Messung hingegen zeigen kubisches Verhalten (~ ;—3) Die

3

Losung: Spektraldarstellung von w der Form ?
gw) oc w?  fiir w < we (5.214)
dwg(w) = const. (5.215)

0

Diese quadratische Dichte hat seine Ursache im Phononen-Spektrum von
Kristallen zu suchen! Kurz gefasst, die Zahl der Moden (pro Polarisation) in
einem (Kristall)-Festkorper mit dem Volumen V = L? ist gegeben mit

4 E\* k3
N(k) = §7T(/<;mm> = Vo

wobel ki, = 2m/L als kleinste (Impuls) Wellenzahlen-Einheit verwendet
wurde. Aus dieser Modenzahl kann man die spektrale Dichte durch Differen-
ziation nach der Frequenz w gewinnen:

dN Vo ,dk k2

9(w) dw 272 dw > Vg

(5.216)

wobei die Gruppengeschwindigkeit v, = dw/dk ist.
Fiir eine lineare harmonische Atomkette (identische Atome) erhélt man (fiir
den akustischen Ast) die Dispersionsrelation

w(k) o sin (%) ~ k (5.217)
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mit der Gitterkonstante a — wobei letzterer Ausdruck fiir ka < 1, also fiir
groffe Wellenldngen gilt. Die Gruppengeschwindigkeit

d
d_: ~ % = v, ~ konstant, (5.218)

’Ug:

ist fiir groffe Wellenlédngen gleich der Phasengeschwindigkeit — und vor allem,
es gilt w &~ k und damit wird fiir die Zustandsdichte g(w) < w? = die
Essenz des Debye-Modells.

Debeye-Modell:
Mit dem Debye-Spektrum erhélt man fiir die innere Energie

& = / 0w £(w) g(w)

We

1 1
— CNh/dww3 {5 + o (BT) = 1} (5.219)
0

und die spezifische Warme (pro Teilchen)

1 0

N7 &)

9w f w? exp(Bwh)

S :
2 7% ] foxpln) — 1]

= 3kD(z.) . (5.220)

Cy —

In Anlehnung an das Einsteinmodell ist Debye-Funktion als

Tc

1
-3 dz ZE4 P
Le s (eXp[B - 1)

exp x

D(z,) = (5.221)

definiert.

5.6.4 Spezifische Wirme - Zusammenfassung

1. ZS: Z; harm. Oszis: (£) , = 3hw [% + (exp (1) — 1)71}
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2. (&) = [ dwg(w) (£),

Einstein: g(w) x §(w — wg)
= spezifische Wiarme nach Einstein:

) + 2
st =e =g (%)

Abschétzung f(z) = %; r — oo; T — 0 mit L’Hopital:

lim,_,,, = 0, so:

lim ¢, =0
T—0

Das andere Ende:
lim = 3k
T—o0

Debeye: g(w) ~ w? reproduziert die Messergebnisse besser fiir

T — 0 mit
T 3
= (z)

5.6.5 Realgasentwicklung — simpel & klassisch

Hier wahlen wir simple Naherungen, die auf das van der Waals Gas fithren.
In der Vorlesung wird ein etwas anderer verwandter Weg beschritten — die
, Cluster“-Entwicklung — so dass das hier Gebotene zur Festigung geeignet
sein sollte. Die wichtigsten drei Ndherungen, die zum v. d. Waals Gas fiihren,
sind:

e nur 1 binire WW wird gleichzeitig zugelassen (Anzahl: ~ N?2/2) —
d.h. es ist nicht moglich, dass mehrere Paare gleichzeitig kollidieren
aufler ein Paar — erst recht keine Dreierstéfie = ideales Gas = extreme
Verdiinnung;
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e cs werden hohe Temperaturen angenommen, so dass zusammen mit der
extremen Verdiinnung fiir das WW-Potenzial gilt 5®;; < 1;

e kugelsymmetrisches Potenzial: = Sutherland/ Lennard-Jones.

Es seien N gleichartige Teilchen gegeben, die nur paarweise miteinander
wechselwirken konnen. Im Klassischen lautet dafiir die Hamilton-Funktion:

H = Hy(p) + Hww(q)

5
b; L L
= Z - + Uo(|75 — Twanr) + Z: (|7 — 7)) (5.222)
7 i<

wobei Hj der Idealgas-Hamiltonian (das Potenzial U steht fiir eine harte
Wand steht, z.B. Box Linge L) und Hyww: Wechselwirkungs-Hamiltonian
ist.

7 = h31$N| /d6NI‘.e—ﬂ[Ho(ﬁ)+HWW(‘D]
VN _ 1 _ Hyw@
= = /d3Np-e BHo(P) TN /d3Nq-e o
=‘20 :Z‘\:vw
v N
ZWW
= Zy VN (5.223)

Die Berechnung von Zj ist exakt der des idealen Gases (siche mikrokanoni-
sche, kanonische & grofikanonische ZS) und in bekannter Weise faktorisieren
die Integrale:

3N
v _
ZO = W /dp - @ 2mkT
(27rka)%
VN

Die Berechnung von Zww ist etwas trickreicher und im allgemeinsten Fall
fithrt sie {iber die sogenannte , Cluster® Entwicklung, die es auch gestattet
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WW’s vieler Teilchenpaare gleichzeitig zu beriicksichtigen. Wir demonstrie-
ren hier nur den einfachsten Fall, bei dem angenommen wird, dass jeweils
nur 1 Paar zu einem Zeitpunkt wechselwirken darf

_ L B, i
Zww = /d3Nq6 kTi;i J:/d?’Nq-He_iT]

i<j

@
= H/d3r1...d3rN-C(V)6kT
ij

ij

N?
= [/d3r1...d3rN-C(V)e_kT] : (5.225)

was durch das Herausziehen des Produktes aus dem Integral zum Ausdruck
kommt.

Nun - korrekter Weise haben wir hier N!/ [2/(N — 2)!] & N?/2 vorliegen und
wir haben gleich die N&herung fiir die Potenz verwendet.

Wir haben hier einen Normierungsfaktor C'(V') eingefiigt, der sichert dass fiir
®,; — 0 der ideale Grenzfall Z = Z, gilt, was bedeutet

ZWW Cbij%O
Tvooo L (5.226)

Ausfiihrlich liefert das die gesuchte Funktion C'(V) iiber die Umformungen:

M‘Z

%{/d3r1...d3rN~C(V)~1] =1

2

{ / d3r1...d3rN-C(V)] = vy

M‘Z

Vy.c]T = VY e vV.oW) =V
sow) = L2 L
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Abbildung 5.12: Skizze des angenommenen WW-Potentials fiir das Realgas

A
)

Ty

2Ry

Damit konnen wir also schreiben:

— N
1 i | 2
ZWW = /d37‘1...d37"N . We‘ kT:| (5227)
L .y
[ VN=2 eyl 7
= / d*ryd’r; - e w} (5.228)
: 245 NT2
e kT
= / d*rid’r; - - ] (5.229)

und somit wird fiir die komplette ZS ndherhungsweise fiir nur 1 gleichzeitige
Paarwechselwirkung:

1 _Fig 2
7 = W(Zﬁka)% . [/ dSTz‘dSTj : —] . (5.230)

Eine konkrete Weiterbehandlung verlangt Annahmen fiir das Paarwechsel-
wirkungspotenzial &1, < es moge verniinftiger Weise nur vom Abstand
7= || — 75| beider Teilchen abhéngen:

O(|F — 7|) = B(r) (5.231)

womit wir schreiben konnen

2 2

N N
N eNE g\ T
Zww = (/d?’ch?’F- c o > - </d3f- ‘ - ) (5.232)
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— wobei die Intergration iiber die Schwerpunktkoordinate 7. — es ist hier die
Trafo 37 A% = A3F.d3F ausgefiihrt worden — einmal mehr das Gesamtvolu-
men V' im Zéhler bringt.

Untersuchen wir als néchstes den gesamten Ausdruck, der fiir die WW der
Molekel steht, um ihn mit dem, in Vorlesung présentierten der Cluster-
Entwicklung zu vergleichen:

N2 N?
Z 1 B 1 2
‘;V;V = —— ( / d3Fqu’) N — ( / d3feﬁ‘b> -(5.233)
VNV vV

Um mit der Cluster-Entwicklung vergleichen zu kénnen, sei der dort ein-
gefithrten Entwicklungsparameter 1+ g(r) = ¢ #® in Gleichung (5.233) ein-
gesetzt:

Zaw _ [[47 (004 1>]N5 [l fd?"ig(r)}]v;

[ER0) 5y el

234
% 2V (5:234)

= |1+

Der letzte Term entsteht aus der Binomialentwicklung und ist identisch

mit dem Ausdruck der niedrigsten Ordnung der Cluster-Entwicklung fiir

Zww /VY. Damit erhilt man natiirlich dasselbe — die van der Waals-Zustandsgleichung,
wie in der Vorlesung gezeigt. Unten vollenden wir das fiir diesen Weg zur Fes-

tigung.

Der Logarithmus von Gl. (5.232) (ab jetzt dV = d*7) ergibt:

N2 —p(r)
In Zww = 7hn/olv- ‘ - (5.235)
[N %: /

Im Falle, dass die WW verschwindet = ®(r) — 0 , muss gelten (was es
auch tut, wie man sieht)

1
= | dV==1= 27,
vy
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Wir entwickeln Logarthmus (5.235) um 1, beriicksichtigen nur den linearer
Term und erhalten

mZ, =(Z,—1)+.. (5.236)

Z, eingesetzt ergibt (beachte dV; = d*7;)

N2 —BP(r)
In Zww = 7(/dve - —1) (5.237)
N? [dV
= — [ — (eP*M 1 2
5 / (e ) (5.238)

Letzlich schreiben wir dV' wegen der angenommenen Kugelsymmetrie von
®(r) in Kugelkoordinaten und erhalten schlie8lich

In Zww = g/ AV (e 7*) — 1)
entwickeln; ;2= <<1
= —ﬁNZ 7d7“ o2 7d¢ ]dﬁ sind ®(r) — Eélw]odr?g
2V 2V
- 0 0 0
- —;l;]]j; / dr -r20(r) — 2£;81;0 . (5.239)

2Ry

mit dem Molekiilvolumen vy = 7R, (Ro: Molekiilradius).

Mit all dem und der freien Energie F' = —kT (In Zy 4+ In Zww) ; p = —2—5 =
kann die Van-der-Waals-Gleichung aus thermodynamischen Relationen ab-
geleitet werden (Ubungsaufgabe: Rechnung ausfithren und die Terme inter-
pretieren).

o Terme mit ®(r) reprisentieren den Realgas-Druck (p 4+ %) ~ «

e Terme in vy ~ [§: Eigenvolumen (v — /) in VAW

So viel zu den Anwendungen der kanonischen Verteilung. Anwendungen der
groffkanonischen Verteilung kommen in der Quantenstatistik zum Tragen.
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5.7 Quantenstatistik

5.7.1 Symmetrien/Fermionen & Bosonen

Zu Beginn der Vorlesung sind wir schon auf Grundziige der Quantenstatistik
& -mechanik eingegangen, haben die Konstanz des Dichteoperators ¢ bzw.
der Ensemblemittelwerte diskutiert und vor allem die A PRIORI Gleich-
wahrscheinlichkeiten fiir Mikrozustdnde motiviert.

Aufler dem Ersetzen der Integrale durch Summen ergab klassische - & Quan-
tenstatistik praktisch identische Resultate. Dabei blieb der wichtigste Un-
terschied zwischen klassischer Statistik und Quantenstatistik von Gibbs-
Ensembles allerdings im Verborgenen. Diese liegen im Wesentlichen in

e der Ununterscheidbarkeit bzw. dem Symmetriecharakter der Wel-
lenfunktionen (WK-Amplituden) fiir QM-Systeme

begriindet.

Zunidchst wollen wir kurz die WK-Amplitude (Ortdarstellung) eines N-—
Teilchensystems noch einmal in Erinnerung rufen:

‘If(Fl,...,FN,t) = <F1>---7FN’5> = <F1,...,77N‘TL1,...,7’LN>, (5240)

wobei die 7; die Ortskoordinaten (Ortsoperatoren) der einzelnen Teilchen und
die n; die Besetzungszahlen der Zusténde sind. Der Zustand in dem sich das
Teilchensystem befindet ist mit Dirac als |s) bezeichnet. Wir wéhlen hier die
Ortsdarstellung reiner Systeme.

Bei freien Teilchen separieren die verschiedenen Teilchenanteile (und auch de-
ren Komponenten) infolge der Summation der Einteilchen-Hamilton-Operatoren:

)

s S 2o P
H(po,70) = h(pa) = e 5.241
(oo o) za: (D) ' om (5.241)

wobei die Impulsoperatoren mit
~ h 0

o = — = 5.242
b 1 07, ( )

gegeben sind.
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Die Symmetrieeigenschaften werden mit Hilfe des Vertauschungsoperators
beschrieben, dessen Wirkung die Vertauschung der Rollen (Satz von Quan-
tenzahlen oder Ortskoordinaten) zweier Teilchen in der gesamten Wellen-
funktion geméfl

PuU (T Ty ) = W ()T T (5.243)

ist. Die Ununterscheidbarkeit von Quantenteilchen fordert allerdings, dass
diese Situation/Operation denselben Zustand charakterisiert, d.h. dass das
Betragsquadrat der Wellenfunktion unveréndert bleiben muss. Diese Tatsa-
che fithrt auf einen Phasenfaktor als Resultat der Anwendung von lf’ij

]5”-\11 = XU mit y < reell |,

der fiir Bosonen und Fermionen lautet: eX = 41 . Damit wird man
unmittelbar auf

P;U = AU ; mit A = +1 (5.244)
gefiihrt. .
In der Natur treten entweder symmetrische (A = 1, Bosonen) oder anti-
symmetrische Wellenfunktionen (A = —1, Fermionen) auf. Aus letzterer

Symmetrie kann man sofort das Pauli-Prinzip ableiten: seien Teilchenargu-
mente (Quantenzahlen, Koordinaten) zweier Teilchen gleich, 7; = 7 oder
k; = k;, muss wegen der Ununterscheidbarkeit die Situation bei Vertauschung
unverdndert bleiben

U (s Py ooy ) = U (s Py ooy oy )

aber andererseits muss wegen des Symmetriecharakters fiir Fermionen (5\ =
—1) gelten
U (e Tjye) = — U (0,7, Ty )

was zwangslaufig auf
U (o) = 0 (5.245)

fithren muss. Mit anderen Worten — in Einteilchenzustédnde iibersetzt heifit
das, in einem System von Fermionen kénnen nicht zwei Teilchen mit dem
gleichen Satz Quantenzahlen auftreten — oder — jeder Einteilchenzustand
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kann nur von einem Teilchen besetzt sein.

Zuriick zu den Einteilchen-Beschreibungen nicht-wechselwirkender Teilchen
— deren gesamte Wellenfunktion kann man schreiben als

N
U oo [] @ ()

das Produkt der N Einteilchen-Wellenfunktionen. Allerdings miissen noch
alle moglichen Permutationen P, der Anordnungen der Teilchen (7;) auf die
Zustande k; beriicksichtigt werden womit die allgemeine Losung lautet

N
1 ~ —
i 1

v = —— NP (-1 [ o (R) (5.247)

Die allgemeine Wellenfunktion der Fermionen (5.247) kann auch mit der
Slater-Determinante

. Dy, (1) o Py (P)
O (7, ) = —— ; : (5.248)

YNUN (@) o Bu ()

beschrieben werden, womit klar wird, dass auch die verschwinden muss, wenn
2 Spalten identisch — sprich 2 Teilchen im selben Zustand sind.

5.7.2 Grofl)kanonische Beschreibung - Quantengase

Wir sind hier an der Verteilung der Besetzungszahlen n; von Systemen un-
abhéngiger Teilchen interessiert (i - Index d. Einteilchenzusténde). Der Zu-
standsvektor der Besetzungszahlen lautet

|s) = |ni,ng, ..o, ..) (5.249)
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mit der dem Zustand zugeordneten Energie F, bei gegebener Teilchenzahl
Die Beschreibung ununterscheidbarer Quantenobjekte reduziert sich auf den
Besetzungzahlvektor (zustand). Wie soeben gesehen, kann man fiir Fermio-
nen Einteilchen-Zusténde konstatieren, dass die Besetzungszahlen ausschlief3-
lich die Werte n; = 0, 1 annehmen — wohingegen beliebig viele Bosonen jeden
Einteilchenzustand bevolkern kénnen, d. h. n; =0,1,2, ..., N.

Sind die Zahlen geniigend grof}, kann man diese Besetzungen auch als Figen-
werte des statistischen Dichteoperators fiir reine Einteilchenzustédnde verste-
hen: n;/N — p;. Folgende Nebenbedingungen fiir die Teilchenzahl N und die
Systemenergie U = (E) miissen beachtet werden

Damit lautet die grokanonische Verteilung

p({ni}) = %eXp{—ﬂZni (& —u)} (5.251)

wobei die Bezeichnung {n;} wieder den Besetzungszustand, also n;/N — p;,
meint.

Der Einfachheit halber werden wir nur Zustdnde unabhéngiger Einzelteilchen
beriicksichtigen, fiir die die grofkanonische Gesamtzustandssumme die Form
hat

y = [[v (5.252)

mit den Einteilchenzustandssummen iiber die relative Besetzung der Einteil-
chenniveaus ¢y,

Vi = > exp[—fng (ex — p)] (5.253)

und dem chemischen Potential p.
Nach dem oben Gesagten konnen die Einteilchensummen sofort ausgewertet
werden. Fiir Fermionen haben wir:

VI =1 4+ exp[-8(ei — )] (5.254)

]
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wohingegen die Bosonen die Summe einer geometrischen Reihe ergeben

y;(B) - Z exp [—fni (e — p)] = 1 — exp [iﬂ (e — )]

n;=0
Damit haben wir die grundlegenden Ausdriicke fiir Fermi-Dirac- und die
Bose-Finstein Verteilung gefunden, denn die mittleren Besetzunggszahlen
kénnen dann durch

(5.255)

1 9y, ?" 1
<”i>F/B - 2 = 31 _5e,
I6] o Apefei £1

berechnet werden wobei die Fugazitat mit Ap = exp (Su) definiert ist.

(5.256)

Einige Bemerkungen sollten doch noch gemacht werden: Allen Uberlegun-
gen liegt hier zugrunde, dass N — oo gilt und damit praktisch auch scharf
definiert ist, d.h. als fix betrachtet wird. Denn genau genommen, muss die
groffkanonische ZS Y mit einer Summe iiber N einhergehen. Man kann aber
argumentieren, dass das hier vorgefiihrte fiir jeden einzelnen Summanden,
also fiir jedes N (jede wirklich Realisierung) gilt. Wir werden dieses ,,Unbe-
hagen® mit der Abzdhlmethode in Verbindung der konsequenten Anwendung
des Gibbschen Ensemblegedankens beseitigen.

Wegen ihrer grofien Bedeutung fiir die Quantenstatistik wollen wir diese Aus-
driicke (5.254) - (5.255) im nédchsten Abschnitt noch auf eine andere Weise
ableiten — mit der kombinatorischen Abzdhlmethode nach Planck und Boltz-
mann.

5.7.3 Herleitung mit der Abzidhlmethode

Wir betrachten vorerst den einfachsten aller Fille - freie Teilchen ohne Spin.
Zur allgemeinen Zustandssumme konnen leicht die g = 2s + 1 Spinentartun-
gen als Faktor mit beriicksichtigt werden. Wir gehen von Energieeigenwerten
eines einzelnen Teilchens aus, die mit

;= — 5.257

{-:p 2m ( )

gegeben sind und die ein Vielfaches der kleinsten Impulseinheit Ap = h/L
(L — GroBe des Systems, V = L? — Volumen) geméf

2rh

P = Tﬁ : mit Vektor ; 7 = (nz,ny,nz)T (5.258)
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sind. Ist das System grof genug, kann man die Summationen (wie spéter in
der klassischen Néherung genau gezeigt wird) iiber Integrale ausdriicken

> %%/d?’ﬁ
P

wobei die Planck Konstante mit A = 27h definiert ist. Auch hier gelten wieder
die Nebenbedingungen

E =) egnymd N = > ny (5.259)
p 2

p

wobei {nz} der Vektor der Besetzungszahlen aller Einzelzusténde ist. Geméafl
der oben gemachten Symmetriebetrachtungen lauten die Besetzungsméglich-
keiten fiir Fermionen und Bosonen

ny — { 0,1 fiir Fermionen (5.260)

0,1,2,3,.... N fiir Bosonen

Da das Spektrum eines makroskopischen Systems , fast kontinuierlich ist
und z.B. einzelne Niveaus von Fermionen nur von einem Teilchen (also eine
geringe Anzahl) besetzt ist (sein kann), greifen wir zu einem Trick — wir
definieren eine Partitionierung der Einzelenergieniveaus in denen sich dann
immer noch eine grofle Anzahl von Teilchen befinden kann und wir vor allem
spater die Stirling Formel verwenden kénnen. Das ganze Spektrum wird in
i € (1,K) Zellen eingeteilt, von denen jede ¢; Zustdnde beherbergt. Die
Besetzungszahl einer Zelle ist mit

(4)
2

gegeben. Mit W (n;) sei die Zahl der Zusténde, die zu dem Vektor der Be-
setzungszahlen (n;) gehoren, so dass das totale statistische Gewicht/Zahl der
Zustdnde des Systems die Summe

N(E) = > W(n) (5.261)
(nq)

ist, die auch folgenden Nebenbedingungen geniigt

E = Zeini und N = an ) (5.262)
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Nun gilt es die Zahl W (n;) = [] w; zu berechnen, wobei die w; die Zahl

der Moglichkeiten ist, die n; Teiljchen auf die g; Zusténde in der Zelle ¢ zu
verteilen. Es ist deswegen das einfache Produkt, da man die w; der Zellen be-
liebig vertauschen kann, ohne an der Gesamtzahl der W (n;) etwas zu dndern
— auch wenn die (mittleren) Energieniveaus ¢; fiir verschiedene Zellen auch
verschieden sein miissen — die Energien gehen in die Abzéahlung nicht mit ein.
Die Kombinatorik liefert wieder die verschiedenen Zahlen fiir Bosonen, Fer-

mionen und das klassische (quasi-quantenmechanische) Maxwell-Boltzmann
Gas:

Bosonen:
(ni +g; — 1)!
g = 5.263
v n;! (gi - 1)! ( )
B B (n; + ¢g; — 1)!
Fermionen:

gi j ¢
. = = v 5.265
v < i ) n! (gi —n;)! ( )

W(n;) = Hw = Hn'(g—' (5.266)

9i — nz)'

Maxwell-Boltzmann & Gibbs Faktor

g;"
W (n;) = H o (5.267)
Wie schon bei anderen Gelegenheiten, bestimmen wir das Maximum der
Entropie mit den Nebenbedingungen (5.262) (Lagrange Multiplikatoren) als
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<n>

Abbildung 5.13: Links: Die Fermi-Dirac (FD)-, die Maxwell-Boltzmann
(MB)- und die Bose-Einstein (BE) Statistik (gestrichelte Linie). Fiir
geniigend grofle Energien ¢ > pu gehen alle drei Verteilungen ineinander
iiber.  Rechts: Die FD-Statistik fiir 3 verschiedene Temperaturen — geht
T — 0, dann erhélt man ein Stufenfunktion = alle Zustidnde (¢ > p) sind
einfach besetzt, die anderen nicht. Hohere Temperaturen weichen diesen ab-
rupten Ubergang auf.

GGW-Bedingung durch Variation der n; um

6S = 5{an(nz~) +B8) nig +azn,} =0 . (5.268)

Unter der Annahme, dass die Zahlen g; und n; grof3 sind und die Stirlingsche
Formel verwendet werden darf (hier liegt der Grund fiir die Partitionierung)
erhdlt man (wie gehabt: én, =  Klammerausdruck muss verschwinden)
fiir die Besetzungszahlen in den Zellen

_ & (Bose & Fermi)
n; = Ap expfeiFl (5.269)
gi Ar exp —fe;  (Maxwell-Boltzmann)
und damit fir die Einteilchenzusténde
_ Bose & Fermi
R e ( ) (5.270)
Ar exp —fe;  (Maxwell-Boltzmann)

wobei Ap = exp(Bu) die Fugazitit ist. Das ist perfekter Ubereinstimmung
mit der Herleitung iiber die groBlkanonische Zustandssumme (siehe letzter
Abschnitt).
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Die Graphen der FD und MB Statistik sind in Abb. 5.13 dargstellt. Der De-
finitionsbereich der Bose-Einstein Besetzungszahlen umfasst ¢ > p, néhert
sich aber sonst recht schnell der MB, bzw. FD Statistik an.

Wichtig: Obige extra Partitionierung folgt einigen Monographien (z.B. Huang)

— bei konsequenter Anwendung des Gibbs’schen Ensemble-Gedankens sind
solche Klimmziige nicht nétig, gemi dem N Kopien eines N-Teilchen-
Systems vorliegen. Alle Verrenkungen bzgl. Anwendung Stirling Formel oder
Ununterscheidbarkeit werden unnétig = wunderschon nachlesbar bei E. Schrodin-
ger.

5.7.4 Freie Quantengase

Beispiel: Fiir freie Quantenteilchen folgen die Eigenfunktionen

<

¢p < exp (% : *) (5.271)
aus dem Energie-Eigenwert Problem — der stationdren SGL
h (7936> Op = 5Pp - (5.272)

Die Impuls-Eigenwerte lauten

p=Apn = —i ; 7= (ng,ny,n, (5.273)

womit die Energie-Eigenwerte als

2m

geschrieben werden konnen. In makroskopischen Systemen, in denen die de
Broglie Wellenlédnge A = h/v27mmkT viel kleiner als die Systemabmessung
ist; A < L; liegen die Energieniveaus beliebig dicht — also praktisch kontinu-
ierlich. Aus diesem Grund macht es Sinn, alle Summationen durch Integra-
tionen auszudriicken

1
an,ny,nz — /d3ﬁ — F/d3ﬁ' (5.274)
p
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wobei fiir das kleinste Impulsvolumen gilt

ot = (5) =%

Somit wird aus der grofkanonischen Zustandssumme Y = [[Y; und dem

groBkanonischen Potenzial (also der Summe InY = > InY; ) das Integral
i

AmgV r 9 Bp?
0
mit den Vereinbarungen
+1 FD
& = 0 MB |
—1 BE

der Wahl von Kugelkoordinaten inklusive Isotropie
= d*p — dndpp? ,

sowie der Spinentartung g = 2s + 1 (Zahl der Spinzusténde), dem Volumen
V = L3 und der Fugazitit

Ap = exp(Bu) . (5.276)

Partielle Integration (u' = p? ; v =1In{ }) ergibt schlieflich fiir das Potenzi-
al/die Zustandssumme

(e 9]

_ 2 AngV 2 [/ (2m)]
=3 | G e O

In analoger Weise kann man die Summe der inneren Energie

Y EE D Ve )

14

fiir A < L als Integral schreiben, um zu erhalten

[e.e]

_ dmgV : [p2/(2m)]
V=" / WP Bl @m) — ) + € (5.278)
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wobei unmittelbar aufféllt, dass folgende Relationen (die Integrale in den
Gln. (5.277) & (5.278) sind gleich) gelten:

2
pV = —& = gU = NET (5.279)
wobei wir uns im Falle des rechten Gleichheitszeichens der Relation U =
(3/2) N kT erinnert haben. Natiirlich muss letztlich bei der Ndherung fiir
verdiinnte Gase die Idealgasgleichung herauskommen.

5.7.5 Die Klassische Niherung

und deren erste Korrekturen wollen wir als néchstes genauer beleuchten:
Annahmen: exp[f(g; —p)] > 1 was bei verdiinnten Gasen auch mit
)\}1 = exp(—pfpu) > 1 ausgedriickt werden kann. Ein paar Worte dazu
— das impliziert sofort, dass in diesen Féllen fiir das chemische Potential
gilt p < 0, was auf den ersten Blick merkwiirdig anmuten mag. Aber mit
den Gibbs-Duhem Relationen wissen wir, dass die intensiven Variablen nicht
frei wéhlbar sind. Bose-Gas: der niedrigste Energiezustand, der bei tiefen
Temperaturen sogar von sehr vielen Teichen des Gases besetzt ist (siehe
Bose-Einstein Kondensation, iibernéchster Abschnitt), hat die Energie ¢y =
p2/2m = 0 . Wenn die Besetzungszahl selbst bei hoheren Temperaturen nicht
Null ist (ng) = Ar/(1 — Ap) > 0 (Besetzung d. Grundzustands), dann muss
wegen Gl. (5.270) u < 0 gelten. Fiir hohere Temperaturen und Verdiinnungen
verchiebt sich das chemische Potential geméfl 1 — —oo weiter ins negative.
Fiir verdiinnte Gase gilt also diese Annahme und die Entwicklung der Ver-
teilungen (5.270) ergibt in nullter Ordnung sofort

(n;) = const. e==/+D) (5.280)

die Maxwell-Boltzmann Verteilung, wie nicht anders zu erwarten war.

Naiachstes Ziel: = Quantenvirial-Koeffizienten 1. Ordnung. Dazu gehen
wir von der Zustandssumme (5.277) aus und entwickeln den Integranden in

5(]5) o efﬁe . efﬁe
e (BEG) —yre e e

wobei nur der 1. Term der geometrischen Reihe mitgenommen wurde. Der
erste Term (nullte Ordnung) fiithrt bis auf Konstanten auf ein Gaufisches
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Integral:
i 4 2
o0 _ / an P _bp
b 2m P 2m
0
was ausgewertet
O = Oy = _ o kT (5.281)

ergibt, wobei wir die thermische de Broglie Wellenlénge

h
AN = —— (5.282)
2rmkT
verwendet haben (nicht verwechseln mit der Fugazitiat Ag!).
Auch hier ist wieder Zustandsgleichung des idealen Gases zielfiihrend! Wenn
man zusétzlich fordert, dass gilt

g);\;;V = N oder dquivalent
N
exp(Bp) = g~ VN (5.283)

wird man mit Gl. (5.281) direkt auf die Idealgasgleichung gefiihrt.

Da fiir die klassische Entwicklung die Funktion sehr klein sein muss (e?* < 1)
bedeutet das gleichzeitig, dass die de Broglie Wellenlénge klein gegen die
freie Weglénge eines Teilchens ist: also A < L/N — (oder das spezifische
Volumen geniigt der Relation V/N > A3). Relation (5.283) folgt nicht nur
aus der Forderung, damit die Idealgasgleichung zu reproduzieren, sondern sie
ergibt sich zwanglos aus der thermodynamischen-Relation

<N(0)> — l&lnY(O) — lﬁ eﬁuﬂ — InY©® — Iﬂ
g Ou B ou A3 kT

unter Beachtung dass ®© = —kT InY© fiir das groBkanonische Potenzial
gilt.
Die néchste Ordnung fiihrt zu einem weiteren Term

8tV r p? Bp?
1 — 2 20 i _r
CI) A 3 hd dp2m exp{ m |
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welches wieder ein Gaufisches Integral ist, womit man fiir die Korrektur des
Potenzials bzw. der Zustandssumme erhélt

1% 1
Y = mY® 4+ Iny® = gA—g (eB“ ¥ Wew“) (5.284)
was die Teilchenzahl
10 v 1
N=gp Y = gA—B (W ¥ We26“> (5.285)

ergibt. Driicke ich die Zustandssumme (5.284) durch N aus und beriicksich-
tige die Beziehung (5.283) fiir die Fugazitét, erhalte ich schlieflich

pV By (T)

— = N1+ —F 2.286

KT { Ty (5.286)
A3 (4) fir Fermionen

Ben(T) = & 25/2¢ - { (—) fiir Bosonen (5.287)

Mit anderen Worten, die Quantenkorrekturen fithren zu einem erhohten
Fermidruck (Pauli-AbstoBung) wohingegen der Druck eines Bosonengases
schwicher ausfillt als der des idealen Gases.

5.7.6 Entartetes Fermi-Gas:
Theorie kompakter Sterne

Werfen wir einen genaueren Blick auf die Abb. 5.13, dann féllt auf, dass im
Falle der Fermi-Verteilung (¢ = +1) bei Energien

g < p—kT < p=cp

alle Zusténde besetzt sind — bei Elektronen z.B. je zwei pro Energieniveau ¢;.
Hier ist mit ep = (7T = 0) die Fermi-Energie bezeichnet, die das chemische
Potenzial am absoluten Nullpunkt mifit, und es ist durch die Fermi-Kugel

definiert:
72 2\ 2/3 2
Pr 6 i)
- = : 5.288
T om, <g(8)v> 2m, (5.288)
,[3m2
mit Fermi-Impuls pp = %y o

(Y
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wobei das Teilchen-spezifische Volumen (oder spezifische Dichte 7 o< 1/v =
N/V') und obiger Fermi-Impuls aus der Teilchenzahlnormierung N = 3" (n,)
folgt:

Pr

4 2 Ve
N =) (m) = 55 /dpp = =m3 (5.289)
0

pP<pr

Man beachte, dass der Fermi-Impuls pp oc 7'/ und somit die Energie ¢ nicht
von der Temperatur, sondern nur vom Volumen V und der Teilchenzahl N
— und damit von der Dichte 7 = N/V abhéngen.

Selbst bei relativ hohen Temperaturen ¢; = kT, mit T’ ~ (10°...10")K, kénnen
fast alle Zustédnde innerhalb der Fermikugel besetzt sein, sofern gilt e > kT
und damit ¢; < ep — kT'; es muss nur das spezifische Volumen v geniigend
klein bzw. die Teilchenzahldichte n = 1/v geniigend grof§ sein. In diesen
Féllen ist trotz der scheinbar hohen Temperaturen die Annahme entarteter
Fermigase (7" = 0) hinreichend genau.

Das exakt sind die Verhéltnisse, die man in einem , weiflen Zwerg® oder ei-
nem Neutronenstern (aber auch in Metallen) antrifft, bei denen der durch
die Gravitation verursachte Kollaps durch den Fermi-Druck des entarteten
Elektronen- ( ,weiflen Zwerg®) bzw. Neutronengases (Neutronensterne).
Doch bevor wir damit beginnen, wollen wir zunéchst, ausgehend von den
Relationen (5.275) fiir das grofkanonische Potenzial & = —pV’ sowie der
Teilchenzahl N (bzw. spez. Volumen v = V/N)

[e.9]

p - g(S) 2 —Bep
op = AT /dpp In[1 4+ Apel=F)] (5.290)
0
! 1798 [ app? Dzt 4 11! 5.291
y T A [ R (529

0

Formulierungen finden, die es gestatten, die verschiedenen Extremfélle von-
einander zu unterscheiden. Zu diesem Zweck werden wir die Integrale (5.290)
& ((5.291) transformieren

2 _ g_i = Be, (5.292)
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und
dpp® = (2mkT)*? dyy? |

so dass man fiir die Gln. (5.290) - (5.291) erhélt

NS = fp(h) (5.293)
)\3

mit den Integralfunktionen

4 [o.¢]
fspp(2) = —/dyy In 1 + ze y} (5.295)
VT
4 T y?
f3/2(2) = —/dy# . (5296)
v + 1
NZ3 J z

Die Funktion f3/2(Ar) = A*/v, die defacto die Dichte des Quantensystems
angibt, wichst monoton mit der Fugazitit A\p = ¢®*. Wie schon angedeutet,
miissen Quanteneffekte beriicksichtig werden, wenn A3 /v ~ O(1) gilt — also
der Platzbedarf eines Quantenobjekts [ ~ /v in der GréBenordnung der de
Broglie Wellenléinge A oc T7~'/2 liegt. Mit wachsender Temperatur 7' verrin-
gert sich die Dichte 1 < 1/v mit der Wellenldnge A = und ebenso wird der
Parameter fs/2(Ar) = A*/v < 1 kleiner womit die klassische Beschreibung
immer besser wird.

Die verschiedenen Anwendungen und Untersuchungen von Quanteneffekten
lauft praktisch immer auf die Integrale der rechten Seiten von Gln. (5.293)
- (5.294) hinaus — das Gleiche gilt fiir Bosonengase, bei denen die analogen
Funktionen etwas andere Formen haben und dort als gs/2(Ar) und gs/2(Ar)
bezeichnet werden.

Radius ,,Weiler Zwerge*

Hier werden wir uns auf den Fall f35(Ar) = A?/v > 1 konzentrieren
— vollstandige Entartung des Quantengases (Elektronen und Neutronen) in
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kompakten Objekten — ,weifle Zwerge“ und Neutronensterne. Beides sind
praktisch Endstadien des Lebens eines Sternes — praktisch ,, Stern-Pensionére
— nachdem sie all ihren Brennstoff (H und He) verbrannt haben und dann
gravitative kollabiert sind. Die unvorstellbar groflen Energiemengen, die da-
bei frei werden, und die extreme Verdichtung der Materie verursacht trotz
der hohen Temperaturen (7" > 107K) die Entartung des Gases. Die extrem
hohe Dichte und Temperatur fordert auBlerdem — Achtung !! — eine relati-
vistische Behandlung des Problems, d. h. die Energie eines Fermions lautet
in diesem Fall

2
e = VO + () = me P bk (529)
was auch bedeutet, dass Variablentransformationen der Art 22 = 5p?/(2m.)
[Gln. (5.292) & (5.339)] hier nichts niitzen und man andere Wege der Losung
des Problems gehen muss.

Wir werden das am Beispiel der ,weile Zwerge“ demonstrieren: die aus
den Beobachtungen resultierenden Parameter dieser Sterne sind: T ~ 107 K;
Dichte o ~ 10'° kg m™® ~ 1079, Masse M =~ 10* kg ~ M, ~ 2Nm,,
d. h. die Zahl der Elektronen N entsprechen auch jenen der Protonen und
Neutronen m, ~ m,, - letztere machen die Masse des Sterns aus. Aus der
Massendichte p, der Sternmasse M kann man direkt den Sternradius R, aus
M =~ 2Nm, und der Protonenmasse m, die Elektronenzahl N — und aus
alldem schlieBlich die Elektronendichte v~! = N/V(R) = n = abschiitzen,
womit man schlielich die Fermi-Energie (5.288) als

er ~ 20MeV  und  Tr ~10"K (5.298)

abschétzt. Diese Energie e ist um Groflenordnungen hoher als k7', so dass
praktisch die Rechteckfunktion fiir die Fermi-Besetzungszahlen (n,) ange-
nommen werden darf

1 fir € < ep

0 fir e > ep (5.299)

() = Dele™ +1]71 = {

Hier werden wir die innere Energie U = (E) = (n,) €, berechnen

8 V
v =" dpp \/pc + (mec?)® (5.300)
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auf deren Grundlage wir dann mit der bekannten thermodynamischen Bezie-
hung
ou

p = — =
ov

S

den gesuchten Druck P ausrechnen kann. Die Druckarbeit pdV um z.B. den
Stern zu vergréfiern muss dann der Verringerung der gravitativen Bindungs-
energie des Sterns die Waage halten:

0 [3GM?
P(R)ATR*dR = d{®s} = — % d 301
(marrar = afee) = - o 2L ar - G
also — ausdifferenziert und zusammengefasst:
3 GM?
P - . — . 2
{ (R) 0= R }dR 0 (5.302)

womit man schlie3lich fiir den GGW-Druck erhalt:

3 GM?
P(R,M) = 5o—- o (5.303)

Um nun aber einen Radius des Sterns angeben zu kénnen, brauchen wir eine
Zustandsgleichung, die die Abhéngigkeit p(R, M) liefert — Beachte: die
Temperatur taucht in p nicht auf, weil wir trotz der scheinbar hohen T' die
FD-Verteilung (5.299) annehmen durften (7" — 0).

Um diesen Druck zu bekommen transformieren wir = p/(mec) und erhal-
ten fiir die innere Energie:

U m‘elc5
N = u = v 253 f(iL'F) (5304)
mit der Funktion
£E3
g F+[1+ 525 +..] fir 2y <1
flar) = [ araVTERE = § (5:30)
/ zf[lﬂ%ﬁf---} fir x;> 1
F

Drei Félle konnen nun fiir P angenommen werden:
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(a) Fall: kT > ep ; also hohe T und geringe Dichten 7 = 1/v = \/v <
1 = Maxwell-Boltzmann:

p_ MET 3 GM
2,V 20mm, R3
2 m,G
R = - M-~ 5.306
5 kT ( )

(b) Fall: nicht mehr Maxwell-Boltzmann nichste Naherung, aber noch
nicht-relativistisch < zp < 1 in Gl (5.305):

_ 4K 1

(c) Fall: zp > 1, relativistisch

~ - M 2/3
R = M?*3 \/1 — (ﬁ> (5.308)
0

Hier haben wir numerische Konstanten eingefiihrt, die sich aus der Rechnung
ergeben:

o= %mﬁ (5.309)
0

R = h/iec (5.310)

K = ng (mgc)g (5.311)

cEEYE

My — (%)3/2 (5.313)

Hier ist zu bemerken, dass der Radius des Sterns nur im Fall (a) wéchst,
danach wird fiir den dichteren und den dichten + relativistischen Fall mit
der Masse M kleiner und verschwindet fiir die Chandrasekhar- Grenze

My = 1,4M, . (5.314)
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5.7.7 Freie Bosonen:
Das Photonengas & Phononen
Ein Gas aus freien Photonen kann als Ensemble quantisierter Schwingungs-

moden betrachtet werden, die aus den Maxwellgleichungen — sprich der da-
zugehorigen Wellengleichung

1 0?

mit den Wellenlosungen:
w(Ft) = ug(t) exp (z/;' F) (5.316)

hervorgehen. Losungen (5.316) in die Wellengleichung eingesetzt, fiihren auf
die Amplitudengleichungen

iy + G(F)u =0 (5.317)

von der Form eines harmonischen Oszillators — mit den periodischen
Randbedingungen fiir die Wellenvektoren

= 2

k = %ﬁ ; wobel 1 = (ni,n2,n3) ,
mit den ganzen Zahlen n;. Letztlich fiihrt die Losung des Problems auf Su-
perposition von ebenen Wellen

u = Z Uy exp {z [l; T — wt]} (5.318)
k

mit der Dispersionsrelation

-

W2(k) = Ak . (5.319)

Wir sind schon einem analogen Problem begegnet, die freien Quanten-Teilchen
in einer Box in klassischer Ndherung, bei der wir die Zustandssumme iiber
die Bosonenstatisitik mit Integralen néherten.

Das quantenmechanische Entsprechung sind die Energie-Eigenwerte des har-
monischen Oszillators

; B 1
E (k> = hw(k) (nk + 5) ng = 0,1,2,.., (5.320)
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Interpretation: ngz Photonen im Zustand k.

Neben der harmonischen Form (5.317) der Wellenamplituden, geht die Analo-
gie zum harmonischen Oszillator doch wesentlich tiefer: Man stelle sich einen
Vakuum-Hohlraum in einem Korper (fest) vor, dann steht die Strahlung im
Hohlraum im energetischen Gleichgewicht mit den Molekiiloszillatoren des
umgebenden Korpers, indem vom Korper stets Photonen absorbiert aber
auch emittiert werden, so dass Energieaufnahme und -abgabe in Quanten
hw (Max Planck) sich stets die Waage halten. Da der Hohlraum als System
nur Energie mit der Umgebung (Warmebad, Festkorper etc.) austauscht, ist
das geeignete Potenzial die freie Energie F', wobei die Zahl N der Photonen
im Vakuum-Hohlraum durch das Minimum der freien Energie

oF

ON
definiert ist. Das bedeutet gleichzeitig das Verschwinden des chemischen Po-
tenzials 1 — was auch mit der verschwindenden Ruhemasse eines Photons
plausibel gemacht werden kann.
Damit gilt fiir das Einzelphoton mit der Disperionsrelation (5.319):

—pn =0 (5.321)

e(k) = hw(k) = hek = cp (5.322)
ek
.= - 32

Nach all dem fassen wir Photonen als Bosonen (s - ganzzahlig) mit dem
chemischen Potenzial © = 0 auf, so dass auch jeder Zustand mit beliebig
vielen Photonen besetzt sein kann. Damit folgen die Photonen der Bose-
Einstein Statistik

1
(ng) = N e— (5.324)

mit s =1 und g = 2.
Wie schon in den vergangenen Abschnitten schreiben wir die Summe als
Integral, so dass fiir die Gesamtteilchenzahl und die Energie schreiben kann:

N = 4#9%/@91)2 e — 1} (5.325)
0

14 i 2 cp
0
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In letzter Gleichung ersetzen wir p = huwy/c und dp = (h/c) dw womit man
erhalt

2
dN, = ‘2/3 d;:iﬂ
() 1)
= 2
No= 2w ~ (5.327)
7T203 h/.ul—C—
o {ew () - 1)
und
h 34
dE, = ‘23 “ﬁw v
e {e () — 1}
VhE [ WP

ARSIORD

— Das Plancksche Strahlungsgesetz! wobei die Strahlungsdichte mit
OF /0w ihr Maximum bei

hmae = 2,82k T (5.329)

annimmt.
Die Integration von Gl. (5.328) mit Hilfe der Transformation « = hwg/(kT)
liefert
U 72 (kT)4
— =y = —
Vv 15 (he)3
Die freie Energie des Photonengases hiangt wegen p = 0 direkt mit der grof3-
kanonischen Zustandssumme Y zusammen, womit folgt

(5.330)

— _ v i 2 hwg
F = —kT'lnYy = oy dww? In {1 — exp (ﬁ)} . (5.331)
0

Mit obiger Transformation w — x und partieller Integration erhalten wir
das Stefan-Boltzmannsche Strahlungsgesetz
2 kA

4o
F= —-V—_T'= — VT . 5.332
45(he)? 3c ( )
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Abbildung 5.14: Die spektrale Energiedichte dE als Funktion der Frequenz
w fiir drei verschieden Temperaturen. Das Maximum (w) verschiebt sich
zu hoheren Frequenzen mit wachsender Temperatur des Photonen-Systems
[Wiensches Verschiebungsgesetz (5.329)].

mit dessen Hilfe man sofort die thermische Zustandsgleichung iiber die td-
Relation

OF 72 (kT)*
PV = -V _— =V— 5.333
ov 45 (he)? ( )
und die Gleichung
1
PV = §U (5.334)

gewinnt.

Sofort wird erkennbar, dass in den Zustandsgleichungen der kompakten Ster-
ne — ,weile Zwerge“ & Neutronensterne — die Temperatur nicht auftaucht,
weil dort das Fermionengas bis hin Fermigrenze entartet ist. Gleichung (5.333)
quantifiziert nun den Druck der das Gleichgewicht in ,normalen“ Sternen
(Hauptreihensterne, z.B. Sonne) bestimmt und zu dem 1,5 Millionen Kilo-
meter Durchmesser unseres Zentralsterns fiihrt.

Die Bose-Einstein Verteilung (5.324) ist auch relevant fiir Phononen — die
quantisierten Gitterschwingungen in Kristallen und fithrt damit zu den glei-
chen Ausdriicken fiir die innere Energie U, die freie Energie F' etc. Dort spielt
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natiirlich noch das Kapitel der Wéarmekapazitiat C = 0U/OT bzw. spezifi-
sche Warme ¢ = 0u/0T von Festkorpern eine entscheidende Rolle, welches
wir allerdings schon ausfiihrlich im Zusammenhang mit der Einstein’schen
und Debye-Theorie der Wérmekapazitiat (Kapitel 5.6.3) behandelten.

Zum Wienschen Verschiebungsgesetz:  Abbildung 5.14 zeigt die Energie-
dichte des Planckschen Strahlungsgesetzes (dE/dw) als Funktion der Strah-
lungsfrequenz w fiir 3 verschiedene Temperaturen. Deutlich kann man das im
Wienschen Verschiebungsgesetz — d.h. die Drift des Maximums fiir hohere
Temperaturen erkennen. M.a.W. — je heifler ein Korper desto hoher ist seine
mittlere Strahlungsfrequenz (w) bzw. desto geringer ist die Wellenlénge der
Strahlung. Ein sehr heifler Stahl strahlt weif}, wohingegen ein moderat , an-
gewdrmtes® Eisen dunkelrot gliiht.

5.7.8 Bose-Einstein-Kondensation

Zustande konnen von beliebig vielen Bosonen besetzt werden — z.B. ist zu
erwarten, dass die Besetzungszahl

(ng) = {/\Fl exp (%2) — 1}_1 (5.335)

fiir den Zustand gy = p?/(2m) = 0 mit abnehmender Temperatur zunimmt.
Bei T" = 0 sollten sich sich theoretisch alle Bosonen in diesem Zustand be-
finden. Der Ubergang nach T — 0 verliduft allerdings nicht glatt, sondern
zeigt Ziige eines Phaseniibergangs — Die Bose-FEinstein Konsation — die wir
im Folgenden néher beleuchten wollen.

Zunéchst werden wir fiir freie Bosonengase sehr niedriger Temperaturen, die
mittlere Besetzungszahl und das groflkanonische Potenzial bestimmen, um
thermische, kalorische Zustandsgleichungen und damit spezifische Wéarmen
als Funktion von 7" zu gewinnen. Daraus wird der Phaseniibergangscharakter
ersichtlich.
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Die mittlere Teilchenzahl ist mit

N = (N) = > (np) =) {A;l exp (g—i) — 1}_1 (5.336)

— —

definiert. Auch hier nehmen wir wieder an, dass die Zusténde beliebig dicht
liegen, womit wieder der Ubergang

v
Z — 47TF dpp?
P

gerechtfertigt ist. Allerdings setzt diese Umschreibung voraus, dass der Inter-
grand glatt, differenzierbar und vor allem stetig sei. Das steht z.B. dann in
Frage, wenn alle Bosonen im Zustand (ng) bei der Temperatur 7" — 0 sind.
Deshalb klammern wir diesen Zustand fiir p?/2m = ¢ = 0

o) = (-1 = 2 (5.337)

aus der Integration aus womit man erhélt

Ar v _ B -
N = 47— dpp? { A — ] =1 . )
1—\p +am L3 / pp { r ©Xp (Zm (5.338)

Der Fehler, den man augenscheinlich macht, wenn man das Integral von 0
beginnen 148, ist unerheblich, da gilt p? (nz) — 0 fiir p — 0. Allerdings
ist bemerkenswert, dass die DichtegroBe (ng) in einer Gleichung mit extensi-
ven Groflen erscheint — d.h., die Besetzungszahl muss auch makroskopische,
extensive Ziige haben.

Wir formen das Integral in Gl. (5.338) mit der Transformation

2
Y (5.339)

2m

weiter um, womit man nach anschlieBender Taylorentwicklung nach der Fu-
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0.2 0.4 0.6 0.8 1 rugazitat

Abbildung 5.15: Der Verlauf der Funktion gs/2(Ar) als Funktion der Fuga-
zitdt. Obgleich g3/ bei Ap = 1 endlich ist, divergiert seine Ableitung.

gazitdt Ap letztlich erhélt

N-tw) = g [ dnvE OFt enl) - 1)

v
YRR

Ar) (5.340)

wobel wir fiir die Eulersche Gamma-Funktion I'f(3/2) = /7/2 eingesetzt
und folgende Funktionen definiert haben

Galx) = > % - (5.341)

Abbildung 5.15 zeigt den Verlauf der Funktion g3/, in Abhéngigkeit von der
Fugazitit Ap, mit dem Grenzwert gs;» — ((3/2) = 2,612.. (( — Riemannsche
Zeta Funktion) an der Stelle \p — 1, an der die Ableitung von g3/, divergiert.
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In vollig analoger Weise (Abspaltung des Grundzustands & Auswertung des
Integrals in GL.(5.277)) kann man die Formel

1 V
fiir die groffkanonische Zustandssumme ableiten. Mit ® = —pV sowie dem

teilchenspezifischen Volumen v = V/N kann man zusammenfassend fiir die
spezifische Teilchendichte sowie die Zustandsgleichung schreiben

N 1 ya 1

JR— fr— —_ = 3 . 4
v T o T Vo T oagp i) (5:343)
U 1 v

T - W In(1-XAp) + N3 9572 (Ar) (5.344)

Zwei Falle sind zu unterscheiden =

1. Der Normalzustand

2. Das Kondensat.

Bevor wir die Abhéngigkeit der Fugazitiat A\r von der Temperatur 7' (thermi-
schen de-Broglie Wellenldnge A(7)) diskutieren, die keineswegs sofort plausi-
bel ist, werden wir die Gleichungen (5.343) & (5.344) formal analysieren. So-
wohl fiir die Besetzungszahlen als auch fiir die Zustandssumme verschwindet
der Grundzustandsterm (der erste) im Normalzustand, d.h. im thermodyna-
mischen Limes, d.h. fiir N,V — oo, vorausgesetzt fiir Grundzustandsterme
gilt
Ap
1—Ap
{ln(l =) < oo

< o0

Normalzustand:

Fiir die spezifische Dichte (5.343) erhalten wir, nach eben begriindeter Ver-
nachlassigung der Grundzustandsbesetzung, die Relation

A(T)°

= 932 (Ar) (5.345)
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die fiir %T)?’ < g3/2(1) = ((3/2) stets eine Losung bzgl. der Fugazitét hat.
Mit der Definition der thermischen de Broglie Wellenldnge (5.282)

ergibt sich aus (5.345)

h3 1

= _ 34
ety o~ 920 (5:346)

Aus dieser Beziehung folgt, dass die Funktion g3, — 0 und damit auch
Ar — 0 wenn die Temperatur divergiert 7' — oo. Das ist nicht unbedingt
augenfillig, wenn man beachtet dass fiir Bosonen p < 0 gilt und die Fuga-
zitét als Ap = exp [u/(kT)] definiert war. Das bedeutet, dass das chemische
Potenzial schneller divergieren muss (u — —o0), als die Temperatur 7' — oo,
damit die Fugazitét verschwindet und nicht gegen 1 strebt.

Die Grenzbedingungen zwischen Normalzustand und Kondensat ist somit
durch

AT)?

v

= gsp(1) = ((3/2) = 2,612... (5.347)

definiert. Die Riemannsche Zeta-Funktion ist mit ¢ bezeichnet und hat die
Gestalt

(o) = > kia : (5.348)
k=1

Das Kondensat:

Ersetzt man das Gleichheitszeichen in Gl. (5.347) durch >, dann kann natiirlich
Gl. (5.345) keine Losung mehr haben, sondern die urspriingliche Relation
(5.343) muss zugrunde gelegt werden. Diese hat aber im td-Limes V' — oo
nur dann einen nichtverschwindenden Grundzustand, wenn gilt

V(1-Xf) < oo ;fir VN =00 .
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Damit das erfiillt ist, muss die Fugazitdt folgende Tendenz an der Grenze
Ar — 1 zeigen
Ar = 1 —0O1/)V) bzw. A\p = 1 — O(1/N) .
Ist das sicher gestellt, kann man fiir den Grundzustand schreiben
(no) Ap v

— -1 —
N N(1 = Ap) e

¢(3/2) . (5.349)

Da im Kondensatzustand ’\73 > ((3/2) = g3/2(1) gelten muss, ist die rech-
te Seite von Gl. (5.349) stets positive. Der Grundzustand ist mit Bosonen
besetzt — im Gegensatz zum Normalzustand, wo dieser Zustand praktisch
nicht aufgesucht wird.

Aus der Grenzbedingung kénnen mit der Definition der thermischen de Bro-
glie Wellenldnge (5.282) kritische Werte fiir Temperatur und Volumen

h2

T sk T (5-350)
m™m v

h3
T C(3/2)(2mmkT)3/2 fir T" = const. (5.351)

ableitet werden. Diese Beziehungen teilen die T - v Ebene in zwei Bereiche.
Um allerdings z.B.

Setzt man diese Werte in die Beziehung fiir den Grundzustand (5.349) ein,
erhélt man

T\ 3/2
% = 1 - (i) fir v = const. (5.352)
v
= 1 — — fiir T = const. . (5.353)
Ve

Die Abbildung 5.16 zeigt den Verlauf der kritischen Kurve, d.h. die Beset-
zungszahl (ng) /N als Funktion der Temperatur 7.

Zustandsgleichung

Ausgangspunkt fiir die Zustandsgleichung sind die Ausdriicke fiir das Poten-
zial @ = —pV in Gleichung (5.344) =

pv In(1-Ag) v
7 S CECEAES
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<n0>

Abbildung 5.16: Die Abhéngigkeit der Bestzungszahl des Grundzustandes
(ng) /N von der Temperatur (Einheiten von 7.) gemafl Gl. (5.353). Der
Grundzustand ist praktisch jenseits 7' > T, nicht mehr besetzt.

Fiir makroskopische Zustidnde erhdlt man fiir den Normalzustand (IN)

, 1
lim Nln(l—)\p) =0

N—o0

und das Kondensat (K)

1 1 1

was bedeutet, dass in beiden Fillen der Grundzustand nicht zum
Druck beitrégt.
Mit A = h/v2mmkT erhélt man fiir Gl (5.344)

{[A(T)]‘S gs;2(Ap) fiir  (N)
bp = (5.354)
M) ¢(5/2)  fiir (K)

Fiir das Kondensat (K) bedeutet das sofort — der Druck p héngt nicht
mehr vom spezifischen Volumen v ab, da diese Abhéngigkeit implizit in
der Funktion g,(Ar) verborgen ist — die sich fir (K) auf einen fixen Wert
gs5/2(1) = ((5/2) reduziert. Das impliziert wiederum eine unendlich grofe
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Kompressibilitit k — oo, da ja offenbar gilt d,p = 0 mit

1 dv
= — —— — . 5.395
K sop (5.355)
Fiir den Normalzustand (N) findet man man fiir hohe Temperaturen T/T, >
1 (oder auch Agp — 0) und mit der Relation der Besetzungszahlen
)\3
? = 93/2()\F)

schliellich die Idealgasgleichung

P 1 gs5/2(Ar) N
— = - - =, 5.356
kT v gg/Q(AF) Vv ( )

(Man beachte, dass gilt g,(z) = x + O(z?)).

Wiarmekapazitét:

Aus der Beziehung (5.279) U = 3NkT/2 folgt fiir die beiden Félle

3 3 2mmk\ */ (Ar) fiir (N)
U= 25pV = SNk T5/2 { gs/2\AE) 5.357
p ( ) v gsp(1) , fiir (K)< )

wobei fiir den Normalzustand noch die Temperaturabhéngigkeit von gs o (A (7))
aus Gleichung (5.345) zu beriicksichtigen ist.
Im Fall des Kondensats ist die Warmekapazitét

au
T

Cy =

1 2rmk\*?
_ Z5Nk ( Whrf ) vT32¢(3/2)  (5.358)

V,N

direkt aus Gl. (5.357) ablesbar, wihrend fiir den Normalzustand noch die
Temperaturabhéngigkeit von gs/» (Ap(7")) beachtet werden muss, was letzt-
lich auf

B 15 (2mmk\>? 3/9 9 g3j2 (Ar(T))
Cv = Nk {Z( % ) VT2 g5y (Ap(T)) — Z'm(%-?’w)
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Abbildung 5.17: Die Warmekapazitit Cy als Funktion der Temperatur T'
fiir ein freies Bosonengas. Deutlich erkennbar: Der einem Phaseniibergang
ahnliche Sprung in der Ableitung 0rCy bei der kritischen Temperatur T,
(der Wert 1 auf der T-Achse).

fithrt. Auf diese Gleichung kommt man natiirlich durch Anwendung der Pro-
duktregel, in der dann die Ableitung

9952 OAp _ B2 OAr
D 9T A, 0T

beriicksichtigt werden muss. Die Ableitung der Fugazitdt nach T gewinnt
man aus Differentiation von gl. (5.345), was letztlich in OU/JT eingesetzt
Gleichung (5.359) ergibt.

Der Verlauf der Funktion Cy (T') diesseits und jensseits der kritischen Tem-
peratur ist in Abbildung 5.17 dargestellt.

Wie es sein muss, strebt Cyy — 3Nk/2 fir T' — oo, wie es fiir verdiinnte
(ideale) Gase auch sein muss. Das siecht man schnell, wenn man den dquiva-
lenten Grenziibergang Ar — 0 in Gl. (5.359) vollzieht

© k
ga(x) = Z:Ba — x fir =0
k=1

T

und in Rechnung stellt, das nach Gl. (5.346); gs/a(Ar) = h®/[v(2rmkT)*/?]
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— Gleichung (5.359) wie folgt umgeformt werden kann

cv = Nk |
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5.8 Kinetische Theorie — verdiinnte Systeme

e L. Boltzmann, “Vorlesungen iiber Gasdynamik / Teil 1", Barth, Leip-
zig, 1898.

e S. Chapman & T.G. Cowling, “The mathematical theory of non-uniform
gases”, Cambridge at the university press, 1960.

e K. Huang, “Statistical mechanics”, Wiley & Sons, New York ..., 1963.

e G. Kluge, G. Neugebauer, “Grundlagen der Thermodynamik”, Deut-
scher Verlag der Wissenschaften, Berlin, 1976.

e P. Resibois & M. De Leener, “Classical theory of fluids”, Wiley & Sons,
New York, 1977.

e S.R. deGroot, P. Mazur, “Non-equilibrium thermodynamics”, Dover-
Publ., New York, 1984.

e G. Ropke, “Statistische Thermodynamik fiir das Nichtgleichgewicht,
Deutscher Verlag d. Wissenschaften, 1987.

e D. Zubarev, V. Marozov, G. Ropke, “Statistical Mechanics of Nonequi-
librium Processes”,Vol. 1 & 2, Akademie Verlag, Berlin, 1996.

5.8.1 Liouville-Gleichung/BBGKY Hierarchie

Um ein N-Teilchensystem vollsténdig zu beschreiben, , geniigt® es , eine
Losung der Newtonschen Bewegungsgleichungen:

d_»oz = - S5 S 7 =, =N

% = my, x=F, (mg,rg,pg,la,g,Mp,Msk,B(ra),E(ra)...>

de 2 5o ; ;

= e (Ra;ﬁ,lﬁ,ma;ﬁ,wﬂ..) . (5.360)
zu finden.
Fiir konservative Systeme sind das die Hamiltonschen Gleichungen:

OH 0OH
Dy = D Q= (5.361)

B dq, ' op,,
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Ein anderes Konzept ist uns schon in der Einleitung zur Statistik begegnet:
Wahrscheinlichkeit das System von N-Teilchen in einem bestimmten Pha-
senraumelement dI" = dX;...Xy = dq,dp, zu finden:

KF(Xl,,XN> XmX:N (5362)

Fiir die Evolution dieser Grofle fanden wir die Liouville-Gleichung (kon-
servativ):

atF+vr-{f-F} — OF + T-VoF = O,F + {F.H} =0

\
Liouville Theorem
% —v.-T=0
Liouville — dissipativ:
OF +{¢0,F +p;0,,F} = —D < 0

BBGKY - Hierarchie

Um das Problem zu vereinfachen, fithren wir reduzierte Einteilchen-Verteilungen
ein

£ (X'l,t) _ /F(X'l,...,XN,t) By Xy (5.363)
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af(l) P (1) 6 v 6% £ (= = OF
ot +me /d 2 d Nfl(ra >TN) aﬁl
. . N o N
1.Annahme: f; = fA(7) + > fi(F,70) = fa(P) + D fia
a=2 a=2
oft O afm o of?
5 + me + fa op ( )/ > fi2 op,

297

weitere Gleichungen fiir die Verteilungen " n > 2 !!

Ubergang zu Boltzmann:
o f=NfOM

o :f(l)(Xl,t) f(l)()zg,t) + COTT(Xl,XQ,t)
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Y

OF \Pgpyf. 00 _ (N-L of _ nv- /GH

J(corr)
op

5.8.2 Boltzmann—Kinetik

Plausibles Argument fiir die Kinetik:
e Wiirfel / Kanteldnge a

e N Teilchen homogen im Ort verteilt = Teilchendichte: n = N/a® =
N/V

e Geschwindigkeitsverteilung f(v) = ¢ (v — ¢); isotrop

Y

p = gm(172> = nkgT

0

folgt aus Vergleich mit phinomenologische TD

Beweisskizze:

e Virialsatz

OHN [ OH\ [\ ol
qu 8(]1, = \Dv apu - l@Xl
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e Mittelwerte mit kanonischer Verteilung =

oH
(320 iy

)

Die Aufgabe der Kinetik ist, die Entwicklung der Vertei-
lungsfunktion f(v,¢) hin zum Gleichgewicht zu bestim-
men!!

5.8.3 Die Boltzmanngleichung

Zahl der Teilchen im 1-Teilchen-Phasenraumuvolumenelement dr dv':

AN = f (7, ¥,t) didv

Voraussetzungen:

1. verdiinnte Gase & [ = Einteilchenverteilung; Beriicksichtigung binérer
WW’s < Stofl (Vernachlissigung hoherer Vielteilchenkorrelationen,
N > 3)!

2. Annahme molekularen Chaos’

3. dr'dv mufl noch eine sehr grofle Zahl von Teilchen beherbergen!
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e Normierung < Gesamtteilchenzahl:

N = /dfdﬁf(ﬁﬁ,t)
o

e Teilchenzahldichte:
n (F,t) = /dﬁf (7.7, 1)
e mittlere Geschwindigkeit:
i i [ s
— vv T, v
n(r,t) T
e Drucktensor:

[ ]
=
-+
@)
=
=
@)
=
-+
2.
=
@
—
()
=
o:
&0
@
s
—
!
=L
~
~

Boltzmann-Gleichung < Kontinuititsgleichung im p-Raum

of F _Jof
E“FU-Vf—f—E'VUf = <3t>ww
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5.8.4 Das Stoflintegral

Der Stofizahlansatz

g o 5N2n - 5Nout
ot [ ww  0tépu

1. verdiinnte Systeme — nur binére Stofle treten auf

2. Annahme des “molekularen Chaos” — Teilchen beeinflussen sich nicht
gegenseitig

Zuwachs:
SN, = O10%7 6°F / / / PP P T (T, T T, 0,) O, T)
Verlust:

SN, = 6t6% 1 B d*T B w (v, vy 7, ) fO(T, 5
1

8 o =/ =/ ! el
<a—{>w:/ / / PoLTEG [w f0 — w f]
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e Konservative WW < Grundgleichungen d. Mechanik (Hamilton) bzw.
Quantenmechanik (Schrédinger) sind symmetrisch bzgl. ¢ — t/; =
Streuprozess u. sein inverser Prozess sind dquivalent und damit:

e Annahme 2) = O~ f(0)f(0)

Stoflintegral:

<g_{>ww _ / / / PHETPT W (f f— [ )

Andere Formulierungen:

e Impuls (Schwerpunkterhaltung):

e Energieerhaltung

af - 35 128 1 gl

Ludwig Boltzmann:
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Zuwachs-und Verlustterm = Integration iiber

Projektilstrom * Targetzahl * Wirkungsquerschnitt *d2(

Wirkungsquerschnitt:

Zahl AN der in ein bestimmtes Raumuwinkelelement d*Q) = siny dy de ge-
streuten Teilchen bei vorgegeben einfallenden homogenen Teilchenflufl Iy =
ngo (Teilchenzahl pro Zeiteinheit und Fldche)

AN = Iyo(y,go) d2Qdt
dN = 1yb(x)db(x)dedt
dN = I[) S/(907g()) sin 00 dg() dQD dt

4

<g_{>ww _ / / EHdPGgo (ff— [ )

(5. -+ eosi )




