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Kapitel 1

Zufallsvariablen

1.1 Eine Zufallsvariable

1.1.1 Wahrscheinlichkeitsdichte

Eine Zufallsvariable x wird durch

e Die Menge aller moglichen Werte (z.B. die Menge der Punkte der reelen Achse)

e Die Wahrscheinlichkeitsverteilung auf dieser Menge

gegeben. Die Menge kann sowohl diskret als auch kontinuierlich sein. Zuerst betrach-
ten wir nur skalare Zufallsvariablen.

Die Wahrscheinlichkeit wird entsprechend der Kolmogorov-Axiomatik gegeben. Fiir
jedes Ereignis A gilt P(A) > 0, und fiir verschiedene sich ausschliessende Ereignisse

Ausserdem P(()) = 0, P(die ganze Menge) = 1.

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung ist die Funktion W (§) = Prob(z < &). Diese
Funktion nimmt nie ab und hat die Randbedingungen W(—oc) = 0, W(co) = 1.
Die Wahrscheinlichkeit, die Variable x in einem Interval a < x < b zu finden ist
W(b) —W(a) = [?dW (z). Das Integral hier ist ein Stiltjes-Integral. Man sagt, dass
damit ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf der reelen Achse definiert wird. Jedes Maf3
kann in drei Komponenten zerlegt werden:

1. Der kontinuierliche differenzierbare Teil dW ~ dz. Diese Teil hat eine Dichte
w(x) = dW/dx.
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2. Der diskrete Teil ergibt Spriinge der Funktion W. Ein Sprung W (xzy + 0) —
W (zy) = p bedeutet, dass die Zufallsvariable den Wert xy mit der Wahrschein-
lichkeit p annimmt. Die Dichte kann auch geschrieben werden, ist aber eine
verallgemeinerte Deltafunktion: w(z) = pd(z — x).

3. Der kontinuierliche singulédre Teil, die ein fraktales Mafl beschreibt. Hier gilt
dW ~ (dx)?, wobei 0 < v < 1.

Das gesamte Mafl kann alle drei Komponenten beinhalten.

Beispiele:

Kontinuierliche Verteilung: Alle Zahlen auf dem Interval 0 < x < 1 sind gleich wahr-
scheinlich, w(z) = 1.

Diskrete Verteilung: Die ganzen Zahlen z = 1,2, ... mit der Dichte w(z) = > 27" (x—
Fraktale Verteilung: Wir stellen jede Zahl 0 < x <1 als einen bindren Bruchteil dar
x =0,0110100.. ., und weisen 0 eine Wahrscheinlichkeit p und 1 die Wahrscheinlich-
keit ¢ = 1 —p zu. Dann hat jede Menge, die durch einen eindlichen bindren Bruchteil
dargestellt wird, die Wahrscheinlichkeit p"¢™, wobei n und m die Anzahlen von 0
und 1 sind. Das Verhéltnis

Az (1/2)vm

kann jeden Wert zwischen oo und 0 annehmen und hat keinen Grenzwert bei Az —
0.

Wir werden hier immer w(z) schreiben und die Dichte als (moglicherweise) verall-
gemeinerte oder fraktale Funktion betrachten.

1.1.2 Mittelwerte und Momente

Der Mittelwert einer Funktion der Zufallvariable ist

(@) = [ flaywle) do

Aus dieser Definition folgt, dass die Wahrscheinlichkeitsdichte selbst als ein Mittel-
wert dargestellt werden kann

wly) = (6ly —2) = [ 3y - xyule) d

Die Momente sind die Mittelwerte von Potenzen: M,, = (™). Das erste Moment
ist dabei der Mittelwert
M1 = <£L’>
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Fiir den zweiten Moment M, = (%) konnen wir schreiben
(@ —(2)") = (a® = 22(2) + (2)") = Mo — M7 = D

Diese Grofle heisst die Varianz.

1.1.3 Die charakteristische Funktion und die Kumulanten
Die Fourier-Transformation der Wahrscheinlichkeitsdichte
G (k) = () = /eikxw(x) dx

ist die charakteristische Funktion. Fiir sie gilt G(0) = 1, |G(k)| < 1. Nach Entwick-
lung der Exponentialfunktion erhalten wir die Momente

Gk = [ (“%xnw(@ dr =y U

n!
Aus dieser Formel folgt

M,

Enwickelt man In G nach k, so erhélt man

lnG — Z (Zk)‘ Km
1 .

m

Man nennt k,, die Kumulanten. Wir haben also zwei Darstellungen der charakteri-
stischen Funktion

0 (k) - ey
Gk =Y (ik) M, — oS,
— nl
Nach dem Vergleich
k> i3 , 2
1+ Zle — EMQ — %Mg L= elkm—%nz...

erhalten wir einen Zusammenhang zwischen Momenten und Kumulanten

k1 = M

ky = My—M?=D

Ky = Msz— 3MyM; + 2M;

Ky = My —4MsM, — 3MZ 4 12MyM? — 6 M

Zur Charakterisierung von Verteilungen werden hiufig folgende Verhéltnisse be-

nutzt: _
M3 . K3 M4 . K4

NEpRTDE T 3T
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Hier sind M, die zentralen Momente M, = ((x — (x))"). 7, heisst Schiefe und 7,
heisst Steilheit (Kurtosis).

Beispiele.
1. Die Verteilung w(x) = Ae™*, x > 0. Die Momente sind M, = /’\Z—,’” so dass
(z) =1/X, D = 1/X% Die charakteristische Funktion ist G(k) = 2.

2. Die Gaussische Verteilung

hat die charakteristische Funktion

k2D

G(k) = ek(@) =57

Die Momente sind My, ;1 = 0, My, = 1-3---(2n — 1)D"™. Die Schiefe und die
Steilheit sind Null.

Es gibt einen Satz: Sei die charakteristische Funktion G(k) = e®) wobei
P, ein Polynom n-te Ordnung ist, dann n = 2. Das bedeutet, dass entwe-
der unendlich viele Kumulanten nicht Null sind, oder es ist eine Gaussische
Verteilung.

3. Cauchy-Verteilung
(2) = A 1
= TA2+ (z — a)?

Hier G (k) = e'®*=A¥l_ Man kann sehen, dass M nicht existiert, und M, = oc.

Betrachten wir eine Funktion der Zufallsvariable z: y = f(x). Die Wahrscheinlich-
keitsdichte fiir y ist

we(2;)
wy(y) = (3ly — F@)) = [ 6y = fla))usle) do = )
alle Wurzeln f(z)=y !
Fiir eine one-to-one Funktion kann man einfacher schreiben |w,(z) dz| = |w,(y) dy|.

1.2 Mehrdimensionale Zufallsvariablen

1.2.1 Wahrscheinlichkeitsdichte, charakteristische Funktion

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung von 1, ...z, wird durch die Dichte w(x,...x,)
gegeben. Ein Teil von Variablen xy,...x, wird durch die Randverteilungsdichte

w(xy,...,x5) = /w(ml,...xn) dreiy...dx,
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gegeben. Die bedingte Wahrscheinlichkeit

w(xy, ... 2,)

W(Tsi1y..-Tn)

Wsln—s =

ist die Wahrscheinlichkeitsdichte, die Werte (z1,...,x;) zu beobachten, vorausge-
setzt die Variablen x4, ..., bestimmte Werte haben. Wenn die bedingte Wahr-
scheinlichkeit von die Gruppe w1, ...2, unabhéngig ist, dann

w(xy, ... xy) = w(xy, .. T)W( Ty, ... Ty).

Im Allgemeinen: Wenn alle Zufallsvariablen unabhéngig sind, ist die Gesamtdichte
ein Produkt von Einzelndichten:

w(xy ... xy) = wy(z)we(2) . . . wy(24)
Die Momente:
(Ml apm) = /xﬁnlx;nz ceatmw(zy . .xy) day . day,
Die charakteristische Funktion
Gk, Foay o ki) = (11+Fiknn)

Die Kumulanten

lnG:Z(

Am wichtigsten sind die Momente und Kumulante zweiter Ordnung;:

ik )™ (ko)™ . . (i)™

mylmo! .. my,!

(o™ atm))

(ziv;)
(o)) = (vewy) — (wi) () = (25 — (23)) (25 — (7))
Diese Kumulante heisst die Kovarianz. Wenn man normiert

)
Y /DD,

;

bekommt man den Korrelationskoeffizient.

Wenn zwei Zufallsvariablen unabhéngig sind, dann

Lo (@ as®) = (o ) (2")
2. G(kh kg) — Gl(kl)GQ(kg)
3. ((x7a5)) = 0 wenn my # 0 und me # 0
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Die Zufallsvariablen heissen unkorelliert, wenn p;5 = 0.
Beispiel:

Die Wahrscheinlichkeitsdichte zweier Gaussscher Zufallsvariablen

w(z,y) = L exp |- L@ @) ) D) |
T 2n /DD, (1 - ) 20—p2 | D, /DD,

ist von 5 Parametern (x), (y), D,, D,, p abhéingig. Wenn p = 0, sind die Gausssche
Variablen unabhégig.

Im Allgemeinen definiert man fiir mehere GGausssche Variablen die Kovarianzmatrix
oy = {(xir;))

und schreibt die Dichte in der Form

w(Z) =

Die charakteristische Funktion ist

Alle Momente kann man durch die Elemente der Kovarianzmatrix o darstellen (siehe
Aufgabe 1.5).

1.2.2 Summe der Zufallsvariablen, Zentraler Grenzsatz

Finden wir die Wahrschenlichkeitsdichte der Summe von zwei Zufallsvariablen z =
T+ y:

w(z) = 0 —a=y) = [3z 2= ywley) dedy = [w(z=yy) dy

Wenn die Variablen unabhéngig sind, dann erhalten wir die Faltung

w(z) = /wx(z —y)wy(y) dy

Fiir Mittelwerte gilt immer

Fiir Varianz gilt



Stoch. Prozesse (A. Pikovski, 2002) 10 Kapitel 1: Zufallsvariablen

nur wenn die Zufallsvariablen unkorreliert sind, p = 0. Fiir unabhéngige x und y
gilt
GZ(k) = Gw(k)Gy(k)

Wir betrachten eine Summe von n unabhéngigen Variablen mit den Mittelwert Null
Yy=Ti+ -+,

Die Varianz ist ((y?)) = n{(x?)), deshalb normieren wir y mit \/n. Dann haben wir

Cmtet, _ ko
N Gy(k) [Gx(\/ﬁ”

Wir setzen jetzt

ein und erhalten

Das ergibt die Gausssche Verteilung fiir die Summe.

Bemerkungen:

- Die Variablen z; kénnen auch verschiedene Verteilungen haben

- Die Variablen x; kénnen auch abhéngig sein, nur die Abhéngigkeit muss schwach
sein.

1.2.3 Stabile Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Betrachten wir eine Summe von unabhingigen gleich verteilten Zufallsvariablen
s=x1+ -+ 2z

Wenn die Groe s nach der Normierung s/c¢, die selbe Verteilung hat wie z, dann
heisst diese Verteilung stabil. Man kann iiberlegen, dass der Normierungskoeffizient
ein Potenz von n sein muss: ¢, = n'/®, 0 < o < 2. Man kann auch dquivalent
formulieren, dass /2 + t'/%xy und (r +t)"/*z die selbe Verteilung haben.

Die Gauss-Verteilung ist die einzige stabile Verteilung mit einer endlichen Varianz,
hier ist o = 2.

Beispiele.

Die Cauchy-Verteilung w(x) = m hat die charakteristische Funktion e,

Diese Verteilung ist stabil mit a = 1: [e=M%/]" = ¢ A,
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Die Holzmark-Verteilung. Welche Gravitationskraft erzeugt ein Sternsystem? Neh-
men wir ein Sternsystem mit der Dichte A und betrachten die x-Komponente der
Kraft im Punkt O. Diese Komponente ist eine Zufallsvariable X,. Weil die Gravi-
tationskrifte sich addieren, X, + X; und X,,; haben die selbe Verteilung. Sei X;
die Zufallsvariable im Falle der Dichte 1. Bei Dichte ¢ alle Absténde verkleinern sich
um Faktor t'/3, und die Kraft vergrossert sich um Faktor ¢/3. Deshalb haben t*/3 X,
und X; die selbe Verteilung. Wir erhalten die Gleichung

sSBX+ 128X, L (s +)PX

Das bedeutet, dass die Kraft die stabile Verteilung mit o = 3/2 hat.

1.2.4 Bemerkungen zum numerischen Verfahren

Die Berechnung von Mittelwerten etc. durch die gegebene Anzahl von Zufallsvaria-

blen erfolgt durch
1

(@) = 5 (Fle) + -+ flaw))

Der Mittelwert ist 7 = + Y1 x, der 2. Kumulant ist r, = ~5 Y7 (2, — )2

Um die Verteilungsdichte zu bestimmen, berechnet man oft die Histogramm. Viel
einfacher (und auch ohne willkiirlichen Verteilung in Bins) ist die Berechnung der
Verteilungsfunktion F,(z), die an jedem Punkt x; die Stufe % hat. Solche Funktion
lasst sich daruberhinaus mit der theoretischen Verteilung vergleichen (sogenannte
Kolmogorov-Smirnov-Statistik).



Kapitel 2

Zufallsprozesse

2.1 Dichte, Momente, Stationaritit, Ergodizitét

Eine Zufallsvariable, die von einem kontinuierlichen Parameter ¢ abhéngig ist, nen-
nen wir Zufallsprozess. Der Parameter ¢t wird als Zeit interpretiert.

Die einfachste Charakteristik von z(t) ist die Wahrscheinlichkeitsdichte wy (x,t), die
im Allgemeinen von der Zeit abhéngig ist. Diese Dichte sagt aber nichts iiber Wahr-
scheinlichkeiten zu verschiedenen Zeitpunkten aus. Hier ist die zweidimensionale
Dichte wq(21,t1; 2, ty) notig. Fortgesetzt, erhalten wir eine Hierarchie von Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen w,, (21, t1; @2, ta; . . . ; xp, t,). Diese Hierarchie muss die fol-
gende Bedingungen erfiillen:

e Symmetrie gegeniiber Vertauschen x;,; <+ x;,1;.

e Unterordnung: Die k-dimensionale Dichte muss aus der n-dimensionalen durch
eine Integration erhéltlich sein

/wn(xlatl;xbt%"';Ikatk;xkﬁ-latkﬁ-l;"'Inatn)dxk+1 o day,

= wi(x1, t; To, tay .o Ty tr)

Diese Bedingung is nichttrivial, weil bei der Integration iiber x; auch die
Abhéngigkeit von t; verschwinden muss.

Ein Zufallsprozess heisst stationér (im strengen Sinne) wenn alle Wahrscheinlich-
keitsdichen sich bei einer Zeitverschiebung nicht dndern:

Wi (1,115 Ty to5 o Ty b)) = W (X1, 8 + T3 To, te + T30 5T, by +7)

12
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Das bedeutet u.A., dass die eindimensionale Dichte zeitunabhéngig ist, und die
zweidimensionale Dichte hangt nur von der Zeitdifferenz ab:

wy () Wo (X1, T2, ty — t1) w3 (X1, T2, T3, ty — t1, 13 — 1)

Die Momente definiert man als
(x(ty)x(ts) ... x(ty)) = My(ty, ta, ... t,)

:/:leg...xnwn(:nl,tl;:vz,tz;...;xn,tn) dxy ... dz,

Um ein Moment n-ter Ordnung zu berechnen, braucht man die n-dimensionale Dich-
te. Fiir stationédre Prozesse ist der Mittelwert von der Zeit unabhéngig. Das zweite
Moment héngt nur von der Zeitdifferenz ab:

K(ty, t2) = (x(t)a(tz)) = K(r) = (x(t)x(t + 7))
Die Autokorrelationsfunktion wird als zentrales Moment zweiter Ordnung definiert
C(r) = ((@(t) = (@) (@t + 1) = (2))) = ((e)z(t + 7))
Offensichtlich ist C(0) = ((«?)) die Varianz des Prozesses.

Die Theorie stochastischen Prozesse, die nur die Momente 1. und 2. Ordnung be-
trachtet, heisst Korrelationstheorie. Entsprechend nennt man die Prozesse, bei de-
nen der Mittelwert ist zeitunabhéngig und die Autokorrelation nur von Zeitdifferenz
abhéngig, im weiten Sinne stationér.

Beispiel
Betrachten wir den Prozess @ = A cos(wt+6), wobei A und 6 Zufallsvartiablen sind.
Sei nur die Amplitude A zuféllig. Dann
() = (A) cos(wt + 0) (w(t)x(t + 7)) = (A?) cos(wt + 0) cos(w(t + 7) + )
Die t-Abhéingigkeit hier verschwindet nur wenn (A) = (A?) = 0.
Seien nun die Phase und die Amplitude zufillig und unabhédngig. Dann
(x) = (A)(coswt(cos ) — sin wt(sin b))

Die t-Abhéngigkeit hier verschwindet nur wenn (cos ) = (sin#) = 0, d.h. wenn w(0)
keine 1. Fourier-Harmonische hat. Das 2. Moment ergibt

(4%)
2

(w(t)x(t+71)) = (A?)(cos(wt+0) cos(wt+wT+0)) = [(cos(2wt+wT+20))+coswT]
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1. Term verschwindet, wenn die Dichte w(#) keine 2. Fourier-Harmonische hat.

Weterhin kann man feststellen, das der Prozess nur dann im strengen Sinne stazionér
wird, wenn die Phase gleichverteilt ist

1
w(Q):%, 0<60<2r.

Ergodizitat bedeutet, dass die Ensemble-Mittelung durch die Zeit-Mittelung ersetzt

werden kann
= lm /

Hier muss man die Gleichung “mit Wahrscheinlichkeit 17 verstehen. Analog kann
man auch die 2. Momente berechnen

(x(t)x(t + 7)) = lim T/ x(t+7)dt

T—00 2

Beispiel Fiir den Prozess @ = Acos(wt + 0) berechnen wir die Varianz (w(f) =

1/27):

2 T
(A% % / A? cos®(wt + 0) dt = —
-

(%) = 2

Wir sehen, dass die Ergodizitét ist nur bei w(A) = §(A — Ay) erfiillt.

Statt eine charakteristische Funktion beschreibt man einen Zufallsprozess mit dem
charakteristischen Funktional. Fiir eine n-dimensionale Verteilung gilt

G(kl, kg, RN kn) = <ei(k1xl+k2$2+...knxn)>
Fiir n — oo ergibt sich eine Funktion k(t):

G[k(t)] — <ez'fk(t)x(t) dt>

2.2 Spektrale Eigenschaften

Hier betrachten wir die Eigenschaften der Fourier-Transformation des Zufallsprozes-
ses z(t). Wir schreiben formal

x(t) = /eths(w) dw

und fragen nach den statistischen Eigenschaften von s(w).
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Betrachten wir zuerst ein einfacheres Problem: welche Eigenschaften miissen die
spektralen Komponenten s(w) haben, um einen stationdren Prozess x(t) zu erzeu-
gen? Der Einfachkeit halber schreiben wir die Summe zweier Harmonischen
l’(t) — Sleiwlt 4 SQGiwzt 4 leﬂe—iwlt 4 Sze—iwzt
Der Mittelwert
<.CU> = <81>€Zw1t —+ ...

wird nur dann zeitunabhéngig, wenn (s;) = 0. Die Korrelationsfunktion ist
()t + 7)) = ($2)e 2Nt | (g g )etlwrtwalthivat o (g gryominr
Fiir der Stationaritét brauchen wir

(s7) = (sisj) = (sis]) =0 (sis]) = (|si*) #0

Diese Eigenschaften bedeuten, dass die Spektralkomponenten des stationédren Zu-
fallsprozesses nicht korreliert sind und den Mittelwert Null haben. Es kann gezeigt
werden, dass die Phase gleichméfig verteilt ist.

Wir schreiben jetzt die allgemeine Formel

und berechnen die Korrelationsfunktion

K(r) = (z(t)z(t + 7)) = { / T et () dw / T () d) =

— 00

— /Oo /OO <S(w>s(y)>ei(w+u)t+iu-r dw dv

Wir haben gesehen, dass (s(w)s(v)) nur bei v = —w nicht Null ist. Wir schreiben
deshalb
(s(w)s(v)) = S(w)d(w +v)

und erhalten

K= O:o S(v)et du

Die Grofle S(w) heisst Leistungsspektrum. Das Spektrum ist die Fourier-Transformation
der Korrelationsfunktion (Wiener-Khintschin-Satz):

K(r) = /OO S(w)e™™ dw =2 /OO S(w) coswt dw
0

—00

Betrachten wir den Leistungsspektrum néher. Da die Funktion z(t) stationér ist,
existiert ihre Fourier-Transformation nicht. Deshalb betrachten wir ein Integral iiber
endliche Zeit

1 T/2 —iwt
sp(w) = By /_T/2 x(t)e™™" dt
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Entsprechend dem zentralen Grenzsatz erwarten wir, dass fiir grosse T’ s;(w) ~ v/T.
Deshalb berechnen wir

|8t Tz T2 77,wt t')
T47r2 /T/2 T/zx (D)z(t ) db at

Diese Grosse hat keinen Grenzwert bei 7" — 0o. Deshalb mitteln wir

_ o 2n{(sr(@)]?)
S(e) = jim S

Wir zeigen jetzt, dass S(w) genau das schon eingefiihrte Leistungsspektrum ist.

T/2 T/2 ,
St(w) / (x(t)x(t _"’(t_t) dt dt’
"ol T/2J-T)2
27TT —T/2 T/2
ier fiihren wir neue Variablen r =t —t' ¢ =t bzw. 1=t —t', £ = t' ein.
[hier fiih i Variabl &€ b & =1 ein.]
T/2 T+T/2
d / d K —UJ’T / d / —UJ’T
"ol l/ g —T/2 3 + T T/2 ]
1 T . 0 .
=— [/ (T — 1)K (7)e ™" dr + / (T + T)K(T)e_“‘”dT]
2nT | Jo -T

Daraus folgt

1 o .
= —/ K(r)e ™" dr
27T —00

was der Wiener-Khintschin-Formel entrspricht.

Bemerkungen:

1. Das Integral der Leistungspektrums ist die Varianz

:D:/ooSw dw

2. Die Korrelationsfunktion und das Leistungsspektrum erfiilen die Unbestimm-
keitsrelation.

3. Das weisse Rauschen ist ein Prozess mit konstantem Leistungsspektrum S(w) =
Sp. Die Korrelationsfunktion lautet

(1) = /_O:o Soe T = 275y6(T)

Die Varianz ist unendlich.
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4. Ein Leistungsspektrum von der Summe zweier nichtkorrelirter Zufallsprozesse
ist die Summe von deren Spektern.

5. Wenn der Mittelwert nicht Null ist, dann K (1) = ({x(t)z(t + 7))) + (x)2. Die
Fourier-Transformation ergibt S = S(w) + (x)%§(w).

6. Im Allgemeinen beinhaltet S(w) eine diskrete, eine stetige, und eine singulér-
kontinuierliche Komponente. Das Wienersche Lemma sagt, dass die Intensi-
vitdt der diskreten Komponenten zu [°°  K?(7) dr gleich ist.

Beispiel: Harmonischer Prozess mit der Amplitudenmodulation.

Solcher Prozess wird durch z(t) = A(t) cos(wot+¢), wobei A(t) ein gegebener Prozess
ist und ¢ eine von 0 bis 27 gleichverteilte Zufallsvariable ist. Wir schreiben A(t) =
Ag+a(t) mit (@) = 0 und erhalten die Korrelationsfunktion durch einfache Rechnung

(x(t)x(t+71)) = % (A(t)A(t + 7)) coswyT = %(Ag + K, (7)) coswyT

Das Leisungsspektrum erhalten wir durch die Fourier-Transformation:

S(w) = %[6@) — wp) + 0(w + wo)] + %[Sa(w — wp) + 5S4 (w + wp)]

Beispiel: Harmonischer Prozess mit der Phasenmodulation.
Hier x(t) = Agcos(wot + ¢ — n(t)), wobei eta(t) ein stationdrer Prozess ist und ¢
eine von 0 bis 27 gleichverteilte Zufallsvariable ist. Die Korrelationsfunktion lautet

(x(t)x(t+ 1)) = 73 (cos(wor — n(t) +n(t+ 7))

Wenn die zweipunktliche charakteristische Funktion von 7(t) als
Glky, ko, 7) = <€ik177(t)+ik2n(t+7)>

definiert ist, dann
<eion+i77(t+T)_i"(t)> = GWOTG(_L 1,7)

Falls eta gaussisch ist, dann
G(kla k2) - €<n>(kl+k2)7g(k%+2R(7)k1kz+k§)

wobei R(7) die normierte Korrelationsfunktion von 7 ist und o2 die Varianz von 7
ist. Als Ergebnis erahlten wir die Korrelationsfunktion

2
(x(t)z(t+71)) = % cos(wpr)e 7 1R

Fiir t — oo R(7) — 0 und {(x(t)x(t + 7)) — %‘2’ cos(wer)e 7, das ist die Amplitude
der Delta-Funktion im Spektrum.
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2.2.1 Karhunen-Loeve-Zerlegung

Die Korrelationsfunktion ist positiv definit. Dies zu zeigen, schreiben wir fiir belibige
Funktion f

(if roetrar)zo =

</0T fu)z(u)du /OTf(U)x(v)dv> = //K(u,v)f(u)f(v)dudv >0

Das ist genau die Definition einer positiv definiten Funktion. Daraus folgt, dass der
Operator, der mit Hilfe dieser Funktion definiert wird

v = [ K jolo)dr

auch positiv definit ist, und hat deshalb die positive Eigenwerte und die Eigenfunk-
tionen, die eine Basis bilden. Die Eigenwerte A und die Eigenfunktionen ¢ erfiillen

[ K 0)sw)in = ro(w)

Die Eigenfunktionen sind orthonormiert [ ¢ (t)¢;(t)dt = 6;;. Wir konnen die Kor-
relationsfunktion in dieser Basis entwickeln:

K(u,0) = 3 A (u)du(0)
k=1

Wir kénnen auch eine belibige Ralisierung des Zufallsprozesses x(t), 0 < t < T in
dieser Basis entwickeln (da die Konvergenz noch nicht klar ist, schreiben wir zuerst
die endliche Entwicklung):

o) =S et 6= [Matoa

Wir zeigen zuerst, dass die Entwicklungskoeffitienten & nicht korreliert sind:

(680 = e [ st [ a(eiomoar )

_ ﬁ/j /OT dudv K (1, ) (1) o (0) = S

Zunéchst zeigen wir, dass die Entwicklung in Sinne des mittleres Quadrates konver-

giert:
((x(t) —on(1)?) = Var(z) + 2 (way) — (2%)
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(xay) = < Zqﬁk \/_/ > Z¢k / (2, ) o ( )duzgj)\k(bi

Auch (2%) = =V A\e¢?. Deshalb

((x(t) = o (1)) = K(t.1) ZAM%O

Die Zerlegung des Zufallsprozesses in der Basis der Korrelationsfunktion heisst
Karhunen-Loeve-Decomposition oder auch “principal component analysis”. Die Hauptei-
genschaft ist, dass die Komponente der Zerlegung nicht korreliert sind, d.h. wir
zerlegen die Realisierung in der nicht-korrelierten Komponenten.

Am einfachsten ist die KLZ in diskreter Zeit, dann K ist die Matrix, ¢ und A die
Eigenvektoren und Eigenwerte. Zwei einfache Fille sind leich zu behandeln. Wenn
der Prozess delta-korreliert ist, sind alle Eigenwerte 1 und die Eigenveektoren sind
(100...), 010... etc. Deshalb ist die KLZ einfach Zerlegung in der Werte von x(t;).
Wenn die Korrelationen auf dem Interval 0,7 nich abnehmen, dann K;; = 1. Diese
Matrix hat ein Eigenvektor (111...1) mit der Eigenwert 1, alle andere Eigenwerte
sind Null. Die Zerlegung besteht aus einem Glied — dem Wert des Prozesses auf dem
interval 0, 7.

2.2.2 Transformation Zufallsprozessen in lineraen Systemen

Lineare Systeme transformieren das Eingangssignal x(¢) zum Ausgangssignal y(t):
y(t) = [ h(t. 7)) dr

In Systemen mit konstanten Parametern h(t,7) = h(t — 7) und
y(t) = [ hlt=r)a(r) dr

Fiir das Spektrum erhalten wir

wobei

1 oo :
H(w) = 5 1 (B dt

Das Spektrum eines Zufallsprozesses ist ~ |s(w)|?, deshalb

Sy(w) = [H(w)[*Sa(w)
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Beispiel 1.
Niedrigfrequenzfilter.
Ty +y==x
In Fourier-Form ( )
S, (w
sy(w) - 1 —T— WT

Fiir das Leistungsspektrum erhalten wir

Sz(w)

1+ w2r?

Sy(w) =

Wenn das Spektrum von x breit ist, kann der Prozess  mit dem weissen Rauschen
approximiert werden: S, (w) = A/(1+ w?7?). Die Autokorrelationsfunktion von y ist
dann C(t) = e~ /71,

Beispel 2.

Die Zeitableitung: y = @. Hier H(w) = iw und Sy(w) = w?S,(w). Die Korrelati-
onsfunktion der Ableitung ist K,(7) = —K(7). Der Mittelwert der Ableitung ist
Null.

Beispiel 3.

Das Integral: y = x, H(w) = 1/iw, Sy(w) = Sy(w)/w* Wenn S,(0) # 0, dann
divergiert das Integral [ S,(w) dw and die Varianz von y ist unendlich. Dieser nicht-
stationarer Prozess ist ein Diffusionsprozess.

2.2.3 Diffusion auf langen Zeitskalen

Die Diffusion wird durch die Diffusionskonstante charakterisiert, die durch die For-
mel

(y(t)*) xim00 Dt
definiert wird. Wir berechnen die Varianz (y(¢)?) dhnlich zur Berechnung des Spek-

trums:
/ / l/ dt dt” / / /l dt dt”
:t/ (1- %)K(T) dr
—t

Falls das Integral konvergiert, erhalten wir die Green-Kubo-Formel

(y(t)?) = tD D:/O:o K(r) dr
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fiir die Duffusionskonstante. Anders ausgedriickt
D= / K(7) dr = 275(0)

ist die Diffusionskonstante gleich die Spektrumkomponente fiir Frequenz Null.

Wenn die Korrelationsfunktion sehr langsam abnimmt K (7) ~ 777, v < 1, erhalten

@ NQ‘/Ot(l_%)T_VNtI—V

oder
(y(t)?y ~ 77
Solche Diffusion heisst anomale Diffusion. Ein andere Variante der anomalen Diffu-

sion tritt ein, wenn die einzigen Verteilungen stabile Verteilungen sind, z.B. Cauchy-
Verteilung.

Beispiel. Harmonischer Oszillator mit der Frequenzmodulation.

Der Prozess wird durch (t) = Agcos(wot + ¢(t)) beschrieben, wobei die Phase ¢
die Gleichung gb = £(t) erfiillt. Hier ist & der Zufallsteil der Frequenz. Die Phase ist
das Integral iiber der Frequenz, deshalb stellt die Phase ein Diffusionsprozess dar.
Die Korrelationsfunktion berechnen wir aus

(x(t)x(t+ 1)) = A?% (cos(woT + P(t +7) — (1))

Um weiter rechnen zu kénnen, nehmen wir an, dass die Phase gaussisch verteilt ist
und die Diffusion von der Zeit t = 0 gilt (das bedeutet, dass & delta-korreliert ist).
Dann

(eos((t +7) — 6(1) = expl— {(6(t +7) — 6(1))*)] = expl3 Dlr]

Das ergibt
2

(x(t)x(t+ 1)) = 70 COS(w(ﬂ—)e—%Dm

Das Spektrum ist

A2D 1 !
st =8 [G=areo * rape

Dieses Spektrum, im Gegensatz zum Spektrum bei der Amplituden- bzw. Phasen-
modulation beinhaltet keine diskrete Komponente.
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2.2.4 Kreuzkorrelation und Kreuzspektrum

Die Kreuzkorrelationsfunktion zweier stationérer Prozesse x(t) und y(t) héngt von
der Zeitdifferenz ab:

Kazy(tatl) = ery(t - t/) = <I(t)y(tl)>
Es ist zu bemerken, dass K, (1) = Ky (—7) aber K, (1) # Kuy(—7). Man kann zei-
gen, dass |K,,(7)|* < /K,(0)K,(0). Das Verhiltnis Cy (7) = K, (7)/1/ K (0) K, (0)

wird die normierte Kreuzkorrelationsfunktion genannt.

Betrachten wir jetzt die Fourier-Transformation

x(t) = /OO e“'s,(w) dw y(t) = /oo s, (w) dw

—0o0 —00

Die Kreuzkorrelationsfunktion ist
Kay(r)= [~ [ dwdv =07 (s ()5, (1))

Wir fiihren das Kreuzspektrum ein:

(s2(w)sy(V)) = Spy(w)d(w +v)
oder

(s2(w)sy(v)) = Spy(w)d(w —v)
und erhalten o

Koy(r) = / 'S, (w) dw

Das Kreuzspektrum ist komplex und erfiillt

Sﬂcy(w) = S;x(w)

Beispiel: Finden wie die Korrelationseigenschaften des Zufallsprozesses und deren
Zeitableitung. Wenn y = &, dann S, (w) = w?S;(w). Deshalb

K,(r) = /_o:o Sy(w)e™™ dw = /_O:o WS, (w)e™™ dw
_PR,(7)
B or?

wobei die letzte Formel durch die partielle Integration erhalten werden kann.
Fiir die Kreuzkorrelation erhalten wir

e“ls,(w) dw/ e T s, (v) dv)
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2.2.5 Impulsprozesse

Wir betrachten hier die Prozesse, die die Form von Reihe von Impulsen zu den Zei-
ten tq,ts,... haben. Sei f(7) die Wehrscheinlichkeitsdichte des Abstandes zwischen
Impulsen. Dann F(7) = [7° f(u) du ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Abstand

grosser als 7 ist.

Sei es bekannt, dass ein Impuls zur Zeit 7 noch nicht aufgetreten ist. Dann ist die
Wahrscheinlichkeit, dass ein Impuls wihrend des Intervalls 7 + A7 erscheint,

Flr+Ar)=F(r) _ F
F(r) - F
Nehmen wir, dass diese Wahrscheinlichkeit konstant ist ¢(7) = A\. Dann

F(r)y=e™ f(T) = Ae™7

o(T)AT = AT

Der Prozess, bei welchem die Wahrscheinlichkeitsverteilung von Impulsabsténden
exponentiell verteilt ist, heisst Poisson-Prozess. Der kann durch die folgende Eigen-
schaften definiert werden:

1) Die Wahrscheinlichkeit von einem Ereignis im Intervall (¢, ¢+ At) ist AAT +o0(At).
2) Diese Wahrscheinlichkeit ist von der Vergangenheit ¢’ < t unabhéngig

3) Die Wahrscheinlichkeit, zwei Ereignise im Intervall (¢, ¢4 At) zu haben, ist o(At).

Man kann zeigen, dass die Zahl von Impulsen auf einem grossen Zeitintervall (0, T')
die Poissonsche Verteilung mit dem Mittelwert AT erfiillt. Wir teilen das Intervall
[0,T] auf k Intervalle der Linge At. Die Wahrscheinlichkeit, einen Impuls in jedem
kleinen Intervall zu haben, ist AA¢. Die Wahrscheinlichkeit, m solche Ereignisse zu
haben, ist die Binomialverteilung

m

Fiir £ — oo konnen wir schreiben

AN
m) — ml(k—m)! " m!

Weiterhin v v
1— m ~e Tt = (1-— ?)k_m ~e M
so dass letzendlich die Poissonsche Wahrscheinlichkeitsverteilung
oA (AT)™
m!

entsteht. Hier insbesondere ist der Mittelwert gleich der Varianz:

(m) = AT = (m?) — (m)’
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Stationaritit Um ein stationdrer Prozess zu erhalten, mussen wir die Wahrschein-
lichkeitsverteilung der Erscheinungszeit des ersten Impulses speziell auswéhlen. Wir
nehmen an, dass der Prozess mit einem Impuls zur Zeit t = 0 anfangt, und berechnen
die Wahrscheinlichkeit w(x), dass wenn wir eine grosse Zeeit ¢ nehmen, das néchste
nach ¢ Impuls kommt nach einem Zeitinterval x. Dann die Wahrscheinlichkeitsver-
teilung von = wird genau die gesuchte Verteilung von einem “zufillig gewahlten”
Zeitpunkt bis zum néchsten Impuls. Sei h(t') — die Wahrscheinlichkeitsdichte, einen
Impuls zur Zeit ' zu beobachten. Dann

w(x) = /Uth(t —u)f(u+z)du

(hier wird die Wahrscheinlichkeit vernachléssigt, keinen Impuls wéhrend Zeit ¢ zu
beobachten). Wenn ¢ — oo, strebt die Wahrscheinlichkeit h gegen % Deshalb

w(x) = <71>/Ooof(u—i-x)du: m/;of(u)du

Fiir Poissonischen Prozess aus

f(r) = Ae™ /;O fu)du = e (1) = %

folgt
w(r) = e ™ = f(x)

Das kann man als einen Paradox formulieren: die Erwartung eines Ereignis von
zufiillig gewélten Zeitpunkt ist die selbe wie von vorheriges Ereignis. Die Losung ist
in der Tatsache, dass ein zufillig gewdhlter Zeitpunkt liegt mit grosser Wahrschein-
lichkeit in einem langen Interval zwischen zwei Ereignissen.

Beispiel: Der Telegraph-Prozess hat die Werte £1, und die Umschaltungsereignisse
bilden einen Poisson-Prozess. Die Wahrscheinlichkeit, im Intervall [0, 7] eine gerade
Zahl von Umschaltungen zu haben, ist

\T) 2k 14 e 22T
Woer = e M Z ((Qk))' =e Mcosh \T = tre
Fiir eine ungerade Zahl erhalten wir
1 — 672)\T
Wunger = >

Damit ist die Korrelationsfunktion

K(T) = (2(0)2(T)) = Wyer = Wanger = =1

Beispiel: shot noise. Die Impulssequenz

a(t) =Y h(t—t))
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wobei ¢; ein Poisson-Prozess ist, heisst “shot noise”. Berechnen wir die Korrelati-
onsfunktion. Seien im Intervall [0, T] genau n Impulse aufgetreten:

2(t) =D _h(t—t))
1
Dann ist die Korrelationsfunktion
Ko(r) = Q_h(t —tj) Y h(t —t)) = Y _(h(t = t;)h(t — ty))
j=1 k=1 j.k
Wir teilen diese Summe in n Terme mit j = k und n? — n Terme mit j # k:
Ko (1) =n(h(t —tj)h(t —t; + 7)) + +(n® — n)(h(t — t;))(h(t — ty + 7))

Der erste Term wird zum Integral k(1) = [0 h(t)h(t+7) dt. Der zweite Term ergibt
H? wobei h der Mittelwert H = [°° h(t) dt ist. Wir kénnen schreiben
n?—n

= i

Kn(7) = =k(7) +

Jetzt miissen wir diese Funktion iiber die Poisson-Verteilung von n mitteln. Mit der
Beriicksichtigung von Formeln (n) = AT und (n?) = (n)? + (n) erhalten wir

K(7) = M&(7) + N’ H?
Das entsprechende Spektrum lautet

S(w) = 27 Alh(w)]* + 2722 |h(0)]25 (w)



Kapitel 3

Markov-Prozesse

Ein Markov-Prozess hat die Eigenschaft, dass die bedingte Wahrscheinlichkeit nur
von dem letzten Zeitpunkt abhéngig ist:

Win—1(Yns ta|Y15 t15 5 Yn—15 tno1) = Wit (Yns to|Yn—1, tn-1)

Der Markov-Prozess wird komplett durch zwei Funktionen

w1 (y,t) und w11 (Y2, t2|y1, t1)

gegeben. 7. B.

w3 (Y1, t1: Yo, 23 Y3, t3) = wayr, t1s Yo, ta)wip(ys, tslyr, tis Yo, ta) =
= w1 (y1, tr)wip (Yo, ta|yr, t1)wipn (ys, t3lya, t2) (3.1)

Beispiel: Diskrete deterministische Abbildung yn+1 = f(y»). Hier wipy = 6(yng1 —
f(yn)) und wa(ypi1, Yn) = w1 (Yn)0(Ynt1 — f(yn)). Fiir zeitkontinuierliche Systeme
y = f(y) braucht man die allgemeune Losung ¢(yo,t — t). Dann

win (s o, to) = 6(y — (Yo, t — to))

3.1 Chapman-Kolmogorov-Gleichung

Wir integrieren die Gleichnung (3.1) {iber ys:

wa (Y1, 15 Y3, t3) = wl(?/htl)/ dys wip (Y3, t3|ya, t2)wi (Yo, to|ya, t1)
Jetzt dividieren wir durch wy (yy, ¢ ) und erhalten die Chapman-Kolmogorov-Gleichung
w1 (Ys, t3lyr, t1) = int dys wii(ys, tslya, to)wip (ya, t2|yr, t)

26
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Diese Gleichung wird auch Smoluchovsky-Gleichung genannt. Sie muss fiir Markov-
Prozesse erfiillt sein.

Beispiel: Der Telegraph-Prozess hat die Ubergangswahrscheinlichkeit

]_ _ 4 ]- _ —
win(y. 1y, 1) = 51 +e =S (y — o) + Sl—e =5y + o)

Beispiel: Der Wiener-Prozess

/o 1 7(@17?1’22
wy (Y, ty' 1) = ——=e & wi(y,0) = d(y)
27(t — 1)

Dieser nichtstationdrer Prozess beschreibt die Diffusion; die Wahrscheinlichkeits-
dichte ist 1 )

w1y (y, t) = \/ﬁei%

Wenn der Markov-Prozess stationér ist, héngt wi); nicht von zwei Zeiten ab, sondern
von der Zeitdifferenz:

wipn (Y2, talyr, t1) = Tr(y2lyn) T=1t—1t

Die Chapman-Kolmogorov-Gleichung kann dann als

Tr+r’(?/3|y1) :/ dys TT’(y2|y1)TT(y3|y2)

geschrieben werden. Aus der Symmetrie der zweidimensionalen Verteilung folgt
w2 (Y1, t1; Y2, ta) = Tr (yalyr)wi(y1) =

= wa(y2, to; y1, t1) = T (y1|y2) w1 (y2)

Dies ist keine Detallierte-Bilanz-Bedingung, da hier die Ubergangswahrscheinlichkeit
mit der negativen Zeit steht.

Beispiel: Der Ornstein-Uhlenbeck-Prozess.

1 1 _ (wa-yre7)?
wl(y) = \/ﬁe_yz/Q TT(y2|y1) = e 20-e™)

27(1 — e~27)

Dieser Prozess ist ein markovscher, stationdrer und gaussscher Prozess. Er ist der

einzige Prozess mit solchen Eigenschaften. Die Korrelationsfunktion ist K (7) = e™".
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3.2 Master-Gleichung

Die Chapman-Kolmogorov-Gleichung ist eine funktionale Gleichung, die nicht so
einfach zu behandeln ist. Im Grenziibergang 7 — 0 l&sst sich eine Differentialglei-
chung ableiten, die viel einfacher zu behandeln ist. Zuerst ist zu bemerken, dass
To(y2|y1) = 0(y2 — y1). Wir nehmen an, dass fiir kleine 7/ die Ubergangswahrschein-
lichkeit proportional zu 7 ist:

T (y2lyr) = 7'W(gelyr) + (1 — ao7')d(y2 — y1) + o(7)

Hier ist aus Noormierungsgriinden ag(y1) = [ W (y2,41) dyz. Die physikalische Be-
deutung von W (ys|y;) ist die Ubergangswahrscheinlichkeit y; — y5 pro Zeiteinheit.
Dann setzen wir diesen Ausdruck in der Chapman-Kolmogorov-Gleichung

Trir(yslyn) /d?JQT (y3ly2) T (y2ly1)

ein:
Torir(ysln) = (1= ao(90)7) T (wslon) + 7 | dysW (yelyn) T (vsle)

Loy (yslyr) — Tr(ysly)
7—/

/dyzW Yoly1) > (ysly2) — ao(y1)Tr(ys|yr)

Dies ldsst sich mit Hilfe der Normierung als

8

8 (?J3|yl /d?JzW yz|?/1> (y3|y2 /d?JzW ?Jz,?h) T(y3|y1)

umschreiben. Diese Gleichung wird Master-Gleichung benannt. Oft wird sie fiir
P(y,t) = Ty(y|yo) geschrieben:

P [ dy Wl P = W (1) Py)]

Dazu gehort die Anfangsbedingung P(y,0) = d(y — yo)-

Im diskreten Fall schreibt man

dpp
% = Z[Wnn/pn' (t> - Wn’npn (t)]

Die Master-Gleichung stellt eine Wahrscheinlichkeitsbilanz dar.

Diese Gleichung ist fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit P(y,t) = T;(y|0) aufgestellt,
aber die gleiche Gleichung kann man auch fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte w(y, t)
schreiben. Weil

/P yv y07 dy()
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gilt, erhalten wir

8 a / / /
o= [ 5Pl 0)due = [ dy W (yly)yely') - W' ly)wi)
mit der Anfangsbedingung w(y, 0).

Beispiel. Eine Glithlampe kann einwandfrei (Zustand 0), mangelhaft (Zustand 1)
und kaputt (Zustand 2) sein. Die Ubergangswahrscheinlichkeiten sind

fiir 0: W10 WQO 1-— W10 — W20 fir 1: WQI WH =1- W21 fiir 2§W22 =1

Die Master-Gleichung lautet

dw
d_o = — (Wi + Wag)wy
t
dw
d—tl = WiyoWo — Wy,
dw
d—t2 = Wywo + Waw,

Wenn zur Zeit t =0 Wy = 1, w; = wy = 0, dann

d
Wy = 67(W1°+W2°)t% = —Wywy + Wige WrotWao)t
und
wy = Wio (G_W21t _ e—(Wlo-I-Wzo)t)
Wio + Way — Wy
wy = Wao (1_6*(W10+W20)t>+ Wio (1_67W21t>_ Wo1 Wio (1_6*(W10+W20)t>
Wio + Wag Wio + Wag — Wy Wio + Wag — Wy

Fiir ¢ — oo strebt die Wahrscheinlichkiet wy gegen 1. Dieser Zustand ist ein absor-
bierender Zustand.

3.3 Markov-Ketten

Eine Markov-Kette ist ein Prozess mit diskreten Zustdnden und diskreter Zeit. Sie
wird durch die Matrix @, gegeben, die die Ubergéinge von n' zu n beschreibt:

qoo do1  qo2
Q= dio 411

Die Matrix heisst stochastische Matrix, wenn



Stoch. Prozesse (A. Pikovski, 2002) 30 Kapitel 3: Markov-Prozesse

e alle Elemente nicht-negativ sind,

e die Summe von Elementen in jede Spalte gleich 1 ist.

Jede stochastische Matrix definiert eine Markov-Kette.

Beispiel: ein Irrweg mit Wahrscheinlichkeiten o und S nach rechts und nach links
zu springen wird durch die Matrix

0 6] 0
a l—a—p I6]
0 o l—a—-p

gegeben. Hier sind zwei Typen von Randbedingungen interessant:

1) reflektierender Rand

1—a B
Q l—a-—p 5]
0 a l—a—-p B
2) absorbierender Rand
1 B
0 1—a-p 5]

0 Q l—a-p f

Die Zustdnde einer Markov-Kette konnen folgendermaflen klassifiziert werden. Sei
der Anfangszustand der Kette j. Der Zustand j heisst

Rekurrent, wenn die Kette mit Wahrscheinlichkeit 1 in den Zustand j zuriickkehrt. Die
Zeit der ersten Riickkehr heisst Riickkehrzeit.
Positiv-rekurrent, wenn die mittlere Riickkehrzeit endlich ist.
Null-rekurrent, wenn die mittlere Riickkehrzeit unendlich ist.

Transient, wenn die gesamte Wahrscheinlickeit in den Zustand j zuriickzukehren kleiner
als 1 ist.

Periodisch, wenn die Kette kann in den Zustand j nur zur Zeiten ¢, 2¢, 3t, ... zuriickkehren.

Ergodisch , wenn er nicht periodisch und positiv-rekurrent ist.
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Beispiel (Polya-Satz): Der symmetrische Irrweg ist in 1 und 2 Dimensionen null-
rekurrent. In 3 Dimensionen ist jeder Zustand transient: die Riickkehrwahrschein-
lichkeit ist 0.35, die mittlere Zahl von Riihkkehren ist 0.53. Ein nichtsymmetrischer
[rrweg ist transient in jeder Dimension.

Wir bestimmen jetzt einige quantitative Eigenschaften der Markov-Ketten. Sei f,g?)
die Wahrscheinlichkeit, den ersten Ubergang von j zu k nach n Zeitschritten zu
haben. Hier f,g;) = qrj- [} = Xn f](?) ist die Wahrscheinlichkeit, irgendwann zu
j zuriickzukehren. Der Zustand ist rekurrent, wenn f; = 1 und transient, wenn
f; < 1. Die mittlere Riickkehrzeit ist (t;) = > n f” (analog kann man die mittlere

Ubergangszeit (t;;) = 3 nfkj definieren).

Wir fithren die Wahrscheinlichkeit, p%% im Zustand j nach n Zeitschritten zu sein,
ein. Die charakteristischen Funktionen werden als

=M Pyls) = S pisn

geschrieben. Man kann iiberlegen, dass die erste Riickkehr nach 1,2...n-1 Schritten
sich gegenseitig ausschliessen. Deshalb

(n) _ £(1), (n— (n— 2) (n)
oy = £ R L+

Jetzt multiplizieren wir dieser Ausdriick mit s™ und erhalten
_ (n 1 (n=2) | (n)
s) _ijj me sp]] " +f]] Tt

= Fji(s) + Fj;(s) Pj;(s)
Daraus fol
8 P.(s) = Fj;(s) A Pj;(s)
5i(s) = 1— Fji(s) ii(s) = 1 +7ij($>

Die charakteristische Funktionen lassen die eingefiihrte Groflen berechnen:
fi=Fj(1) () =Fj;(1)

Man sieht, dass f; < 1, wenn P;;(1) endlich ist, und f; = 1, wenn Pj;(1) =X, pg-?) =

oo. Es gilt auch, dass der Zustand j ergodisch ist, wenn lim,, pg-?)

1/(t;) = i3

Die Markov-Ketten lassen sich folgendermassen klassifizieren. Die Ketten kénnen
zerlegbar und nicht zerlegbar (wenn aus jedem Zustand jeder anderer Zustand er-
reichbar ist) sein. Die Kette

A C

0 B

= const, und
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ist zerlegbar (man kann 1 aus 0 nicht erreichen) und die Kette

(e 5)

ist nicht zerlegbar. In einer nicht zerlegbarer Kette sind alle Zustdnde von einem
Typ.

Wir finden die Eigenwerte der stochastischen Matrix ). Da die Summe von Elemen-
ten jeder Spalte 1 ist, ist der Vektor (1| der linke Eigenvektor: (1|Q = (1|. Daraus
folgt, dass die Matrix () hat Eigenwert 1: Wenn wir die Gleichung

Qla) = Ala)

mit (1| multiplizieren, erhalten wir (1|la) = A(1]a), was ergibt: Entweder \g = 1
oder (1|a) = 0. Der Satz von Perron und Frobenius sagt, dass alle Komponente
des Eigenvektors |a) positive sind, und alle andere Eigenwerte kleiner als 1 sind
|An] < Ao = 1. Das bedeutet, dass fiir t — oo Q' — |ag)(1].

Beispiel: Markovsche Aufteilung fiir diskrete dynamische Systeme. Wir betrachten
eine Abbildung F': I — I, und das Ziel ist, diese Abbildung mit Hilfe einer Markov-
Kette zu beschreiben. Das wird moglich, wenn 1) die Zahl von Zusténden endlich ist,
d.h. das Intervall kann auf endliche Zahl von Unterintervallen aufgeteilt werden 2)
Die Ubergangswahrscheinlichkeiten sind von der Geschichte unabhingig, d.h. davon
unabhéngig, wo auf dem Unterintervall sich der Zustandspunkt befindet. Die Bedin-
gung 2 wird erfiillt, wenn die Wahrscheinlichkeitsdichte auf jedem Intervall konstant
ist. Diese Eigenschaft wird bei der Abbildung erhalten, wenn die Abbildung 1) die
Rénde von Unterintervallen in die Rénde abbildet, und 2) auf jedem Unterintervall
linear ist. Dann

N by |an’ |

an’

wobei a, die Steigung der Abbildung auf dem Intervall n’ ist und b,, die Lange des
Intervalls n ist. Man sieht, dass () eine stochastische Matrix ist, weil

Ynbn  |F(by]
nn! — = =1
zn: ¢ by |an’ | by |an’ |

gilt.

Beispiel: Bernoulli-Abbildung: # — x/a wenn x < a, und & — (¢ —a)/(1 — a) wenn

a < x < 1. Hier
a a
Q_<1—a 1—a>

Der Eigenvektor ist |ag) = (a,1 — a).



Kapitel 4

Die Fokker-Planck-Gleichung

4.1 Von der Master-Gleichung zur Fokker-Planck-
Gleichung

Wir betrachten zuerst eine einfache Form der Master-Gleichung fiir den Irrweg in
einer Dimension. Sei die Wahrscheinlichkeit des Sprungs nach links a und nach
rechts §. Dann erfiilt die Ubergangswahrscheinlichkeit P(n, t|ng, o)

D) _ P +1.0)+ 5P~ 11) — (0 + B)P(0.1)
Wir fiihren eine kontinuierliche Variable x = nl ein. Dann
% =aP(x+1,t)+ P(x —1,t) — (a+ B)P(x,t)
Entwickeln wir die rechte Seite nach x
% :a[P+lg—];+§§7€+...]+B[P—lg—i+§g%)+...]—(a+/3)P
oP Po*P  (a—B)BoP

:l(a_ﬁ>%+(a+5>58x2 + 6 ox?

Betrachten wir den Grenzwert [ — 0. Die endliche Terme enstehen wenn o+ 3 ~ 172,
a— 3~ 171, Wir bezeichnen

A=lim—(a—pf)  B=lim—(a—F):/2

Der néichste Term ist klein: (o — 8)I* ~ [? << 1. Als Ergebnis erhalten wir eine
partielle Differentialgleichung

OP OP 0%P
o~ Aor TPz

33
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Im allgemeinen kann man eine partielle Diffrenetialgleichung aus der Enwicklung
der Master-Gleichung erhalten. Wir schreiben die Master-Gleichung

OP(x,t to)
O 0 t0) _ [ d(w (afa?) (") — W (2"} P(a)
Jetzt setzen wir in den ersten Term 2’ = x — y und in den zweiten Term 2’ = z + y:
= [ ayW(ale = y)Pa — y) = Wz + ylo) P(a)]

Wir bezeichnen W (z+y|z) = t(y, z), dann W (z|x —y) = t(y, x —y) und wir erhalten

= /dy[t(y, v —y)P(x —y) —t(y,v)P(x)]

Jetzt entwicklen wir nach y

et )P~ . )Pl = [y > 0P ()

- S [t
Hier
/dyt(y,x)y” = /dAx (Az)"W (x + Az|z) = a,(2)

sind die Momente der Ubergangswahrscheinlichkeit. Wir erhalten die Kramers-Moyal-
Entwicklung

Wenn
A=q = /dAx (Ax)W (x+Azxjx) #0  B=ay= /dAx (A2)’W (z+Ax|z) #0

aber alle weitere Momente sind Null, dann erhalten wir die Fokker-Planck-Gleichung

8P(x,t|x0,t0) . 8 1 82
o o WP ggeBlP

Beispiel.
Wir betrachten den Fall A(z) = —z, B(z) = 1:
8P(.I',t|l'0,t0) . 3 1 82
ot ox" T 207

Suchen wir die Losung in der Form

1 e
"= Tpn TP e
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Dann
Mot L g
O D\ JoxD(t)
oxP 0P 2wz —a) 1
e = o +P = D Vo exp/]
P 1 1 H+(x—a)2 1 ]
922 — D N exp D Jan exp
N / N2 N /
oP  —1/2D" 1 (x —a)*D" 1 expl] + 2(x —a)d 1

E N D3/2? \ 2 exp[] + 2D5/2 \ 2 2D3/2 \ 2 exp[]

Wir erhalten damit
D' (x—a)?*D"  (z—a)d 1 x(z — a) 1 (x —a)?
92D3/2 + 25/2 + D3/2 DY2  D3/2 32 + D5/2

D' 1 1 ) D' 1 1 (x —a)(d +a)
(_2D3/2 + D3/2 D1/2) + (I o a) (_2D3/2 + D3/2 D1/2) D3/2

=0

—D'+2-2D ,D'=2+2D w—a,,
VORI + (z —a) VoL +D3/2 (" +a)=0
Daraus folgt @' = —a und D' =2 — 2D. Die Losung ist
a = zpe ! D=1—¢%
1 (x — xpe)?

P=— B S A
Jor(d—en P2l

Das ist die Ubergangswahrscheinlichkeit des Ornstein-Uhlenbeck-Prozesses.

Die Fokker-Planck-Gleichung wurde fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit P(z, t|2, o)
geschrieben, die die Anfangsbedingung P(z,ty|xo,ty) = d(z — xp) erfiillt. Fiir die
Wahrscheinlichkeitsdichte gilt die selbe Gleichung

ow(x,t) 9, 1 9?

4.2 Die Langevin-Methode

In der Langevin-Methode wird der Einfluss von Fluktuationen auf ein System mit
makroskopisch bekannter Dynamik durch stochastische Differentialgleichungen mo-
delliert. Sei das System mit der Gleichungen

= A(r)
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beschrienben. Nach der Langevin-Methode wird dazu die Zufallskraft addiert, die
1) Gaussisch mit dem Mittelwert 0 ist;

2) Delta-korreliert ist (£(¢)&(t)) = Bi(t —t');

3) Von z unabhéngig ist.

Wir schreiben
&= Az) + (1)

und betrachten den Zuwachs von x:
t+At t+At
Axr = / ))dt' + / t")dt'

Wir finden jetzt die ersten und zweiten Momente von Aux:

(Az)y = A(z)At

() =4[ AGenan ([ Ay [T e@anye [ e

Der erste Term ~ (At)2, der zweite Term ~ (At)%/2, der dritte Term ~ (At):

(o)~ ([ ewyary) = Bad

Die Ergebis lautet

oP 0 B 0*P

T T Y

Wir betrachten jetzt einen allgemeineren Fall, wenn das Rauschen von x abhéngt:

&= Ax) +C@)E),  (EDSE) = ot 1)

dx
C(x)

y=/Clx) = A(x)/Cx) + £(t) = A(y) +£(#)

Fiir diese Langevin-Gleichung kénnen wir schon die Fokker-Planck-Gleichung schrei-
ben

ein:

Setzen wir eine Transformation y =

oP 0 - 1 0?
rr —a—yA(y)P(y) + igp

Jetzt machen wir die Riicktransformation

und erhalten

OP(y) ) 9.0

Cat N or
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OP 0 10 0

Fr —%A(x)P(x) + 5%0(@%0(@})(@
Der Wahrscheinlichkleitsfluss ist jetzt

A(2)P(2) - Lo@)C(0)P@) - L L c2@)P(a)

In diesem Verfahren haben wir angenommen, dass die stochastische Gleichung die
selbe Variablentransformationen durchfiihren l&sst wie die einfache Differentialglei-
chungen. Das Problem ist aber in der Interpretation des stochastischen Terms.

Betrachten wir die Gleichung & = C(z)d(t). Eine Losung erhélt man, wenn durch
C(z) dividiert wird:
dz
—— = [4(t) =1
Eine andere Losung x4 — x— = C(x_) erhdlt man in der Annahme, dass  sich
wéhrend der Wirkung der Delta-Funktion nicht dndert.

Genau so kann man die stochastische Differentialgleichung verschieden interpretie-
ren. Wenn

2t + A8 = Ax)At + o(EUE A;) *alt), /ttw <(t')dr

gilt, dann nennt man diese Interpretation die Stratonovich-Interpretation. Die In-
terpretation

t+AL
ot + At) = A(x)At + C(x(t)) /t £(t')dt!

wird Ito-Interpretation genannt. Diese Interpretation ist mit der normalen Varia-
blentransformationen nicht vertretbar, deshalb gibt es eine spezielles Ito-Kalkiil.

Der Satz von Wong und Zakai sagt, dass ein Prozess mit charakteristischen Korrela-
tionszeit 7y fiir 79 — 0 zum einen Startonovich-Prozess konvergiert. Trotzdem wird
von Mathematikern die Ito-Form bevorzugt.

Ohne Herleitung schreiben wir hier die allgemeine Form der FPGIh aus:
T; = fz(xa t) + gi(x> t) <gi($, t>gj (x/> tl>> = QBij (.T, x/’ t>5(t - tl>

OP 0 0 o
_ P . —B ! r—
(@, ) [ fila, t) + o, i (0, 1) Lo =a] + P,

P(JJ, t)Bij(.I', x, t)

Beispiel: FPGIh. in einer Dimension.

Die Langevin-Gleichung lautet
&= flx)+&()  (EBEH) =2B(t — 1)
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Die FPGIh lautet

oP 0 0*
Die stationédre Losung erhalten wir wenn %—Iz = 0. Dann
0 0 oP
- P—-B—P)= P—B— =
Z(f@)P-B—P)=0  [(&)P-B— =C,

Nehmen wir an, dass der Fluss €y Null ist (wir werden auch ein Gegenbeispiel
betrachten). Dann

dinP  f(x) f(z")
Y hp= / /
e ~ B ! B "
Fiithren wir jetzt das Potential U(x) = — [ f(2')d2’ ein. Dann

P(z,t) = Ce= 5"
wobei C' aus der Normalisierungsbedingung

C = /e’Ug)dx

gefunden werden kann.

Beispiel: Ein Oszillator mit Reibung und Rauschen wird mit der folgenden Langevin-
Gleichung beschrieben:

T4k = flx)+£()  (S@OE(H)) = 2Bt — 1)
Wir schreiben diese Gleichung als ein System 2. Ordnung um
t=y g=-—y+fx)+E)
Die FPGI lautet

OP(x,y,t) 9, 9, 0*P
=l - [ P-SyP+BS-
o ay[ v+ f@IP = ooy P + e

Wir suchen die stationire Losung in der Form P = CeV@*+W®) und erhalten
Y= (= + f@))W —yV' + BW" + W) =0
Wir setzen hier W = —ay? ein:
¥ = (=vy + f(2))(=2ay) — yV' + B(~2a + 4a’y*) = 0

v = 2aB 4 4Ba*y® — y2ay” + 2ay f(x) — yV' =0

Daraus folgt
v = 2aB 2af(x) =V
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und

W) =55 V()= [[@)de=—LU(@)

wobei U(x) das Potential ist. Endgiiltig
P = Ce ¥’ 5V

Das ist genau die kanonische Verteilung, vorausgesetzt % = 3 = 1/kT. Deshalb kann
ein Oszillator im thermischen Gleichgewicht mit einer Langevin-Gleichung model-
liert werden. Dabei miissen die Reibung und das Rauschen % = 8 = 1/kT erfiillen,
die modellieren also ein Thermostat (Warmebad) mit der Temperatur 7.

Beispiel: Josephson-Kontakt.
Die Phase des Josephson-Kontakts bestimmt den Strom und die Spannung;:

B
I;=1.sin¢ Vi=—0¢
2e
Wenn ein Wiederstand parallel zum Kontakt vorhanden ist, dann lauten die Glei-
chungen
V h .
Iy = I.si — V=—
0 sin ¢ + 7 5 o
oder

h . .
ﬁgﬁ—i—[(;an(b:[()

wobei [ der aussere Strom ist. Wir nehmen an, dass der Strom I, eine regulére
sowie eine zufillige Komponente hat. Wenn das Rauschen Null ist, dann hat das
System zwei Zusténde: ein stabiler Fixpunkt fiir |Iy| < I. und ein periodischer Orbit
fir |Iy| > I.. Mit dem Rauschen gilt

6=A—Asing+E(t)  (EHEX)) = 2Bt — 1)
wobei
_ 2¢eRI1y A 2eRI.

A
h i

Die FPGI lautet, 5 5 o
w . w

Wir schreiben diese Gleichung als
oG ow

w+a—¢ G:(A—Asinqﬁ)w—B%

um. Der Fluss G ist im stationédren Zustand nicht Null, sondern eine Konstante

ow . B
B% — (0 — Asing)w = a
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Wir suchen die Losung in der Form
w=g(g)ebodoms

Dann .
B(6 — Asin ¢)/Bw + BeB?TB5%¢ — (§ — Asing)w = a

q/ — gei%d)i% cos ¢

B
a ¢ A A
_ d _Ew_ﬁ cos i

9(9) =5 /C Ve

Die allgemeine stationédre Losung lautet
w(¢> — ge%dﬂr%cosqb/d) d¢ ef%wfgcosw
B c
Die zwei Bedingungen sollen erfiillt werden:
1) Periodizitét: w(¢ + 2m) = w(o)
2) Normierung: [7™ w(¢) dp = 1.
Die erste Bedingung wird erfiillt, wenn wir
w = ie%w%cow/d’m i o~ Fv— cosu

N ¢

schreiben. Dann
N = /2” d¢e%¢+%005¢/¢+27r dip e~ BV cos
0 ¢
Der Ansatz y = ¢ — ¢ ergibt
N /271' d¢ /271’ dX 6_%X+2% sin x/2 sin(¢p+x/2)

0 0

Weiter benutzen wir [j e*“5%dx = 1ly(2):
27 A
N =27 ; dx e_%XIO(QE sin x/2)

Mit dem Ansatz y = 0.5(mr—y) 0 < y <7mund y =0.5(y—7) 7 < y < 27 erhalten
wir

/2 A A
N = 8#6’”%/ cosh(2—=y)Iy(2—= cos y)dy
0

B B
N A A
= 4r’e BIi%(E)I—i%(E)

wobei [;, die Bessel-Funktion der imagindren Ordnung und des imagindren Argu-
ments ist. Wenn A = 0, also der mittlere Strom Null ist, dann

6% cos ¢

W) = SEAE)
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Wir finden jetzt die mittlere Spannung (die Gleichspannung):

(3= (A~ Asing) = [ (A~ Asin)u()ds

Aber G = (A — Asin¢))w — Bg’g, deshalb

(9) = 2mG
Wir berechnen den Fluss G

G (A—]fé“n@e%wgmw/“% gy - conv
¢

B(A/B—A/Bsin¢)e%¢+%cos¢/¢+2n e By cosy
é

N
B
N€§¢+BCOS¢€B¢ Bcosgi)( 27r_1)
B
= N(l — 7 B)
Die Gleichspannung ist
. 2B Ay,
() = (1 — e

4.3 Zufallszeiten bis zum Erreichen einer Schwelle

Wir betrachten einen Zufallsprozess, der durch die FPGI beschrieben wird

0 1 0°
B P(x,t|29,0) = _G_IA( x)P 5@3( x)P
Wir betrachten das Problem des Erreichen der Schwellen a, b (first passage problem).
Weil wir uns nur um die ersten Erreichenzeiten kummern, betrachten wir die Rdnde
xr = a,b als absorbierend: Falls das Teilchen einen der beiden Rénde erreicht hat,

wird es nicht mehr verfolgt. Deshalb haben wir die Randbedingungen
P(a,t|zo,0) = P(b,t|ry,0) =0

Die Wahrscheinlichkeit, dass zur Zeit ¢ noch kein Rand erreicht war, ist

b
(0, 1) :/ P(x, |0, 0)dx

a

Die Variablen xy und ¢ gehoren zu verschiedenen Ereignissen, deshalb wir die Zeit

verschieben ,

G0, 1) :/ P(x, 0|0, —t)da

a
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Wir leiten jetzt die Differentialgleichung fiir die Grofle G(xo,t) her. Weil diese
Grofle von Anfangswerten abhéngig ist, brauchen wir die konjugierte Fokker-Planck-
Gleichung. Wir gehen von der Chapman-Kolmogorov-Gleichung aus:

Pl tao,to = 7) = [ dy P(x, tly, t) T (y]a0)

Wir entwicklen P(z,t|y,to) um y:

or —19)2 0?P
P(z,tly, to) = P(x, tlro, to) + (y —550)8950 + 2 2 2 o2
0

und erhalten

2 [y ol 20

oP
P, tlwo, to—7)=P(z,t|y, to) = T%/dy(y—xo)TT(y|xo)+§W
0

Nach unserer Definition
[ duty = 2T (yleo) = Awo)r [ dyTo(ylao)(y = w0)? = Blao)r

Deshalb erhalten wir

0 oP 1 0*P
—8—0P(l’,t|l’0,t0) = A(Ig)a—xo + §B(I0)a—x%

Jetzt integrieren wir diese Gleichung von a bis b und erhalten die Gleiching

2
oG 1B 0°G

0
—G(l’o, ) A(Io)a—xo + 5 (Io)a—l%

ot
Zu diese Gleichung gehoren Randbedingungen

G(a,t) =G(b,t) =0
und die Anfangsbedingung
G(z,0) =1, a<ax<b

G(x0, 1) ist die Werscheinlichkeitsverteilung; die entsprechende Wahrscheinlichkeits-
dichte ist —5*

Wir berechnen die mittlere Zeit bis zum Erreichen der Rander

/ t—dt / G(x,t) dt

T, () = (") = n/U°° "71G (1) dt

Analog
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Wir multiplizieren die Gleichung fiir G' mit nt"~! und integrieren von 0 bis oco:
aT |, Bl) T
dx 2 dx?

dT,  Blx) &,
dx 2 da?
Diese Gleichungen muss man mit den Randbedingungen T,,(a) = T,,(b) = 0 lésen.

—1 = A(z)

—nT,_1(z) = A(z)

Beispiel: Irrweg auf dem Intervall a < x < b, mit A = 0, B = konst. Die mittlere
Zeit erfiillt —1 = B/2d*T/dx?. Die Lésung lautet

(x —a)(b—x)
B

T =

Die maximale Zeit ist fiir ¥ = (a+b)/2, sie lautet T},,., = ((b—a)/2)?/B = (Ax)?/B.
Beispiel: Irrweg mit einem Rand x > 0. Die Gleichung fiir G ist

96 _BG

ot 2 0x?

und die Losung mit der Randbedingung G(0,¢) = 0 und der Anfangsbedingung

G(x,0) =1 ist
2
G—ﬁ/o

Die Grofle —%—? ist die Wahrscheinlichkeitsdichte der Erreichenzeit:

€T
V2Bt _g2
e % ds

2z e
- e 2Bt
t3/2/21 B

Die mittlere Zeit ist unendlich. Interesanteweise ist die Verteilung eine stabile Ver-
teilung mit dem Index o = 1/2. Weil der Wiener-Prozess als x? ~ t skaliert, kann
man schreiben T, = T1/a, wobei T, die Zufallszeit des Erreichen der Schwelle a ist.
Das Erreichen der Schwelle a+b kann als zwei unabhéngige Ereignise (das Erreichen
der Schwelle @ und das Erreichen der Schwelle b) betrachtet werden, deshalb

a*?Ty 4+ 02Ty = (a + 0)/°T
was eine stabile Verteilung der Ordnung 1/2 definiert.

Wir betrachten jetzt die Zeit bis zu Erreichen nur eines Randes (d.h. anderer Rand
ist —oo). Wir 16sen die Gleichung

%I)T” + A(x)T"+1=0
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Mit dem Ansatz

T'=e WF@)  qz) = /Ox 2;((:)) dv

erhalten wir

2 r -2
Fl = — () F(r) = 1) dy
B =] By
und -
T z q\y
T=-2( deemt® [ £
o e By Y
Die Integrationsréinde sind C; = b und (5 = —oc:

ety

e bd a(2) z (¥) J
:2/ ze z/ — dy
2 ~ B(y)

Wir betrachten jetzt die Bewegung in einem Potential A(x) = —dU/dx unter Wir-
kung der Zufallkraft, so dass B = 202. Dann ¢(z) = —U(x)/0? und

1 b ve z ()
T(x)= / ¢ dz/ dy e~ o

o2

Wir betrachten ein Potential mit zwei Minima ¢ und b und betrachten den Ubergang
a — b. Dabei wird das erste Integral durch den Maximalpunkt ¢ bestimmt:

b v Ule) Lo 2
/ eo? dz e /e_ 27 (707 1
a

ue | 2mwo?
= e a2 S ———
[U"(c)]

Das zweite Integral fiir 2 = ¢ wird durch den Minimalpunkt y = a bestimmt:

U@ _U@ [ U@l e _ U@ 2o
/ e -2 ~ e o2 / e 952 (y a) dy ~ e -2
. oo [U"(a)|

Zusammenfassend erhalten wir den Kramers-Formel (Arrhenius-Formel)

U(e)-U(a) 2

=~ € o
U"(a)U"(c)|

Beispiel: Fiir den Josephson-Kontakt haben wir die Gleichung

d=A—Asino+£(t)
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was dem Potential U(¢) = —A¢ + Acos ¢ entspricht. Die Minimalpunkte des Po-
tentials sind ¢, + 271, und die Maximalpunkte sind ¢4, + 27n. Der Ubergang
GOmin — Pmin + 27 hat die Wahrscheinlichkeit (pro Zeiteinheit)

" "
R+ ~ |U (a>U (C)|€U(¢ L );2U(¢maz)
27

Der Ubergang Omin — Omin — 27 hat die Wahrscheinlichkeit

R |Ull(a>U”(C)| U(¢min)_U§¢maz—2ﬂ’)
_ X (& o

— R 627rA/c72
2m *

Hier diskutieren wir einen alternativen Zugang zum Problem des Erreichen einer
Schwelle.

Wir betrachten die FPGI

ow 0 1 0° 0
| -~ B - _ 7
or = “ap Wt g e Bl =—5oJ@)
und fiigen hier eine Quelle ein:
ow 0

Diese Quelle erzeugt Teilchen, die am absorbierenden Rédnden @ und b verschwinden.
Dabei bildet sich eine stationdre Losung

aJ
Ox
Im bereich A (a < & < ) und im Bereich B (zy < & < b) haben wir konstante
Fliisse J4 und Jg, die im Punkt xq die bedingung Jg — J4 = 1 erfiillen. Ausserdem
ist die Wahrscheinlichkeitsdichte w(x) im Punkt zy stetig. Diese zwei Bedingungen

geniigen, die Losung im gesamten Bereich zu finden. Aus dieser Losung kénnen wir
folgendes gewinnen:

= d(x — x9) w(a) =w(b) =0

1. |J4| und | Jg| geben uns die Wahrscheinlichkeiten, die Rénder a und b zu erreichen.

2. Wir schreiben J4 = Vjw, Jg = Vaw und erhalten die Geschwindigkeiten in
Bereichen A und B. Die Integration ergibt die mittlere Zeiten, a oder b zu erreichen:

zo dx b dx
T, = — T :/ —
a Vv A(x) b To Vv B(x>

3. Die mittlere Zeit, a oder b zu erreichen, wird durch

T = |JalT, + | Js|Ty
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gegeben.
Beispiel: Irrweg auf dem Intervall a < x < b. Die FPGI lautet

a_w—BaZ_w+5( _ )
ot 2 Ox2 T

Die Losung wird in der Form

wy = A(x — a) wg = B(b— x)
gesucht. Die Randbedingungen am x = xy ergeben

Aa + Bb = 2xy/D A+B=2/D

so dass

2b—x 20— 0
A= — B=—
Db—a Db—a
Die Fliisse sund
DA b—x DB xy—a
al==-=3=o Isl=% =7

Das sind die Wahrscheinlichkeiten, bei a oder b zu landen. Die Geschwindigkeiten
sind

|Jal D /5] D
V = = V = =
Val wa  2(xe — a) Vsl wa  2(b—xp)
Deshalb ) )
T — /:vo dx _ (.I'() — CL) T, = b dx _ (b — .’Eo)
a |VA| D To |VB| D

Die mittlere Zeit ist

(xo—a)’b—x9 (b—x0)*x0o—a _ (xo—a)(b— xo)

=574 D b—a D

4.4 Stochastische Resonanz

Die stochastische Resonanz ist ein Phdnomen, das in u.U. in periodisch- und rausch-
getriobenen Systemen auftritt. Wir betrachten ein bistabiles System

T=x—a*+AcosQt +£(t) (EER)) = 2075(t — 1)

Wenn das Rauschen sehr schwach ist, ist die Ubergangszeit sehr gross und die
Ubergénge sind selten.
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Wenn das Rauschen sehr stark ist, ist die Ubergangszeit sehr klein.

Wenn das Rauschen in der Mitte ist, ist die Ubergangszeit ungefiahr gleich die Peri-
ode der Kraft, und die Ubergénge sind durch die periodische Kraft synchronisiert.

Wir betrachten ein diskretes Model der stochastischen Resonanz in der adiabatischen
Néherung (die Frequenz € ist sehr klein, das bedeutet, dass das Rauschen auch
klein ist). Wir nehmen an, dass der Prozess nur zwei Werte hat © = £1, mit der
zeitabhéingigen Ubergangswahrscheinlichkeiten W_, (t) und W, _(t). Die Master-
Gleichung lautet

pr=-W_ipy + W, p_ p-=-Wip +W_,py
Aus der Normierungsbedingung p, + p_ = 1 folgt
pr=—(W_p + Wi)ng + W,
Die Losung dieser Gleichung lautet

t dr
)= g(O)lps (o) + [ W
p+(t) = g(t)[p+(to) " + g(T)]
wobei .
g(t) = efto(w_++W+_)dT
Wir benutzen fiir die Ubergangswahrscheinlichkeiten die Formel
W7+ — Reo%cosﬂt W+, — R€*(f2 cos Qt

wobel R die Kramers-Rate ist
Ute)-U(a) 27

T o)

Mit der Annahme, dass A klein ist, lassen sich die Wahrscheinlichkeiten wie folgt

entwicklen )

A A 9
W_,=R(1+ ;coth%— 551 €08 Qt...)
Wir lassen nur die Terme 1. Ordnung in A, so dass
W_y+W,_=2R  g(t) = e 28t

und
t A
py(t) = e 2 p, (0) + / e* T R(1 + = cos Qr)dr]
0 o

Die Ubergangswahscheinlichkeit wirend Zeit ¢ ist

1 t A 1 RA _
W, (t,0) = 5(6_2Rt+1)+R/0 dr eZR(T_t)g cos Qr = 5(6_2Rt+1>+? cos(Qt+9)
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wobei tan ¢ = Q/2R. Fiir t — oo erhalten wir

1 AR -
pi(t) ~ 3T o cos(Qt + @)
Weil R ~ e_o%, erhalten wir
-5
€ o
|p+| ~ A 72

Diese Funktion hat ein Maximum, der der stochastischen Resonanz entspricht.



Kapitel 5

Einige stochastische Methoden

5.1 Mittelung von stochastischen Gleichungen

Wir betrachten die Langevin-Gleichung
&= Alx,t) +£(t)

und méchten die Gleichungen fiir die Momente (), (x?) erhalten. Die Mittelung hier
muss als Mittelung iiber Realisierungen des Zufallsprozesses ¢ verstanden werden
sein. Wir schreiben zuerst die FP1GI

oP 0 0?

— =——A(x,t)yP+ 0> =P

T L
Der Mittelwert ist -

(x) = / xP(z,t|xg, 0)dx

Wir multiplizieren die FPIGl mit x und integrieren:

© JP () © JA(x,t)P 2/00 y o 07
o = —_— = — - 7 —P
/,oox ot = o /,oox gy drton | worggbde

= /°° A(x,t)Pdx — o /O; %de = (A(z, 1))

— 00

Die Gleichung fiir (x?) lautet

2 2
') = —/anA—de+02/x2%Pd:c = 2w A(z,t)) + 0?

ot Ox
Wir konnen die mittlere Gleichungen auch fiir beliebige Funktion von x schreiben
O(F (x))

= (F'(x)A) + o*(F")

ot
49
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Wenn A(z) eine lineare Funktion ist, entseht fiir die Momente ein geschlossenes
System. Z. B. wenn

A(r) = —yx + o(t)

erhalten wir

2 = () +ot0
ag”:2@“ﬂx+¢@»+0%:—%@5+2@%+£

Wir zeigen jetzt, dass mann die Langevin-Gleichungen auch direkt mitteln kann.
Wenn
i = Ar,t) +£(1)

gilt, dann erhalten wir fiir F'(x)

0 , /
o P (@) = Fl(@)A(x, 1) + F'(2)€(1)

Das Hauptproblem ist, wie man den Mittelwert (F'(x)¢(t)) findet. Wir schreiben
fiir x

o) =2t =) + [ (A7) + E()dr

Dann fiir F’ gilt
F'(x(t)) = F'(x(t — At)) + F” /:At[A(x, T) + &(7)]|dT

Jetzt berticksichtigen wir, dass 2(t — At) und &(¢) unkorreliert sind. Daraus folgt

t

Emldry = F' [ ((ne()r

t—At

(F(a)(n) ~ Fe() [

t—At
t
= F"/ 20°0(t — 7)dr = F"0?
t—At
(hier liegt nur die Hélfte der §-Funktion im Integrationsintervall).

Im allgemeinen ist die Langevin-Gleichung
&= Alx,t) + C(z)¢(t)
und die FPIGI lautet

oP 0 10 0

— =——AP+ ——C(2)=—C(x)P

o = a3t ¢
Fir den Mittelwert der Funktion F' erhalten wir

B, , 1 0 0
P @) = (F/@)A) + 5 [ Fla)5-Cla) 5-Ca)P
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- L [rew Lowp = (P + om0,

Das selbe erhélt man aus der Stochastlschen Gleichung, wenn diese im Sinne von
Stratonovich interpretiert wird

o(t) = 2l = M) + Al A+ (C)) | tmgmdf
oder .
F(t) = Falt = AD) + A A +(FCW) [ €rr
Daraus folgt
(f(2)€) = (f'(2)C ()0

Jetzt konnen wir die stochastische Gleichung mitteln

a@;(tx» = (F'(x)A(z, 1)) + (F'(2)C(2)(1)) = (F'(2) A=, 1)) + 02<C(I>8§f>

Beispiel: Parametrische Erregung eines Osrzillators. Die Langevin-Gleichung lautet
Pt ude +wEa =0 (S = 2075t — )

Wir schreiben diese Gleichung als ein System um

t=y  §=-—wir—wpf(t)a
Die FPIGI lautet
0 0 0 8 8
—P =——yP— — 2rP wh 20P
oP n oP i 8 P
= —y— w r—
Y ou ay o2
Diese lineare Gleichung ist leider nicht 16sbar. Fiir die ersten Momente erhalten wir
d(x) d{y) 5

= L= i)

Diese Gleichungen eines Osrzillators haben die Lésung

dt

i t
(2) = 200y = coswpt
Wo
Fiir die Momente 2. Ordnung
d{z?
@0~ aay)

dt
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dlxy) 2/ 2
pr (y°) — wy(x™)
dS? = —2wy(zy) — 2wi(wy€(t)) = —2wp(zy) + 2wpo™ ()

Wir haben ein geschloseenes lineares System von Differentialgleichungen. Die Eigen-
werte erfiillen die Gleichung

— 2%+ dwyo® — 4wgh =0

Fiir 0 = 0 die Losungen sind 0, +i2wy. Fiir kleine o ist A ~ w?o?, was eine Instabilitit
bedeutet. Wenn die Gleichung Reibung hat

P+ 2yi 4+ wir + wil(t)r =0
dann ergibt der Ansatz x — ze 7" eine Gleichung ohne Dampfung. Deshalb
A~ wio? — 2y

und die Instabilitét findet fiir 02 > 27 /wd statt.

5.2 Lineare stochastische Gleichungen

Wir betrachten eine lineare stochastische DGI mit dem multiplikativen Rauschen
o= [Ay + aA(t)|u

wobei u ein Vektor ist, Ay eine konstante Matrix, A; eine zeitabhédngige Matrix, mit
charakteristischer Korrelationszeit 7.. Wir machen eine Entwicklung in a7, << 1.
Wir nehmen an, dass (A;(t)) = 0. Dann schreiben wir

u(t) = eou(t) b= ae A (H)e oy = aV (t)
Die Losung wird als eine Entwicklung gesucht
Vg = a
U1 = oa fotV(t1>dt1
Uy = Ckza fot dtl fotl dtQV(tl)V(tg)

Jeder weitere Term ist ~ ta, deshalb diese Entwicklung ist fiir ta << 1 giiltig. Wir
berechnen den Mittelwert fiir konstanten a.

(v1) =0
(vo +12) = a + a’a f(f dt, (fl dto(V (1) V (t2)) = a + a’a fot dt, Otl dr(V(t,)V (t; — 7))
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Fiir 7, << t << a~! kann man den Intervall (0,¢;) auf (0,00) éndern:

(w(t) ~ a + a’a /Ot ity /Uoo<V(t1)V(t1 —)dr

Das ist die erste Naherung fiir die DGI

0 T
5 lv(t) =a [/0 (VOV(t = 7))dr](v(t))
In ursprunglichen Variablen lautet die Gleichung
a 2 o TA —TA
—(u(t)) =[Ao+ / (Ar(t)e™ A (t — m)e "0V dT](u)
ot 0
Wenn 7.4y << 1 ist, dann

9,

57 () = (Ao +a® [ (A1) Ax(t = 7)) drlu)

Beispiel: Parametrische Resonanz

i+ wpr +wiak(t)r =0

&=(_£@>8) f%:<j%3>

Durch eine Rheienentwicklung erhalten wir

Hier

Ao _ cosweT  sinwgT/wy
—Wp SIN WeT  COS WoT

Dann wenden wir die Matrixprodukt an:
A 0 0 coswoT  — sinwpT/wo
(Agem 2 ; )
—wgé(t—71) 0 Wo SIn wyT COS WoT

4, ( coswyT  sinwpT/wp > < 0 0 >>

—wp SINwyT  COSWoT —wg cosweTE(t — T)  wosinweTE(t — 7)

_ << —wgg(o 8 > ( —wosincosE(t — 1) sin®E(t —7) >>

0 0
N ( wdsinwor cosweT(E(1)E(t — 7)) —0w2 sin? wor(E(H)E(t — 7)) >
Die DGI fiir den Mittelwert lautet
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o0

(3) = ~whla)+d(a) [ sinwor coswor(€O)§(t-m)dr—wily) [ sin® wor(§(t)e(t—r))dr

oder 0? a’w? 0 ,  o’wd
Py + LD ey -

c—1)=0

wobei

o = /0 " sin 2worle ()E(t — 7))dr

c1 = /000(1 — cos 2woT)IE(H)E(t — T))dT

Fiir 7. — 0 verschwinden ¢y, ¢s.

5.2.1 Die Dayson-Gleichung

Wir betrachten das Problem

~

Lr = N(x, (1) + £(1)

wobei L ein linearer Operator ist, N ein nictlinearer Operator ist, f(t),&(t) stocha-
stische Prozesse sind. Wir trennen den Mittelwert und Fluktuationen

= (x)+1T
und schreiben
L(z) = (N) L& =N((a)+ ) = (N) +£(t)
Dieses System ist enthélt noch keine Ndherung. Wir linearisieren die Gleichung fiir 7,
finden die lineare Losung #("), und setzen die in den Mittelwert (N). Dann erhalten
wir die Gleichung vom Typ
die die Dayson-Gleichung entspricht.
Beispiel. Wir betrachten die Gleichung
t+he+(tr=1 (=0, ()t —7))=K(7)
Die einfache Stérungsmethode ergibt
r=x9+x1+T9+ ... Ty ~ &N
ZTo+ haxg =1 xo=1/h
1

dotxy + hxy = —€xq T = ~7 e_hTf(t — 7)dT
0
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1 00 00
dOt.%’Q + h.%’g == —6.%’1 Ty = E/ dT1 / dTgeih(TH»n){(t — 7'1>£(t — T — T2>
0 0
Nach der Mittelung erhalten wir

1 1 poo poo 1 1 oo i
() = 7 + E/o /0 dridrye MR K (1) = 5 + ﬁ/o dre ™" K (1)

_h+a
=3
wobei

a = /oo dre™" K (r)dr
0

Jetzt verwenden wir Dayson-Gleichung-Methode. L= d/dt + h, deshalb

&
—&r + (§x) & —(2)€(1)

(% + h)x
(44 h)z

Daraus folgt
i = —(x>/ e hTE(t — 1) dr
0

Jetzt berechnen wir den Mittelwert

(N) = ~(€8) = (@)e(t) [ e 6t = r)dr) = (@) [~ e (r)dr

0

I
=
~

Q

Wir erhalten die Gleichung

(% + h){x) = alz) +1

deren stationere Losung lautet
() = —
xT) =
h—«

Fiir o << 1 sind die zwei Losungen gleich. Wenn K (1) = 202§(7), ist a = ¢% und
(r) =1/(h — 0?) ist die exakte Losung.

5.3 Zufallsattraktor

Wir betrachten hier ein dynamisches System mit diskreter Zeit

Tpy1 = f(xna fn)

Frither haben wir das Problem der Wahrscheinlichkeitsverteilung von x,, betrachtet,
d.h. der Verteilung bei verschiedenen Realisierungen des Prozesses &,. Jetzt stellen
wir eine andere Frage: Wie sieht die Verteilung fiir eine Realisierung von &(t) aus?
Diese Verteilung wird durch verschiedene Anfangsbedingungen erzeugt, die heisst
Zufallsattraktor (random attractor).
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Nehmen wir an, dass die Verteilung w, um Punkt x,, konzentriert ist. Dann

Wi = 0@nsn = f(on, &))) = o)

Deshalb
|fifofs Nl

strebt entweder zu Null oder zu Unendlich. Die Grosse

wN

. 1
A= Jim IS O]

ist der Lyapunovexponent des Systems. Wenn A < 0, ist der Zufallsattraktor ein
Punkt, wenn A > 0, ist der Attraktor nicht-trivial.

Beispiel: zufallgetriebene Kreisabbildung.

Tpa1 = Tp + &, + an, sinx,
Hier

A= {In|f']) = (In|1 + an, cos x,|)
Wenn a << 1, dann

A2 (n, cosx, — a*n? cos* x,) = —a—<772>
(hier wird angenommen, dass x,, ist homogen verteilt). Wenn ¢ >> 1, dann
A = (In |an, cos x|y =Ina+ (In|n,|) + (In|cosz,|) ~Ina

Der Lyapunovexponent ist negativ fiir kleine a und positiv fiir grosse a.



Kapitel 6

Self-avoiding walk, Perkolation

6.1 Self-trapping walk

Wir betrachten den Irrweg auf einer zwei-dimensionalen Gitter. Alle Pléitze, die ein-
mal besucht waren, gelten als verboten, d.h. der Weg beendet sich, wenn er kein
neues Platz findet. Lehman und Weiss haben in 1958 bewiesen, dass die Bleibe-
wahrscheinlichkeit nimmt exponentiell ab:

71 —
Cle angpngce an

wobei p,, ist die Wahrscheinlichkeit, dass STW mindestens n Schritte macht. Das
gilt in der Dimension d > 1.

Auf einer Ebene kénnen wir die Beweisidee folgendens darstellen. Fiir jeden leeren
Quadrat 3 x 3 ist die Wahrscheinlichkeit, ein Weg hier zu beenden, endlich, d.h.
grofer als ¢. Deshalb ist die wahrscheinlichkeit, ¢ Quadrate zu besuchen, (1 — ¢)*
und nimmt exponentiell ab. Numerische Ergebnisse ergeben (n) ~ 71 auf der 2-
dimensionalen Quadratgitter.

6.2 Self-avoiding walk (SAW)

SAW ist zum STW &hnlich. Hier wird angenomen, dass alle Ketten mit Lange n die
selbe Wahrscheinlichkeit haben. Diese SAW werden als Modelle fiir Polymerenketten
benutzt. Eine wichtige Eigenschaft des SAW ist die Wachstumsrate des Abstandes:

(Ry) o<

o7
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wobei 2v > 1 fiir d = 2 und d = 3. Fiir einen einwachen Irrweg v = 1/2 in jeder
Dimension. Numerische Simulationen ergeben

2 15 flird=2

2 1.2flird=3

Folgende Grofe charkterisieren einen SAW: Die Linge L,, =~ ((R2))'/? und die Dichte
p(n) ~ 2. Wenn die Dichte konstant ist p(n) ~ const, d.h. L,, ~ n'/? ist der Cluster

kompakt. Wenn L,, ~ n” und v > 1/d, dann p(n) ~ n'=% — 0 fiir n — oo.

Man kann eine effektive fraktale Dimension D einfiihren, so dass L” ~ n. Es gilt
D = 1/v. Fiir einfache Irrwege D = 2 in jeder Dimension d. Der SAW hat kritische
dimension 4, d.h. fiir d > 4 die Schneidungen spielen keine Role und D = 2.

Man charakterisiert den SAW auch mit der Konnektivitatskonstante y = log C,,/ log n,
wobei (), die Zahl von mdoglichen Ketten Linge n ist. Fiir einfache Irrwege = z,
wobei z die Zahl von Wege aus einem Gitterpunkt ist. Hara, Slade und Sokal ha-
ben bewiesen, dass y1 >> 75, wobei R die Riickkehrwahrscheinlichkeit fiir einfache
[rrwege ist.

Beispiel: Betrachten wir ein Irrweg, wobei nur die Schritte nach Ost, West und Nord
erlaubt sind. Sei C,, = a, + b,, wobei a,, ist die Zahl aller Wege mit letztem Schritt
richtung Nord und 0, ist die Zahl aller Wege mit letztem Schritt nach Ost oder
West. Die folgende Rekurrenzformeln sind leicht herzustellen:

Apy1 = Ay + bn bn+1 = 2an + bn
Wenn wir a,, b, ~ e*" einsetzen, erhalten wir

p=1+v2=241..

Fisher hat nach Ideen von Flory die folgenden Formel hergeleitet

V=

diQfﬁrdgél :%fﬁrd>4

Die Formel basiert sich auf folgenden Annahmen:

1) Man nimmt an, dass die Dichte konstant bis zur Linge L ist: p ~ nL <,

2) Die self-avoiding wird als ein Abstoss modelliert, mit der Abstossenergie ~ p*.
3) Die Diffusion wird durch eine Energie pro Schritt modelliert, die proportional zur
Quadrat von L/n ist.

Die Gesamtenergie ist

E = AL*(nL_y)*+ Bn(L/n)* = An*L_q + BL*n™"
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Das Minimum in [ wird durch dF/dL gegeben:
—dAn’L™ "' +2BLn =0 [P~ p?

Daraus folgt L ~ (R2)Y/2 ~ n+. Fiir d = 3 diese Formel ergibt v = 0.6, was mit
numerischen Ergebnissen (0.585 von Grassberger) relativ gut Ubereinstimmt.

6.3 Perkolation

Bei Perkolation untersucht man, ob die zufilligeweise gwihlte Punkte auf einem
Gitter ein zusammengeschlossener Cluster bilden. Es gibt zwei Typen der Perkola-
tion:

1) Site-Perkolation, wobei die Plitze auf dem Gitter mit Wahrscheinlichkeit p be-
setzt sind

2) Bond-Perkolation, wobei die Verbindungen zwischen Gitterpunkten mit Wahr-
scheinlichkeit p erlaubt sind.

Die Hauptfrage ist, bei welcher Wahrscheinlichkeit p entsteht ein unbegrenzter Clu-
ster. Fiir Site-Perkolation

Pe = 0.592746 (quadr. Gitter) 0.3116 (kub. Gitter) 0.107 (d = 6)
Fiir Bond-Perkolation

pe = 0.5 (quadr. Gitter)  0.2488 (kub. Gitter) 0.094 (d = 6)

Bei Dimension d =1 p. = 1, weil fiir jede p < 1 enstehen leere Pliatze. Die mittlere
Grofle des Clusters ist S = (1 +p)/(1 — p).

Wir betrachten Perkolation auf dem Bethe-Gitter. Das Bethe-Gitter ist ein Baum,
der fiir jeden Knoten z Zweige hat. Das Bethe-Gitter entspricht dimension d = oo,
weil hier das Verhiltnis Oberfliche/Volumen radius-unabhéngig ist. In der Tat, jede
Niveau hat (z —1)™ Punkte, und der Baum insgesamt hat 1+ (z—1)+... 4+ (z—1)"
Punkte.

Wir bauen jetzt ein Cluster auf dem Baum. nehmen wir an, dass der zentrale Punkt
schon zum Cluster gehort. Aus dem Punkt kann man in Mittelwert (z — 1)p Wege
bauen. Wenn (z — 1)p < 1, enden sich die Wege. deshalb

1
z—1

Pec =

Fiir recheckigen Gitter z = 2d, deshalb p. = was fiir grosse Dimensionen gilt.

_1
2d—1°
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Wir fiden die Wahrscheinlichkeit P, dass ein Punkt zum Cluster gehort. Sei z = 3.
Sei () die Wahrscheinlichkeit, dass eine Verbindung nicht bis oo fiihrt. Das ist der
Fall wenn 1) entweder der Nachbarpunkt nicht besetzt ist (Wahrscheinlichkeit 1 —p)
oder 2) der nachbarpunkt besetzt ist, aber beider seine Verbindungen ins leere fiithren
(Wahrscheinlichkeit pQ@Q). Wir erhalten die Gleichung

Q=1-p+pQ’

daraus folgt @ = (1 —p)/p. p— P ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Punkt besetzt
ist, aber nicht zum Cluster gehért, und die ist p@Q?. Deshalb P = p(1 — Q?) und
1—pg
P=pll—(—2
[1—( P )]



Kapitel 7

Lokalisierung

7.1 Modelle

Wir betrachten hier ungeordnete Systeme, d.h. Systeme mit einem ungeordnetem
Potential. In der Quantenmechanik schreibt man die Schrodinger-Gleichung fiir ein
Teilchen im Potential U als

—V* + U(F)y = Ev

Hier ist U(7) eine Zufallsfunktion, und das Problem ist, die Quantenzustinde des
Systems zu untersuchen. Manchmal betrachtet man vereinfachte Modelle. Sei das
Zufallspotential eine geordnete Reihe von d-Funktionen mit zufdlligen Amplituden:
U=}, u,0(x — an). Die Schrodinger-Gleichung

&Y

= + 1Y ub(x — an) = EY

kann man zu einer diskreten Gleichung reduzieren. Ausserhalb der Stellen x = na
gilt ' .
w — b+ezkx + b,e*”‘m ]{?2 — F

An der Stelle x = na ist die Wellenfunktion nicht glatt:

do, _db
de'™ dx'T
Jetzt stellen wir % durch ¥, ¥n_1, V1 dar. Aus der Gleichungen
wn — b+ + b wn+1 — b+€ik:a 4 biefika

folgt
dy . k
% + = Zkb+ —ikb_ = m(2¢n+1 — Q@Z}n COS ka)
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Analog gilt
dy -k

dr'~  2sinka

Zusammengestellt erhalten wir

(=241 + 21y, cos ka)

Ups1 + Yn1 — (2coska — u_; sin ka)y, =0

Diese diskrete Gleichung ist ein Eigenwertproblem fiir die Matrix mit diagonaler
Unordnung. Der Eigenwert k ist nichtlinear mit der Energie £ = k? verbunden.

Ein populdres Modell ist eine Atomkette
d?u,,
dt?

wobei die Massen M, und die Kopplungspotentiale K,, Zufallszahlen sind. Fiir Ei-
genschwingungen erhalten wir

M, = Kn(un—l—l - un) - Krn—l(un - un—l)

(_MnWZ + K, + Kn—l)un = Knun—l—l + Kp_1up—1
Wenn K,, = K, ist die Unordnung diagonal.

Ein populédres Modell ist das Kronig-Penny-Potential, wobei das Potential ein Telegraph-
Prozess bildet (im allegemeinen auch ein nicht symmetrischer Prozess).

7.2 Wichtige Grofien

7.2.1 Zustandsdichte

Eine geordnete Kette bildet ein Energie-Zonenstruktur. Z.B., die Atomkette mit
konstanten M, K,, hat Frequenz w = 2,/K/M|sink/2|. Hier haben wir nur eine

Zone 0 < w < 24/K/M. In einem ungeordnetem Medium sind die Zonenrénde nicht
scharf. Im Zentrum, wo p(E) ein Maximum hat, gibt es delokalisierte (raumlich aus-
gedehnte) Zustdnde mit kontinuierlichem Spektrum. Dieses Bereich E. < E < E!
wird von Mobilitdtsrénden (mobility edges) E., el begrenzzt. Ausserhalb der Mo-
bilitdtsranden, wo auch p(E) > 0, gibt es nur lokalisierte Zustinde. Durch die Zu-
standsdichte werden verschiedene Charakteristiken wie Leitfdhigkeit etc. dargestellt.

7.2.2 Eigenfunktionen

Die lokalisierte Eigenfunktionen haben fiir Grosse |z| die Gestalt (z) ~ e @I/,
wobei A\ die Lokalisierungslédnge ist. Die Lokalisierung wird auch durch das zweite
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Moment

p=% @ Q@ =1

charakterisiert. Fiir ebene Wellen || ~ L~ wobei L der Durchmesser und d die
Dimension sind. In diesem Fall P = L¢ wichst mit der Systemlinge. Fiir lokalisierte
Zustinde P bleibt fiir grosse L endlich. P~! kann man als die Riickkehrahrschein-
lichkeit (nach unendlicher Zeit) interpretieren.

7.2.3 Lyapunov-Exponent

Wir schreiben das eindimensionalen System

¢n+1 + Yp_1 + upthy, = Ey,

als eine 2-dimensionale Transformation (transfer matrix)

77Z1n-i-1 — E - Un —1 ¢n — Q ¢n
¢n 1 0 77Z}n—1 77Z}n—1
Iterationen ergeben ein Produkt von Zufallmatrizen.

Ein Produkt von Zahlen (Skalaren) erfiillt den zentralen Grenzsatz. Fiir ein Produkt
von Zufallmatrizen gilt der multiplikative ergodische Staz von Oseledets: Es gibt die
[ x | Grenmatrix

D= lim (Q™QY)

N—o0
deren [ Eigenwerte reel sind und als e geschrieben werden kénnen. In unserem Falle
sind die Matrizen @ und QT sind simmetrisch, deshalb v; = —v,. Asymptotisch 1, ~
e~ deshalb ist die Lokalisierungslinge der inverse Lyapunovexponent v = 1/\.

Der Lyapunov-Exponent ist von der Energie £ abhingig. Man kann einen Zusam-
menhang zwischen (F) und der Zustandsdichte p(F) feststellen. Wenn wir die
Trasfer-Matrix von Anfagswerten 1)y = 0,1, = 1 an iterieren, dann ist ¥y, ein
Polynom der Ordnung N in E. Seine Nullstellen sind die Eigenwerte, deshalb

N

Uny1 = H (E - Ea)

a=1

Deshalb In|¢n1(E)| = Ny(E) = Y In|E — E,|. Wenn wir die Zustandsdichte
einfiihren, erhalten wir

1 o0
1(E) = < S In|E — E,| :/ p(e)In|E — e| de
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7.3 Diskretes (Anderson) Modell

Unsere Aufgabe ist, den Lyapunov-Exponent des Systems

wn+1 + 7vbnfl - (E - un>¢n

zu finden. Die Methode unten ist fiir kleine Unordnung |u,|/E << 1 geignet. Statt
der Transfer-Matrix schreiben wir die Gleichung als ein dynamisches System 2. Ord-
nung:

Tp = Tp Tpal = Ty COS Q¥ — Py, SIN (v

Dn = Pn + Apty, Pni1 = Ty Sin  + Py, COS Qv

Die zweite Transformation ist eine Rotation um den Winkel o. Wenn wir
Tp1 = Tp—1 = Ty, COS @ + Py, Sin &

(Riickrotation) schreiben und

Tp_1 — Ty COS (v

Pn = N
SN &

einsetzen, erhalten wir

Tp_1 — Ty COS QU

Tpi1 = Tpcosa — ( + Apzy,)sin o

sin o
Das ist zu

Tnt1 + Tpoy = xp(2cos 0 — Ay sin @)
dquivalent. Wir sehen, dass fiir £ = 2cos« und u, = A, sin o die Abbildung zum
Anderson-Modell dquivalent ist.

Wir schreiben die lineare Abbildung (z,,pn,) — (Zni1,Pne1) in neuen Variablen
xr=rsinf, p=rcosf. Dann

riﬂ =7r2(1+4 A,sin20, + A% sin*4,)
Opi1 = 0, —a = arcctg(cot 6, + A,) — «

Die zweite Gleichung ergibt eine Rauschgetriebene Kreisabbildung, die eine invari-
ante Wahrscheinlichkeitsdichte w(f) hat. Dann wird der Lyapunovexponent als

n 1 : :
v = (In TTH} = 5(111(1 + A, sin 20, + A2 sin”0,,))

geschrieben. Als erste Niherung kénnen wir w = const = 1/27 einsetzen. Wenn
dariiber hinaus 4, << 1, dann

1 A? <u2> <u2>
~ —(A%sin?f — —sin?260) = — = =
v 2( sin” 0 5 sin 9) i 8(1 E2)

1

Die Lokalisierungslinge A = 7" ist im Zonenzentrum E = 0 maximal A, =

8(u2)~t.

n
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7.4 Delta-korreliertes Potential

Hier betrachten wir die Schrédinger-Gleichung
d
o TU@Y =By
Diese lineare Gleichung 2. Ordnung ist zur Ricatti-Gleichung 1. Ordnung fiir z =

Y’ /1) &quivalent:

" 2
2= wwaw —2>+U(x) - F
Die Variable z erfiillt somit eine Langevin-Gleichung. Wenn (U (z)U (2)) = 2025 (z —
x') gilt, dann kénnen wir auch die entsprechende Fokker-Planck-Gleichung schreiben.

Weil
diny ¢
de
gilt, ist der Lyapunov-Exponent v = (z).

Man bemerke, dass die Gleichung fiir 2 genau mit der Langevin-Gleichung fiir In-
termittenz iibereinstimmt:

G =—c— 2 +£(1)
Dabei (z) = —0.5(d#/dx) = —0.5A, wobei A der Lyapunov-Exponent der Intermit-
tenz ist.

Die Losung lautet
J(E)

P(z) = exp(—2° /30 — Ez/0?) /z exp(y®/30% + Ey/a?) dy

1) = [T e [ dyesplaty) ~ o) o) =23+

Der Lyapunov-Exponent ist damit
= / P(z)z dz

Asymptotisch v(E) ~ VE, E — —oo und v(E) ~ 0?/4E, E — cc.

7.5 Reflektion von einer ungeordneten Schicht

In der Quantenmechanik wird dieses Problem wie folgendes formuliert. Wir haben
ein ungeordnetes Potential

—2—2+U( W=Ey O0<az<lL



Stoch. Prozesse (A. Pikovski, 2002) 66 Kapitel 7: Lokalisierung

und kein Potential fiir x < 0 und = > L. Die Losung wird in der Form
Y(x) = e* + Re™™ 1 <0 Y(x) = Te*@=h g > [

gesucht (k = +/E). Hier sind R und T die Reflektion- und Durchlasskoeffizienten.
Uns interessiert die Grosse D(L) = [T

Genau die selbe Gleichung gilt fiir Wellen (z.B. Licht) in einem ein-dimensionalem
ungeordneten Medium. Hier schreibt man iiblicherweise

u +E*(1+e(x)u=0
Die Randbedingungen sind

du(0)
dx

Wir fithren zwei Losungen ein:
YR+ e@)y =0 y(0)=1 y(0)=0
(1 4e(x)z=0  z0)=0 2(0)=1

u(0)=1+R =ik(l1—R) u(L)=T

Dann
u=(14+R)y+ik(l—R)z

Die Randbedingungen am Rand x = L sind
T =1+ Ry(L) +ik(l — R)=(L) kT = (1+ R)y +ik(1 — R)~’
Dariiber hinaus gilt |T]* 4 |R|* = 1. Man 16st das Gleichungssyetm fiir 7' und erhélt

y+ikz) (k2 —y') — (v + k") (ikz — y)
ik —y' + k%2 +iky

/
det(y y,)zl
z z

2 4
T = D(L) =
vy —yfik+kz/i (L) 224y +y? R+ k22 42

Fiir L — oo ist y, 2,9/, 2’ ~ €72, Deshalb D(L) ~ e 27L: die Wahrscheinlichkeit, die
Schicht zu durchlaufen, ist exponentiell klein.

7|

Wir benutzen

und erhalten

Obwohl das Feld abnimmt exponentiell, es ist nur ein asymtotisches Gesetz. Es gibt
eine endliche Wahrscheinlichkeit, dass inrgendwo im Medium das Feld eine gegebene
Schwelle {iberschrittet:

Lh_{rgo Prob{|u(z)] > A} >0

fiir jede A.
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Irrweg in der Zufallsumgebung

Wir betrachten einen Irrweg, wobei die Ubergangswahrscheinlichkeiten Zufallszahlen
sind:
pur = Ay + (1= Ap)orp

Hier ist A; die Wahrscheinlichkeit eines Schrittes vom [ nach rechts und 1 — A; ist
die Wahrscheinlichkeit eines Schrittes vom [ nach links. Der Fall A = 1/2 entspricht
einfachem Polya-Irrweg.

Da wir jetzt zwei Zufallsprozesse haben, mussen wir auch unterschiedlich mitteln:
Uber Zufallstrajektorien fiir eine Realisierung w von A und iiber verschiedene Rea-
lisierungen.

Sei Pr{E|w} die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses E in der Realisierung w. Sei
Pr{Q} die Wahrscheinlichket, dass die Realisierung irgendwelche Eigenschaft hat,
z.B. zur Klasse 2 gehort. Sei Pr{E} die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses E fiir
typische Trajektorie in der typischen Realisierung. Solomon hat gezeigt, dass aus
Pr{E|w} =1 und Pr{Q} =1 folgt Pr{E} = 1.

Wir bezeichnen die Mittelung iiber Realsierungen von A als f(A), und die Ensemble-
Mittelung fiir eine Realisierung als ().

Der Irrweg wird nichttrivial wenn die Wahrscheinlichkeiten fiir A = 0 und A = 1
verschwinden (sonst hat man reflektierende Rénde).

Sei R, die Riickkehrwahrscheinlichkeit fiir eine Relisierung w. Ein Irrweg heisst
rekurrent wenn Pr{R, = 1} = 1 (fiir fast alle Realisierungen findet ein Riick-
kehr mit Wahrscheinlichkeit 1 statt). Ein Irrweg ist links-rekurrent, wenn fiir alle
Links-Abweichungen Pr{R, = 1} = 1 und rechts-rekurrent, wenn fiir alle rechts-
Abweichungen Pr{R, =1} = 1.

Der Solomon-Satz: ein Irrweg ist rechts-rekurrent genau dann, wenn In % >0, ist
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links-rekurrent genau dann, wenn lnﬁ > 0 und ist rekurrent genau dann, wenn
In $4; = 0.

Fiir konkretes Modell w(A) = (1 — p)d(A — [1 — ap]) + pd(A — ap) ergibt sich das
folgende Diagramm.

Der rekurrente Fall ist besonders nicht-trivial.

Der Sinai-Satz. Sei

A
1

A
— 2 _1n2
nl—A 0 O<o nl—A

Sei X,,(w) die Verschiebung wérend n Schritte in der Umgebung w. Dann existiert
eine solche Funktion m,,(w), dass
Xn(w)
2

Pr{|log7n —my(w)| >€} -0 firn—

< 00

gilt, wobei die Wahrscheinlichkeit fiir alle Irrwege, die von 0 in der Umgebung w
anfangen, berechnet wird. Das bedeutet, dass die Abweichung ~ clog?n ist.

Wir betrachten die Grofie u(l) - die Wahrscheinlichkeit, dass der Léufer, der an [
anfingt, erst 0 und nur dann m besucht; 0 < [ < m. Fiir diese Wahrscheinlichkeit
gilt die rekursive Relation

u(l) = (1 — Au(l — 1) + Au(l + 1)

mit der Randbedingungen «(0) = 1, u(m) = 0. Wir schreiben die rekursive Relation
als

1—A
u(l +1) = u(l) = —; u(l) = u(l = 1)]
!
um und iterieren
L1— A
u(l +1) — () = [u(1) ~ 1 T]
j—1 Aj
j
Wenn wir alles summieren, erhalten wir
m—1 | 1— A,
—1=[u(1)-1] > [T ’
=0 j—1 Aj
oder
1—u(l)= !
S T

Aber 1 — u(1) = U(m) ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Irrweg, der in 1 anfangt,
zuerst m erreicht und nur spéter 0. Man kann das umschreiben

1 1
Um) = - = pr—
()1+2E133511+Zu%ﬂ
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wobei z
1— A
T, = In J
j; A;

Aber Tj ~ [*/? als eine Summe unabhingiger Zufallszahlen. Deshalb

1/2

Uim)~e ™

Das bedeutet, das vor dem Erreichen von m etwa e™”* Besuche von 0 statfindent,
also braucht der Laufer etwa e™’” Schritte um m zu erreichen. Nach Einsetzen
m= X, n~e™"” erhalten wir X ~ (Inn)2.

Golosov-Satz 1: Die GroBe L = 0?22 hat die universelle Verteilung w(L) ~ e V2L,

Golosov-Satz 2: In einer Realisierung des Potentials bleibt der Abstand zwischen
zwei Teilchen, die von einem Ort starten, endlich.
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Getriebene Oberflache

9.1 Edwards-Wilkenson-Gleichung

Die lineare EW-Gleichung lautet

oh

e W2+ E(w,t)  (E(x, )EQ, 1)) = 2D6(w — 2')5(t — 1)

Diese lineare Gleichung kann auch im Fourier-Raum geschrieben werden

Oh(k, 1)
ot

= _Vk2h(k7 t) + f(k, t) <€(k7 t)&(kla tl>> = 2D(27r)d5(k + kl)é(t - tl)
Wir betrachten den Anfangsbedingungen h = 0 bei ¢t = 0, dann
Bk, 1) :/ £ (k, 7)) gy
0
Die Korrelationsfunktion ist
t t 2 ! 2
Bk, (K1) = [ dr [ ar ik, T, 7))o 20 el
0 0
t t A o t A A
_ / dr / dr'2D (27) 5 (k)6 (—1' e~ 20K TR / AT2D5 (k+ k' )e 2K g2k’
0 0 0
_ D 1 —2vk?t ) d5d L kl
= W( —€ )(2m)“6%(k + k')

Die Varianz des Feldes w? = (h*(z,t)) kann als Integral iiber das Spektrum gerechnet
werden:
~ dd o 721/k2 A / dk
w’ / yk2
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Wir betrachten ein endliches System & > 27 /L und fiithren auch die Gitterkonstante
a ein. Dann hat das Integral endliche Rénde

m/a D 2
2_ 4 / dk: 1 — o2kt
v d o /L l/k3—d( c )

Wir betrachten zuerst den Fall d = 1. Hier ist die obere Grenze 7/a unwichtig, und
mit dem Ansatz 2vtk* = 22 erhalten wir

B > dk(l_e—ka2) \/_D/ .T —132) NE V_t/OO d_x( _
on/L k2 N4 \/W\/"T x2 v\ L2 \/W\/Z:g x?

oder

DL ., vt

Tf 1 (ﬁ)
Hier fi(z) — 1 fiir # — oo, und f,(x) — x'/* fiir + — 0. Diese Formel fiir w
entspricht dem Family-Vicsek Skalenansatz
t
§>
Fiir die 1-dimensionale EW-Gleichung o = 1/2 und z = 2. Dariiber hinaus darf die
Varianz fiir kleine Zeit ¢ nicht von der Systemléinge L abhéngig sein. Deshalb muss

gelten f(x) ~ 2 fiir z — 0, wobei a = zf3. Fiir die 1-dimensionale EW-Gleichung
f=1/4.

w~ LOf(

Der Skalenansatz lasst sich anhand einer graphischen Methode iiberpriifen, wobei in
log — log-Koordinaten w/L® versus t/L* aufgezeichnet wird.

Wir konnen auch die Varianz in der Dimension d berechnen:

sz 7['/(1 dk (1_672l/k2> L2 d(yt>2 d/%m dl’ 1_67372>
on/L k34 L2 2z /ot 34

Fiir d # 2 erhalten wir
2—d vt
w e~ L7z f(ﬁ)

damit o = %, z=2,0= %l. Fiir d = 2 ergibt sich ein logarothmisches Verhalten

D 22t
2 2 2
w(L,t)NM—V[W—i—ln e +] a” <<vt<<1L
D L
w?(L,t) ~ ——1In— vt >> L?
2ty a

Oft wird auch die Strukturfunktion benutzt, die eigentlich die transformierte Kor-
relationsfunktion ist:
d’k D
(Ih(r,t) = h(0,)[*) ~ [ —=(1— e *")[1 — cos(kr)]

k? v

Diese Funktion erfiillt den selben Skalenansatz.

2



Stoch. Prozesse (A. Pikovski, 2002) 72 Kapitel 9: Getriebene Oberfldche

9.2 KPZ-Gleichung

Die KPZ-Gleichung lautet

oh
5 = vV2h 4+ A(Vh)? + &(a,t)

Wir betrachten z als ein Parameter. Wére dieser Parameter diskret, konnte man
schreiben
dh

= A; :
o = A+ &)
und die Fokker-Planck Gleichung hétte die Form

oP 0 9*P

Im kontinuierlichen Fall haben wir

P
/dx 2 [VV2h + A(Vh) ]P+D/dx —

Hier werden die funktionale Ableitungen benutzt, mit folgenden Eigenschaften:

®[¢]

ist ein Fuktional.

ol _ 0000
0p(t)  At=0 [, dTée(T)

ist seine Ableitung, die von ¢ wie von einen Parameter abhéngig ist. Zwei Beispiele:

00[g]

so(n) ~

Do) = / dra(T)o(tau)

®[¢] = /dt1/dth(tl,t2)¢(t1)¢(t2) (;:I;—QS]

Die Ableitung wird anhand folgender Regeln berechnet

_0f 09[9]
gbf( [9]) = 20 50(1)

/dt1 (t1,t) + B(t,t1)]o(t1)

) L 0F[9] 0 Fy[¢]
5o ORI = gy + g
Dariiber hinaus gilt
5¢(t0) — (S(t _ t[])
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Wenn

= /dTL(T, o(7), %)
dann
0P[p] /d [GL dp(T) a_Liégi)(T)]
0o(t) 06 06(t) ~ d¢ dr 3¢(t)
aL aL d d o 0
= [arl3 + g g == (Cgar gt

Wir wenden diese Formeln, um die stationire FP-Gleichung zu 16sen. Wir schreiben
L. L .
P = exp[—a/ drh?] = @l Q= —a/ dxS S = h?
0 0

Dann

5P 60 d 98
on = gy = e deon aPh

Wenn 2aD = v, werschwinden der erste und der letzte Terme auf der rechte Seite.

Weiterhin
) Sh2 oP 5h

— 2P = P— + h*— = P2h— — 2aPhh?
5h T on
= P2hé' (¢’ — ) — 2aPhh®
Der erste Term verschwindet bei der Integration. Der zweite Term wird durch par-
tielle Integration zu

/ dehi? = 3| — 2 / deh?h

und verschwindet auch. Das bedeutet, das die statitondre Losung

P = exp[—ﬁ dx(Vh)Z]

fiir die eindimensionale EW- und KPZ-Gleichungen gilt.



Kapitel 10

Turbulenz

10.1 Skalengesetze

Die Turbulente Bewegung einer Fliissigkeit wird mit der Navier-Stokes-Gleichung
beschrieben 95 -

D= —L L v Vi=0

ot P
Hier sind #(7, t) die Zufallsfunktionen der Zeit und des Raumes. Das Spektrum von
Fluktuationen ist sehr breit und erstreckt sich von 1/L bis 1/\. Hier ist L die dussere

Turbulenzskala und A ist die innere Turbulenzskala.
Die Turbulenz wird durch die Reynoldszahl
UL

v

R

charakterisiert. Diese Zahl kann auch fiir jede Skala definiert werden:

z
R="C

v

Die Skala, wo R = 1 ist, ist genau die innere Skala:

R>\ == M ~1
v
Fiir [ < A dominiert Viskositdt. In der entwickelten Turbulenz A << L. Die Skalen
werden wie folgt verteilt:
Der Bereich [ < X ist der Viskositédtsbereich, hier dominiert die Dissipation.
Der Bereich [ ~ L ist der Aussenbereich, hier wird die Energie in der Turbulenz

gepumpt.

74
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Der Bereich A << [ << L ist der Inertionsbereich. Hier sind sowohl Dissipation
als auch die Energiezufuhr unwichtig. In diesem Bereich wird die Energie in der
Richtung kleinen Skalen geflossen.

Der Energiefluss, der der gesamten Energiedissipation gleich ist, wird als mittlere
Energiedissipation in der Volumeneinheit pro Messeneinheit definiert:

_dvz_l/ vy O0vg
=\ =G )

Die letzte Gleichung folgt aus der NS-Gleichung. Der Fluss ¢ hat die physikalische
Dimension [[]?[t]®. Aus den Gréfien U und L kann man nur eine solche Kombination

bilden, deshalb
U3

E N —

L

Die Skalenhypothese von Kolmogorov und Obuchov (1941) sagt, dass auch in ganzem
Inertionsberech v; nur von [ und  abhéngt. Deshalb

v~ ()3
Wir setzen diesen Ausdruck in der Reynoldszahl ein und erhalten

wl 61/3l4/3 l]3 l4/3 I
R = Yt _ (N3 R(E)4/3

v v L v

Die Bedingung R, = 1 ergibt dann

L

A~ R3/4

Das Kolmogorov-Obuchov-Gesetz kann auch in der spektralen Form geschrieben
werden. E(k)dk ist die kinetische Energie der Masseneincheit im Wellenzahlintervall
dk. E(k) hat die physikalische Dimension [I]?/[t]*[]] = [[]*[t] 2. Aus ¢ = [[]*[{] " und

k = [I]7! kann nur eine Kombination
E(k) =Pk
zusammengestellt werden.

Die Diffusion zweier Teilchen kann auch aus der physikalischen Dimension gewonnen
werden:
12/3

LSV

wobei 7 die Zeit der Divergenz bis zur Linge [ ist. Man hat Superdiffusion [ ~ 73/2,
weil die relative Geschwindigkeit mit [ wéchst.
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10.2 Korrelationstheorie

Der Korrelationstensor 2. Ordnung
By, = ((v2i — v1i) (var — vix))

ist wegen Homogenitéit nur von der Differenz 7 = i, — 7} abhéngig. Wegen Isotropie
ist er nur vom Betrag von r abhéngig. Die allgemeine Forme solches symmetrisches
Tensors ist

Bix = A(r)oi + B(r)n;ny,

In Wirklichkeit sind nur zwei Komponenten unabhéngig, B,, und By. Fiir diese
Komponente gilt B, = A+ B, By, = A, B, = 0. Deshalb

Bi, = By (1) (i — ning) + Brp (1)niny,
Wir kénnen den Tensor auch anders darstellen:
Bij, = (viivir) + (vasvar) — (V1ivak) — (V2iv1x)
Wegen Symmetrie (vi;015) = (Va;V9r) = %<02>5ik. Daraus folgt

2
Bj, = §<U2>5ik — 2bjy, bir = (V1iv21)

Fiir r — oo strebt b gegen Null.

Die Inkompressibilitdat gibt weitere Zusammenhénge zwischen verschiedenen Kom-
ponenten des Tensors.
0B Obix.

= -2
0oy, Oy,

811%
1k
8$2k

= —2(v y=0

Da der Tensor By, nur von r = |7, — ;| abhéngig ist, ist die Ableitung nach xq, zur
Ableitung nach zj, dquivalent. Deshalb

0Biy 0 TiTh TiTh
2 2
Tk Tl xT; T;r Tk Tl xT; xXT;r
— B;TT((S“C -3+ Bt,g(—r—2 + 2rf) + B,CTT((SZ,C =)+ Bpr(—5 + 2rf)
T By — By, 113 B, — B,,
= 4By, - 22 TR 4+ By,
Das ist zu
Btt - Brr Brr Btt Btt Brr
B, ="~ B =""_"".p =
tt r rr 271 + tt 27_
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dquivalent. Die letzte Gleichung kann als
! 1 2 l
Btt = 2TBTT + BT‘T‘ = 2—(T BT‘T)
T

umgeschrieben werden. Wenn v, ~ /3, dann B,, = C7*/? und

C 4
B, = —(r®3) = -B,,
=9 (T ) 3

Wenn r < A, dann v, ~ r und By = 2B,.,.

10.3 Spektrale Theorie

Die Fourier-Transformationen der Korrelationsfunktionen sind die Spektren By, (k),

-

bir.(k). Aus dem Zusammenhang zwischen Korrelationsfunktionen folgt

Byo(k) = Z6(k)(27)® — 2by,(F)

[GCR )

—

Das Spektrum b;; (k) ist die entscheidende Grofle. Aus der Inkompressibilitédtsbedin-

—

gung k;b;(k), aus der Isothropie und der Symmetrie folgt

ik
k? )

mit der Funktion F'(k). Die Gesamtenergie kann als Integral

/V%<vz>d377: %/Vb,»,»(r)d?’*:/I(F(k)d?’/%:/E(k)dk

geschrieben werden, wo E die spektrale Energiedichte ist. Deshalb

E(k)( o k,»kk)
Ark2 VR T 2

B(k) = 4nk*F(k)  by(k) =

Die NS-Gleichung kann auch in der spektralen Form geschrieben werden

-

dt

+ /dﬁ’l}k(lg —ﬁ)zpkvl(ﬁ) = —]{32’01'

(wobei der Druck-Term verschwindet, weil wir die Projektion auf der Menge aller
Vektorfelder durchfiihren, die Divergenz Null haben). Mit Bercksichtigung, dass

1

27T/<:2E(k)

bi1 + by + b33 =
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gilt, erhalten wir

1 dE(k)
2rk?  dt

1

= —2k*——
Y ok

E(K) — 2I'm / Ao (= K)o (F — Pproi (5))
oder

dt

Der Term auf der rechten Seite T'(k) beschreibt den Energiefluss. Er wird dirch
den Tensor 3. Ordnung dargestellt. Die Gleichung fiir desen Tensor beinhaltet den
Tensor 4. Ordnung usw.

dE - -
— + 2k E = —4xk2Im(Y / dppi(vi(k = P) v (P)vm(—Fk))
Im

Hier wir zeigen, wie das Kolmogorov-Obuchov-Gesetz aus dieser Form erhalten wer-
den kann (Heisenberg, 1948). Wir integrieren die Gleichung

%/Ok dq E(q) = —2v /Ok dq ¢*E(q) + /Ok dq T(q)

Auf der linken Seite steht die Energiedissipationsgeschwindigkeit —¢ (weil die Ener-
gie in grofiten Skalen gespeichert ist). Den letzten Term schreiben wir als effektive
Dissipation um

k k
/0 dq T(q) = —2vr (k) /0 dq ¢*E(q)
damit

e =2+ ur(h) [ da El)

Heisenberg hat angenommen, dass v (k) nur von ¢ > k abhéngig ist. Aus der Di-
mension (v = [[]*[t] *, E = [[]*[t] %) folgt

vr & A/ VEq*?dq
k
Im Inertionsintervall v ~ 0 und wir erhalten
00 k
€~ A/ \/Eq_g/qu/ dq ¢*E(q)
k 0

Unter Annahme E ~ %3k~ erhalten wir k = 5/3.
Die Kolmogorov-Relation ist eine exakte Relation fiir den Tensor 3. Ordnung:

4
Brrr = -z
5€T



