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1 Einfithrung

e Klassische Himmelsmechanik: Bestimmung der Bewegung der Wandelster-
ne/Planeten am Firmament. Seit Newton wurde dann im wesentlichen mit gra-
vitativ-wechselwirkenden Punktmassen gerechnet. Zeitraum: Altertum - 19. Jh.!

e Moderne Himmelsmechanik: Erweiterung der Aufgaben der klassischen Him-
melsmechanik um:

— im Zentrum des Interesses stehen nicht nur Planeten, sondern kosmische Ob-
jekte schlechthin: stellare Systeme (Galaxien) & Galaxienhaufen, kosmischen
Scheiben (Galaxien, Akkretationsscheiben um kompakte Objekte, préaplanetare
Scheiben, planetare Ringe etc.)

— Dynamische Evolution/Strukturbildungen kosmischer Objekte; bei Be-
riicksichtigung hoher Teilchenzahlen bzw. endlicher Ausdehnungen der Kérper
sowie weiterer Wechselwirkungen neben Gravitation (elektromagnetische Fel-
der, Kollisionen etc.)

— Verwendung moderner Methoden der NGGW-Thermodynamik sowie der
Relativitatstheorie zur Beschreibung der Evolution kosmischer Objekte

— Berechnung/Navigation der Bahnen kiinstlicher Satelliten, das betrifft insbe-
sondere Tiefraumexperimente: Pioneer, Voyager, Ulysses, Galileo, Cassini

— Wichtige Methode: Numerische Simulationen



Forscher Lebensdaten Entdeckungen

Aristoteles 384 - 322 v. Chr. | -Kugelgestalt der Erde

Aristarch 310 - 230 v. Chr. | -Ansatz eines heliozentrischen Weltbildes
-Grofle von Erde und Mond

Eratosthenes | 284 - 192 v. Chr. | -Erdumfang

Hipparch 180 - 125 v. Chr. | - Entfernung Erde - Mond
- Neigung der Ekliptik

Ptolemé&us 87 - 165 -geozentrisches Weltbild

Kopernikus | 1473 - 1543 -heliozentrisches Weltbild

Brahe 1546 - 1601 -Beobachtungen zur Priifung des
Kopernikanischen Weltbildes
-“geoheliozentrisches* Weltbild

Kepler 1571 - 1630 -3 Keplerische Gesetze

Galilei 1564 - 1642 -erstes optisches Teleskop
-4 grofle Monde des Jupiter
-Vorarbeiten zur Newtonschen Gravitationstheorie

Newton 1642 - 1727 -Gravitationsgesetz
-Bewegungsgesetze
-Infinitesimalrechnung

Halley 1656 - 1742 -Bahn des Kometen Halley

Titius 1729 - 1796 -Titius-Bode-Reihe

Bode 1747 - 1826

Herschel 1738 - 1822 -Uranus (1781)

Piazzi 1746 - 1826 -Ceres

Zach 1754 - 1832

Gaufl 1777 - 1855 -Bahn von Ceres

Leverrier 1811 - 1877 -,inverse*“ Storungstheorie zur Suche nach

Adams 1819 - 1892 transuranischen Planeten

Galle 1812 - 1910 -Neptun

Poincaré 1854 - 1912 -Chaostheorie
-Dreikérperproblem

Einstein 1879 - 1955 -Relativitédtstheorie




Historischer Abrif

e Babylonier (1500 - 500 v. Chr.): langjihrige Venusbeobachtungen; Kenntnis der
Phasen dieses Planeten; scheinbare Bahnbewegungen der Planeten - deren Epizyklen
- Vorhersage von Sonnenfinsternissen

o Aristoteles (384 -322 v. Chr.): Folgerte die Kugelgestalt der Erde aus der Kreis-
form des Erdschattens bei Mondfinsternissen.
Theorie der vier Elemente: Erde, Luft, Feuer und Wasser. Jede davon besitze seine
eigene ,, Gravitation“ (entsprechend seiner ,,Schwere“). Deshalb bewege sich unter ir-
dischen Bedingungen alles linear und geradlinig - den vier Elementen addquat. Alle
himmlischen Bewegungen sind jedoch, gefunden durch Beobachtungen, gekriimmt.
Daraus schluBfolgert Aristoteles die Existenz eines vierten Elements - dem Ather,
der fiir eine nicht geradlinige, sprich nichtirdische Bewegung verantwortlich sei.

e Aristarch (310 - 230 v. Chr.): Erste - allerdings unakzeptierte - Ansétze eines
heliozentrischen Weltbildes der Bewegung der Sonne, der Erde und der Planeten.
Bestimmte geometrisch die Grofle von Himmelskérpern - Erde, Mond (mit 50%
Fehler) - sowie die Entfernung Erde - Mond (ebenfalls ca. Faktor 2)

e Eratosthenes (284 - 192 v. Chr.): siche Aristarch: Messung des Erdumfangs
—> Methode: man nehme 2 Orte gleicher geographischer Léange aber unterschiedli-
cher Breite
— man beobachte Unterschiede in der Winkelhohe (Parallaxe) eines Himmelskor-
pers (im konkreten Fall: der Sonne)

— die Parallaxe sowie der bekannte Abstand zwischen beiden Orten, deren Basis,
ergibt Hinweise auf die Erdkriimmung.

e Hipparch (180 - 125 v. Chr.): Geometrische Studien. Bestimmung der Entfer-
nung Erde - Mond mit relativ hoher Genauigkeit (34 statt 30 Erdradien) iiber die
Mondparallaxe. Er fand die Schiefe der Ekliptik sowie ihre Prézession (genauer die
der Erdachse); stellte den ersten groBeren Sternkatalog zusammen.

e Ptolemius (87 - 165 v. Chr.): Begriinder des geozentrischen Weltbildes (Werk:
Almagest; Erde im Zentrum der Bewegung der Himmelskorper), welches bis zu Kep-
lers Zeiten Giiltigkeit behielt. Die Bewegung der Fixsterne und der Sonne ist damit
exzellent zu beschreiben - Probleme bereiten die Planeten.

Kunstgriff: Einfithrung der Epizyklen; das sind kleinere Kreise, deren Zentren sich
wiederum auf exzentrischen Kreisen um die Erde bewegen.

Damit lie8 sich recht genau die Bewegung der damals bekannten Planeten vorher-
sagen.

e Nicolaus Kopernikus (1473 - 1543): Wegbereiter des heliozentrischen Weltbil-
des (Werk: De revolutionibus orbium coelestium libri VI; Sonne im Zentrum der
Planetenbewegung). Einfache Kreisbahnen der Planeten um die Sonne losten ele-
gant das Problem der scheinbar komplizierten Epizyklenbewegung, die einfach durch
die Projektion der Bewegungen auf die Himmelsphére entsteht.

e Tycho Brahe (1546 - 1601): Erste akkurate Beobachtungen (Genauigkeit liegt bei
Bogenminuten) um zu priifen, ob das Ptoleméische oder das Kopernikanische Welt-
bild richtig ist. Entwickelte das sogenannte , geoheliozentrische“ Weltbild, bei dem
die Sonne um die Erde kreist, jedoch alle anderen Planeten die Sonne umrunden.
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Begriinder des ersten astronomischen Observatoriums. Unter anderem beobachtete
er eine Supernova (1572) und einen Kometen, dessen Parallaxe er bestimmte und
fand, dafl dieser Himmelskorper wesentlich weiter entfernt ist als der Mond und dafl
Kometen keine atmosphérischen Erscheinungen sind.

Johannes Kepler (1571 - 1630): Als Schiiler Brahes formulierte er die drei
berithmten Keplerschen Gesetze als Folge zahlreicher, fiir die damalige Zeit hochst
préaziser Beobachtungen, die auf dem Werk Brahes basieren. Unter anderem beob-
achtete er eine Nova (1604) und beschéftigte sich mit Optik.

Galileo Galilei (1564 - 1642): Erfand das erste optische Teleskop mit dem er
die vier nach ihm benannten groflen Jupitermonde, als auch die ldngliche gestalt
des Saturn entdeckte. Letztere stellte sich spéter als Ring des Planeten heraus.
Erkannte, dal die Schwingungsperiode eines Pendels gegebener Lénge nicht von der
Schwingungsamplitude abhéngt und dafl die Trajektorien geworfener Korper unter
der Erdgravitation Parabeln sind

— wichtige Hinweise fiir Newtons Theorie

Sir Isaac Newton (1642 - 1727): Begriinder des ,,Goldenen“ Zeitalters der mo-
dernen Himmelsmechanik mit der Entwicklung der nach ihm benannten Bewgungs-
gesetze und des Gravitationsgesetzes. Die fundamentale Bedeutung seiner Arbeiten
ist bis heute ungebrochen - bis auf wenige Ausnahmen basieren auch die moder-
nen Methoden der Himmelsmechanik auf seinen Theorien. Sein Hauptwerk ist in
der ,Principa Mathematica“ (1687) dargelegt. Erst Einsteins allgemeine Relati-
vitatstheorie liefert genauere Ergebnisse, die allerdings nur nahe kompakter Objekte
(Neutronensterne, weile Zwerge, schwarze Locher) relevant sind.

Edmund Halley (1656 - 1742): Zeitgenosse und Freund Newtons. Berechnete
erstmals systematisch Bahnelemente von Kometen auf der Grundlage der Theorie
Newtons. Er sagte u.a. die Bahnperiode des nach ihm benannten Kometen voraus.

Johannes D. Titius (1729 - 1796); Johann E. Bode (1747 - 1826): Fanden
empirisches Gesetz der Absténde der Planeten von der Sonne;

rp ~0.4+0.3-2", n=—00,0,1,---; die Titius-Bode-Reihe. Sie postulierten die Exi-
stenz von Korpern an der Stelle n = 3 wo, wie wir heute wissen, der Asteroidengiirtel
liegt.

Friedrich Wilhelm Herschel (1738 - 1822): Entdeckte den Planeten Uranus
(1781), der sich in das Titius-Bodesche Schema unter dem Index n = 6 einfiigt.

Guiseppe Piazzi (1746 -1826); Franz X. v. Zach (1754 - 1832): Suche nach
einem Planeten bei n = 3 der Titius-Bode-Reihe

—> Piazzi fand ,vorldufig® den Asteroiden Ceres (1800), der spéter (Silvesternacht
1801) nach theoretischen Bahnbestimmungen von Carl Friedrich Gauf3 (sihe unten)
von Zach wiederentdeckt wurde.

Carl Friedrich Gaufl (1777 - 1855): Mathematiker; berechnete mit der Methode
der kleinsten Quadrate mogliche Bahnellipsen von Ceres, die mit den Beobachtungen
von G. Piazzi vertréglich waren.

Hauptzweck dieser Ubung: den Asteroiden Ceres, der sich fiir mehr als ein Jahr der
Beobachtung ,,entzog*, wiederzuentdecken (siehe auch oben: Zach)



1802 - 1804: Die Entdeckung weiterer Planetoiden: Pallas, Juno, Vesta; deren
radialen Abstdnde von der Sonne alle zu n = 3 der Titius-Bode-Reihe passen. Daraus
folgerte man, daf sie Bruchstiicke eines grofien Planeten zwischen Mars und Jupiter
gewesen sein konnten. Diese Hypothese ist allerdings sehr umstritten; genauso kann
es sein, da} die Gravitationswirkung des Riesenplaneten Jupiter die Akkretation
eines weiteren Planeten an dieser Stell verhindert.

Entdeckung Neptuns: Ausgangspunkt: Die berechneten Bahnparameter der Ura-
nus, die 1790 von Delambre (1749 - 1822) nach dem Vorbild der Bahnparameter-
bestimmung nach Gaufl durchgefiihrt wurden, wichen mit der Zeit immer mehr
von den beobachteten Ortern von Uranus ab. Neben anderen Ursachen wurde die
Beschreibung der stédndig anwachsenden Abweichungen durch die Gravitation eines
transuranischen Planeten immer populérer < | inverse* Storungstheorie zur Bestim-
mung der Bahn und Masse des unbekannten Planeten.

Jean J. Leverrier (1811 - 1877); John C. Adams (1819 - 1892): Sie wid-
meten sich der o.g. Aufgabe der ,inversen“ Storungstheorie mit dem Erfolg, dafl
beide unabhéngig recht dhnliche Bahnparameter eines hypothetischen transurani-
schen Planeten vorlegten, die leider lange Zeit von der Fachwelt ignoriert wurden.

Johann J. Galle (1812 - 1910): Begann am 18. September 1846 mit der syste-
matischen Suche nach dem unbekannten Planeten, nachdem Leverrier ihm in einem
Brief von seinen theoretischen Ergebnissen informierte. Galle entdeckte dann Nep-
tun am 23. September 1846 in der von Leverrier und Adams angegebenen Gegend
des Firmaments.

Henri Poincaré (1854 - 1912): Zeigte anhand des Dreikorperproblems, dafi die
den Erfolgen der klassischen Himmelsmechanik geschuldete Vorstellung, alle Bewe-
gungen im Kosmos seien beliebig genau bestimmbar, wenn man nur die Anfangs-
bedingungen genau genug kenne, nicht haltbar ist. Die Unvorhersagbarkeit ist in
der Nichtlinearitdt und Komplexitdt himmelsmechanischer Vielkorperprobleme be-
griindet.

Albert Einstein (1879 - 1955): Entwickelte die spezielle und allgemeine Relati-
vitétstheorie. Vor allem letztere ist bedeutsam fiir die Himmelsmechanik (kompak-
te Objekte: Schwarze Locher, Neutronensterne, weifle Zwerge < Schwarzschild- &
Kerrmetrik, Friedmann-Universum

—> es existiert kein homogenes stabiles Weltall; Periheldrehung der Merkurbahn
etc.)

Seine weitern wissenschaftlichen Grofitaten: Photoeffekt; Theorie der Brownschen
Bewegung



2 Wiederholung/Grundlagen

2.1 Newton & Prinzipienmechanik
Zunéchst sollen die Newton’schen Axiome Erwahnung finden:

1. ein Korper, auf den keine Krifte wirken, verharrt in ,Ruhe“ oder in geradlinig-
gleichformiger Bewegung: Impuls ist unverédndert 0 = d(mv)/dt wobei m die Masse
ist und die Geschwindigkeit v = 7 die Zeitableitung des Ortes ist. Der Impuls ist
mit P = m@ gegeben.

2. die Kraft F , die auf einen Korper wirkt, duflert sich in seiner Impulsdnderung:

N d = .
= (gzr) = mr = ma (1)

3. zu jeder Kraft existiert eine betraglich gleiche aber entgegengesetzte Kraft: actio =
reactio:

Fyj = —Fj (2)

Die Indizes stehen hier z.B. fiir 2 Massepunkte ¢ und j, die irgendwie miteinander
wechselwirken mogen!

Wechselwirkung setzt hier das Stichwort fiir die, in der Himmelsmechanik wesentliche
Kraft, die Gravitationskraft

Foo= 0 T 3
J g 7"@'2]‘ g (3)
und deren Potenzial
m;m;
(ry) = — r“] (4)
ij

mit dem Abstandsvekor (Relativvektor) beider Kérper 7j; = 7; — 7; und dessen Betrag r;;
sowie der Gravitationskonstante v (oft auch als G bezeichnet).

Die Berechnung der Potenziale ®(7) von ausgedehnten Masseverteilungen o(7) im
allgemeinrelativistischen- & Newton’schen Grenzfall — “flacher” Raum und kleine Ge-
schwindigkeiten |v| /¢ < 1 — behandeln wir in Abschnitt 3.

2.1.1 Newtonsche Gleichungen - N-Teilchen

Gegeben seien i € (1, N) Teilchen an denen duere (F(®)) - sowie Wechselwirkungskriifte
(F};) angreifen konnen. Die N Kérper seien durch 3N Ortskoordinaten g, und Impulsko-
ordinaten p, vollstdndig charaktersiert.

Nach dem 2. Newtonschen Axiom lauten dann die Bewegungsgleichungen
miti = B+ Y F; (5)
JijFi

Kurze Verabredung: Mit griechischen Indizes bezeichne ich immer einzelne Dimensio-
nen, mit arabischen - die Vektoren des Teilchens i z.B.: 7i(qa, ...) = Ti(@3G-1)+1, ---, @3(i—-1)+3)-
Koordinaten, Metrik und deren Transformationen folgen im Abschnitt 2.2.



Impuls- & Drehimpulserhaltung

Daraus lassen sich sofort Impuls- und Drehimpulserhaltung ableiten, indem man sich
des III. Newtonschen Axioms

— —

Fj = —F (6)

erinnert und iiber den Ausdruck (71) summiert
Somiri = Y FEY+ Y Fy (7)
i i ij;j 7
=0

wobei das Verschwinden des letzten Terms wegen (6) sofort klar ist. Damit kann man
umformen

Zm,ﬁ:ilZmlﬁ] :ﬁ:Zﬁ;(a) :ﬁA (8)

womit sofort klar wird, dass die Anderung des Gesamtimpulses P = Zmiﬁ von der
Summe der dufleren Krafte Fy = > E(a) bestimmt ist. Bei Verschwinden der letzteren
gilt die Impulserhaltung

P = 0 und mithin P = konstant . (9)
Eine weitere Erhaltungsgrofie ist mit dem zSchwerpunkt definiert
> My T
o= Zim (10)
und die Schwerpunkt-(Impuls)erhaltung in der Gestalt
M7y, = Fy (11)

geschrieben werden kann. Schwerpunktsatz: Danach bewegt sich der Schwerpunkt wie
eine Punktmasse, in der die gesamte Masse M = > m; des Systems konzentriert ist.

Bei Fehlen duflerer Kréfte duflert sich die Impulserhaltung in einer geradlinig-gleichférmi-
gen Bewegung.

Fiir die Drehimpulserhaltung multiplizieren wir die Gl. (71) vektoriell mit 7;x und
summieren wieder iiber alle Punktmassen 7 und erhalten:

so dass letztlich die Anderung des Gesamtdrehimpulses L = ST X Fl vom resultierenden
auBeren Drehmoment M = > 7; X E(a), verursacht durch die dufleren Kréfte, bestimmt
ist.



Fehlen duflere Krifte, dann konstatieren wir Erhaltung des Gesamtdrehimpulses

L =0 unddamit L = konstant . (13)

Bislang haben wir 9-Bewegungsintergrale fiir abgeschlossene Systeme: Schwerpunkt €
Impuls = 6; Drehimpuls = 3.

Sind die Kriifte konservativ: Fy(7;) = — V;®(7, ..., 7y) mit dem Potenzial ®, dann ist
auch die Energie erhalten, womit dann 10 Integrale existieren. Potenziale konnen, wenn
z.B. die inneren Kréifte zentral sind: F;](m — 7%]), auch fiir die inneren Wechselwirkungs-
krifte formuliert werden

o; = ‘I’Ea) + Zq)ij ; (14)
J#i
so dass das Gesamtpotenzial, also die gesamte potenzielle Energie geschrieben werden
kann als

S AR S S L (15)
( ij557#1

Fiir die Wechselwirkungskrifte miissen wir noch ausfithren — z.B. fiir die in der Him-

melsmechanik wesentliche Gravitationskraft — dass sie folgender Eingenschaft geniigen

miissen:

Tij

ﬂ\l

Die Zerlegung in Schwerpunkt- und Relativkoordinaten wird in Zukunft bei der Reduktion
des Systems noch sehr von Vorteil sein.

Dass der Ansatz (15) korrekt ist, zeigt die Differenziation, d.h. die Berechnung der
daraus resultierenden Krifte (wobei wir hier nur den Wechselwirkungsanteil betrachten,
der duflere ist trivial):

0 o

1
- = —_— = o, = — =
8rk 8’/‘k 2 Z J 2

15571

(16)

0%y, 0Dy,

25 2,

8<I>kl 8(I)lk> aq)lk

N _*Z <8rk or, —El: or, 17)

Die Umformungen nutzen aus, dass &, = &, gilt, weil die Potenziale ja nur von den
Abstandsbetrigen abhédngen. Die rechte Seite bedeutet nichts anderes als die Summe der
Krifte die auf die Punktmasse my durch alle anderen m; ausgeiibt werden, wie es auch
sein muss. Das Newtonsche Prinzip actio = reactio gewinnt man auch sofort, wenn man
bedenkt, dass 7; —7; = —(r; — ;) gilt und das bei der inneren Ableitung von ®;;(|7; — 75/)
einen Vorzeichenwechsel mit sich bringt, wenn man die Indizes vertauscht.

Um die Energieerhaltung bei konserativen Kriiften zu zeigen, multiplizieren wir skalar
mit 7;- in Gleichung (71) ein — Leistungssatz, summieren und erhalten:

o d 1 -2 -0 d
- e d — — —d 1
;mln 7 iy {; 277%7",} T o7 pp (18)
=T
T+ d = FE |, (19)



wobei E die Gesamtenergie des Systems ist. Damit ergeben sich 10 Bewegungsintegrale
fiir die Dynamik abgeschlossener (himmelsmechanischer) Systeme.

2.1.2 Hamilton Prinzip:

Zur Wiederholung sei auch noch das Hamilton Prinzip - das Prinzip der kleinsten Wir-
kung - angedeutet. Vielleicht kdnnte man es so lax formulieren, dass sich ,,die Dynamik
immer den Weg des geringsten Widerstands® im Konfigurations- bzw. Phasenraum wéhlt.
Genau wie die Newton’schen Axiome handelt es sich beim Hamilton Prinzip um einen Er-
fahrungsansatz, der im Ubrigen aus dem D’Lambert Prinzip (Zwangskrifte stehen immer
senkrecht auf der Bewegung - verrichten somit keine Arbeit) abgeleitet werden kann.

Die Definition der Lagrange-Funktion ist die Differenz aus kinetische - 7 und poten-
zieller Energie ®:

L(qv,4u,t) = T(d) — ®(q) | (20)

wobei die Wirkung mit

= [ at Elaiot) (21)

gegeben sei.
Mit diesen Definitionen lautet das Hamilton-Prinzip

5S =0 | (22)

unter Beachtung dass nur die Koordinaten ¢, variiert werden und das diese Variationen
an den Endpunkten des Zeitintervalls verschwinden sollen, also: dq,(ty) = 0¢,(t1) = 0.

Fiihrt man die Variation aus, integriert einmal partiell erhédlt man die Lagrange-Gleichung
II. Art

d oL oL
_ -0 2
dt dq,  9Jq, 0 (23)

Schliefflich seien in diesem Rahmen noch die Hamiltonschen Gleichungen erwéhnt, deren
Konzept fiir die Storungsrechnungen im Verlaufe der Vorlesungen wichtig werden. Mit der
Legendre-Transformation

H(py, qut) Z Pv v — L(q,durt) (24)

wobei die kanonischen Impulse als p, = 0L/0q, definiert sind, gewinnt man durch
Bildung des totalen Differenzials unter Verwendung von Gl. (23) und mittels Koeffizien-
tenvergleich die Krone der theoretischen Mechanik — die Hamiltonschen Gleichungen:

oOH : OH

i, = und = —
qv op, Dv D4,

(25)
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2.2 Krummlinige Koordinaten & Mitbewegte Bezugsysteme

Im Allgemeinen kann man im N-dimensionalen Raum die Abhéingigkeiten kartesischer
Koordinaten z; von Parametern ¢; wie folgt darstellen:

Ty = xi(QlaQ%"'aQN) (26)

mit D=3 =2 = z(q1, -, q3)

Yy = y(Qla"';Qi&)

z = Z(Ql?'”7Q3)

Wir bleiben zunéchst im Konfigurationsraum D = 3 in dem der Ortsvektor als
ro= xi(qlv"'7q3)€i (27>

als Einsteinscher Summe geschrieben werden kann. Die Richtungsableitungsvektoren bei
Anderung eines Parameters ¢; lauten

or

gi € = o0, (28)
J

mit dem Skalenfaktor

oF or; \’
9= %‘ “ = (8%) ' (29)

i
Der entsprechende Einheitsvektor in die ,,Richtung® ¢; ist dann gegeben mit

1 or
g = — — (30)
g; 0q;
Mit Kenntnis dieser Vektoren kann man nun Flachen- und Volumenelemente formulieren.
Z.B. lauten Fichenelemente iiber das Vektorprodukt:
. or  or .
dAg e, = 8—% X 8—% dg;dg; = ¢; gjdgidg; é,, (31)

und das Volumenelement ist mit dem Spatprodukt gegeben:

S or |[or or
"7 g { x } dgidg;dgr = gi g; grdgidg;dge (32)

v = &
5%’ aq]'

Als einfachstes Beispiel seien hier die Zylinderkoordinaten angefiihrt, deren Parameter-
darstellung lauten:

r = psine
y = pcosy
z = Z

12



womit sich der Radiusvektor zu:
7 = p(cospe, + sinpe,) + z €,

ergibt. Mit dieser Definition erhélt man die Skalenfaktoren und die korrespondierenden
Einheitsvektoren:

9% =1 3 go=p; g. =1 (34)
€, = cospé, +sinpe, ; € = —sinpeée, +cospe, ; € =€, . (3D

Es ist hilfreich zu wissen, dass sich in diesem (wie auch in vielen anderen krummlinigen
Koordinaten) Fall einige Einheitsvektoren durch Differenziation nach einem Parameter
ineinander umrechnen lassen: hier ist es

o g VG 0 0
Nun kann man auch Flachen- u. Volumenelemente formulieren:
dA, = pdedz (37)
dA, = pdedp (38)
dV = pdpdedz . (39)

Die Tragheitskrafte o mr (im folgenden betrachten wir nur 1 Massepunkt) und das
Newtonsche Prinzip kann man nun sofort durch Differenziation formulieren:

. 1 d .
5 s 2\ o= L @ 92 . - oo
mr-(p pgp)ep+pdt (pap)e@jtzez—F. (40)
Der erste Term auf der rechten Seite enthélt Trégheits- und Zentrifugalkrifte, der mittlere
Term ist Ausdruck der Drehimpulserhaltung (‘L = p*¢) im Fall von Zentralkriiften — 148t
man die Winkelbeschleunigung ¢ aufler Acht, verbleibt die Korioliskraft Fyx = 2p¢.
Nun betrachten wir das fiir die Himmelsmechanik wesentliche Zentralkraftpotenzial

P(p) = _K (41)

in Polarkoordinaten (z = 0) und wenden darauf eines der Methoden der Prinzipienme-
chanik — Lagrange-Gleichung 2. Art bzw. Hamilton-Prinzip — an. Als Ubung werden fiir
gleiches Problem alle anderen Methoden, Hamiltonian, Hamiltonsche Gleichungen und
Gleichungen nach Newton 2 angewendet.
Zunichst wird die Lagrange-Funktion L(g,,q,) mit Hilfe der Geschwindigkeit 7 =
o€, + ppe, aufgestellt (wir betrachten hier nur das ebene Problem):
m ] m I

[ = ' ro_ -2 2.2 M 49
2 Ut 2(p+ps0)+p (42)
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so dass man mit der Lagrange-Gleichung die einzelnen Komponenten der Bewegungsglei-
chungen bestimmen kann. So lautet die p-Komponente der Bewegungsgleichungen

d . O (m o o P
el R 21 =0 43
i) = o (G + ! (13)
womit man sofort erhélt
. . I
m|p — p’| = i (44)

Die ¢-Komponente wird damit

d

ma[pz gb} = gL =0 (45)

dt

Ausdruck der Drehimpulserhaltung L = p?¢ = konstant. Diese Terme sind auch schon in
der Newtonschen Gleichung (40) sichtbar, wenn man fiir die Zentralkraft F' = —(u/p?)é,
wahlt.

2.2.1 Kurzabri3 ART /Relativistik/Metrik

Um gleich den Weg zu ebnen fiir eventuelle Abstecher in die allg. Relativitédtstheorie —
Himmelsmechanik fiir ,,Privilegierte — definieren wir zunéchst Absténde (noch 3D)

di? = da? + dy? + d2? (46)
di? = dp* + p*dp? + d2? (47)
di? = dr? + r?d6? + r*sin® fdy? (48)

zunéchst fiir kartesische -, Zylinder- und Kugelkoordinaten.
Die metrische Fundamentalform kann wie folgt aufgeschrieben werden ( Einstein Sum-
men in diesem Kapitel)

ds® = gap(2”)dz*da” (49)

mit der fiir die allgemeine Relativitédtstheorie grundlegenden Grofie — der Metrik oder auch
dem symmetrischen metrischen Tensor gog = ggo. Der Name deutet schon darauf, dass
man damit grundlegende Absténde und Winkel messen kann. Hat der Tensor nur diagonale
Komponenten g, o< .5 nennt man die Metrik orthogonal. So die Determinante nicht
verschwindet, existiert mit g" ein inverser Tensor, d.h. es gilt g.s9”" = g% = &% =
Einheitsmatrix bzw. Einheitstensor (§ - Kronecker Symbol). Fiir die obigen Ausdrcke
(46)-(48) im Ortsraum (3D) liefert die Verjiingung des Tensors/Spur g,/ — ¢°, = 3; fiir
die vierdimensionale Raumzeit ergibt sich g%, = 4 (siehe unten).

Der metrische Tensor g¢,s, die Metrik, wird — erweitert um die 4. Dimension ct im
Riemann’schen Raum — die entscheidende Grofle bei der Allgemeinen Relativititstheorie,
der Finsteinschen Graviationstheorie spielen. Bevor wir uns der Physik zuwenden, mochte
ich einige Bemerkungen zum Rechnen mit Vierervektoren machen.

Die quadratische Form (49) im 4-dimensionalen Riemann’schen Raum enthélt die Zeit-
komponente cdt, so dass fiir den ,einfachen* des flachen (Minkowski) Raums wird

ds* = dz® + dy® + d2? — Z2dt* . (50)
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Die flache Metrik g.g ~ 745 lautet in Matrix-Form

1 00 0
010 O
— naf _—

Tos == 1001 0 | (51

000 —1
im Allgemeinen gilt Gl. (49), wobei der Index 4 die zusétzlichen zeitlichen Komponenten

bezeichnet.

In Gl. (51) fillt auf, dass die zeitliche Komponente hier eine negatives Vorzeichen'

zeigt. Hier wollen wir nur einige Rechenregeln fiir Vierervektoren andeuten. Es seien AW =

A; und BW = B; Vierervektoren — z.B. Ortsvektor x; = (7, —ct), Vierergeschwindigkeit
u; = da;/dr = (¥, —c), bzw. 2 = (¥, ct) und v’ = da'/dr = (¥, c) mit Eigenzeit-
Differenzial dr = d#’/v und v = (1 — v2/¢®)""/* — wobei hier schon die

kovarianten A; = (A, —A,) (52)
und
kontravarianten A° = (A, A,) (53)

Darstellungen angegeben sind. Mit beiden werden Betrige A% = A;A* (Einstein-Summen)
und Skalarprodukte gebildet AW . B® = A, BJ oder Tensoren verjiingt T%% =T%.

Mittels der Metrik g,s kann man kovariante und kontravariante Darstellungen von
Tensoren, Vektoren ineinander iiberfithren: A; = ;o A%; baw. A¥ = ¢k A; und Tensoren
z.B. Tij = gyTY. Bei Hebungen bzw. Senkungen von Indizes ist zu beachten, dass ein Vor-
zeichenwechsel beim zeitlichen Index (4) stattfindet (bei anderen alternativen Darstellun-
gen/Konventionen betrifft das die riumlichen Komponenten, Indizes 1, 2, 3). Daraus folgt
sofort, dass die Verjiingung (Spur) des (orthogonalen) metrischen Tensors gos = ¢ = 4
ist.

Zuriick zur Gravitationstheorie: Die Masseverteilungen werden die Kriimmungen des
Raumes und auch die Bewegungen der Massenpunkte determinieren. In der Nichtrelati-
vistischen Theorie halten wir an der Unverdnderbarkeit der Raum-Zeit fest — und ein-
gezwangt in dieses ,, Korsett* bemiithen wir die Poisson-Gleichung fiir das Gravitations-
potenzial ®(7), welches ebenfalls durch die Massenverteilung bestimmt ist, und dessen
Gradienten —V® dann in die Bewegungsgleichungen eingehen. Die Allgemeine Relati-
uitdtstheorie reduziert dieses Problem der Bewegung im Gravitationsfeldern auf eine reine
geometrische Aufgabe. Dazu am Ende des Kapitels mehr.

Hier wollen wir zunédchst nochmal auf die Lagrange-Gleichung II. in der Metrik-
Formulierung (zunéchst im Ortsraum) kommen — mit dem Ergebnis, dass wir sehen wer-
den: Massenpunkte bewegen sich auf Geoddten — kiirzesten Strecken in der Raum-Zeit
bei gegebener Metrik (i.d. 4D Raumzeit). Mit der Definition des infinitesimalen Abstands-
quadrats konnen wir sofort einen Zusammenhang zur Dynamik und Mechanik herstellen:

ds)’ dx® dx” .

und so die Lagrange-Fkt. fiir zunéichst ein freies Teilchen aufschreiben:

L = 3 gupii’ (55)

les gibt Darstellungen, mit Vorzeichenwechsel in den rdumlichen Komponenten
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womit wir in die Lagrange-Gl. II gehen. Wir verabreden folgende Schreibweise fiir die
partielle Ableitung? einer Funktion

oF
ox?

womit wir unter Beachtung der Einsteinsummen und Produktregel erhalten:

:Fn/

oL o OL 7 m 0B
- m vl 3 - o Ty w LT
oz S Ox” g Jab

(56)

Summe+ Produktregel

Das frisch eingesetzt in Lagrange I und auch Kettenregel beachtet (ACHTUNG: Abhéngig-
keit: gag(2#)) erhélt man

1
Jow ¢ + Jav,B 'Z.'aiﬁ - 59&671/ i'ajjﬁ =0 .

Kettenregel beachten, Abhéngigkeiten bei den Ableitungen etc. Nun nutzen wir die Iden-
titdt aus (!Einstein Summen!):

B B

co s co s
Gav, g T T = JBuyal T

so dass man schreiben darf

o 1 o o
Gav,s xaxﬁ = 5 {gawﬂ xalﬁ + 98vsa J;axﬂ}

und man erhélt schliellich die Bewegungsgleichung eines Massepunktes — hier noch im
Ortsraum,

it 4+ Thyiti? =0 (57)
mit den Christoffel-Symbolen
1 v
Fgﬂ = §gﬂ (galuﬁ +gﬁuua _gaﬁw) . (58>

Zu gleichen Schlussfolgerungen gelangt man in der 4D-Raum-Zeit, wenn man fordert, dass
sich Massepunkte auf Geoddten in der 4D-Raum-Zeit bewegen miissen

b
S = /ds = Minimum (59)

wobei man unter Beachtung von Gl. (50) und Multiplikation mit der (quasi-klassischen)

Konstanten mc erhalt
2
mcds={—mc2~\/1—lc}2}dt (60)

womit man den Ausdruck in der geschweiften Klammer als Lagrange-Funktion L identi-
fiziert (im Fall |v/c| < 1 ergibt die 1. Ordnung der Taylor-Entwicklung den bekannten
Newton’schen Ausdruck - abgesehen von der Ruheenergie mc?).

2 Auf weitere Rechenregeln wie partielle- und kovariante Ableitungen verweisen wir auf tiefer gehende
Literatur
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Die Variationsaufgabe auf eine der Gl. (57) dquivalente Form fiihrt

d?ar p o dx® dx”?
o Tlegray =0 (61
wobei A ein freier Kurvenparameter ist, der fiir freie Teilchen proportional der Zeit 7 aber
auch der Wegstrecke s ist (oft findet man statt dA auch d7 oder ds). Mit den Gln. (57) &
(61) haben wir Geodéten als Bahnkurven gefunden, die auch noch bei Anwesenheit von
Massen/Gravitation die Trajektorien darstellen - da die Massen (Energie) Verteilung o(7)
die Quellen fiir Modifikationen (Kriimmungen) der Metrik g,s darstellen.

Einen ersten Vorgeschmack auf den Einfluss der Gravitation kann man anhand der
Gleichungen (60)-(61) aufzeigen. Dazu erweitern wir die gendherte Lagrange-Funktion
(Taylor-Entwicklung der geschweiften Klammer in Gl. (60)) wie folgt:

~ 1v? @
Lz—mc[—c%—?U—]

s (62)

um das Newton’sche Potenzial, so das wir fiir die infinitesimale Viererwegstrecke auch
schreiben konnen

C

oo (er 2% -

Quadrieren wir diesen Ausdruck, gewinnen wir

2
ds® = {—02 + (i:) - 20+ 0(02)} dt?

20
— 4 - {1+2] Adf? | (64)
c
wobei wir Terme der Ordnung O(c"), Vn > 2 vernachléssigt haben. Somit kénnen wir

festhalten, dass wir in der linearen Naherung — d.h. geringe Gravitation und daraus fol-
gende geringe Abweichungen von der flachen Metrik 7,3 — schreiben konnen:

gu=—{1+ 2(;1)} . (65)

Als néchstes werden wir die wichtigsten Annahmen, die zur Entwicklung der Einstein-
Gleichung der Allgemeinen Relativititstheorie/Gravitationstheorie fithrten, skizzieren:

1. Allgemeines Relativitdtsprinzip: = alle Bezugsysteme (nicht nur geradlinig gleichformig

bewegte wie bei der Speziellen RT) sind physikalisch gleichberechtigt — man kann
es auch kurz umreiflen mit der Kurzformel: Schwere Masse = Trdge Masse.

2. Die Quellen der gravitativen Wirkungen ist die Verteidung der Masse/Energie =
charakterisiert durch den FEnergie-Impuls Tensor T'(o)

3. Die Quellen bewirken eine Kriimmung der Raum-Zeit, d.h. Modifikation der Me-
trik gos. Das allgemeine Relativititsprinzip (sieche Punkt 1.) gebietet, dass die Glei-
chungen der Allgemeneinen Relativititstheorie Tensorgleichungen (2.ter Stufe in der
Raum-Zeit) sein miissen. Wie alle Feldgleichungen in der Physik sollten es partielle
Differentialgleichungen bis maximals Ableitungen 2. Ordnung sein.
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4. Bei geniigend schwachen Gravitationsfeldern (dazu zdhlen die von Planeten, ,nor-
malen“ Sternen)? sollen die allgemeinen Feldgleichungen in die Newton’sche Poisson-
Gleichung iibergehen:

0*d S
972 4myo(7)

Mit diesen physikalischen Requisiten kénnen wir nun die Einstein’schen Gleichungen
formulieren

1
Rag — §Rga5 = CETag (66)

a

tap (Spurbildung) des Kriimmungstensors

wobei der Ricci-Tensor durch Verjiingung R
s = Lagy — Uans T Donlas — Dol on (67)

entsteht — die Christoffelsymbole ', sind mit Gl. (58) definiert.

Der Tensor R,p charakterisiert die Kriimmung der Raum-Zeit, ist nichtlinear in der
Metrik g;; und enthélt deren 2. Ableitungen, wie oben gefordert. Seitens der Differen-
zialgeometrie wire noch viel mehr iiber dessen Eigenschaften zu sagen — vor allem die
Gleichungen fiir konkrete Probleme formulieren bzw. l6sen mochte. Fiir unsere knappe
Skizze der Physik der Allgemeinen Relativitditstheorie soll das Obige zunéchst geniigen.

Newton’scher Grenzfall

Hier ist das Ziel, die 1. Naherung der Metrik g¢,3 als Abweichung vom flachen Raum
1 : af, verursacht durch ein schwaches Gravitationsfeld, iiber den Ansatz

zu formulieren. Bei Abwesenheit von e.-m. Feldern und gegebener Masseverteilung o(7)
und bei nicht-relativistischen Geschwindigkeiten |v/c| < 1 enthélt der Energie-Impuls
Tensor — in den sonst neben der Energie-Massen-Dichte auch noch die Fliisse von Energie
(z. B. Poynting-Vektor $) u. Impuls (Spannungstensoren &) eingehen — in dem Fall nur

Ty = C2Q(f")

(die restlichen FluBkomponenten sind von der Ordnung v/c und damit vernachléssigbar).
Unter Beachtung dieser Annahmen bilden wir die Spur der Gl. (66) — zur Vereinfachung
der Feldgleichungen — und erhalten zunéchst fiir den Kriimmungsskalar

—R = CETZ = OET = CECZQ(F) (69)

und den ersetzt in Gl. (66) gibt

1

3 Allgemein-relativistische Effekte kommen nur bei kompakten Objekten — schwarze Locher, Neutro-
nensternen, weifle Zwerge — zum tragen.
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Nun ist fiir unsere linearisierte Version der Einstein-Gleichungen in Newton-Nédherung
von den 10 Gleichungen nur eine von Interesse (! Ubung: 1y =? und 7% = 7))

R44 = OE <T44 — ;7744T> = CQ’EC2 Q(F) . (71)
Um die Komponente des Ricci-Tensors zu bestimmen, greifen wir auf die Definition des
Kriimmungstensors (67) zuriick, vernachlissigen quadratische Terme in den Christoffel-
Symbolen — und verjiingen das erhaltene. Zudem ist zu beachten, dass Ableitungen nach
x4 den Faktor ¢! liefern und somit vernachlissighar werden, womit man folgende Ver-
einfachungskette gewinnt:

1
(;b,B = F?w,b - F?yb,ﬁ = 5 n* {5sﬁ,ab + 5ab,sﬁ - 5(1/3,1)5 - 5bs,a5}

1

nas [654,40, + 64a,s4 - 544,as - 5(13,44] = _777(18644,(13 .

1
Ry = R,y = 5 5

2
Da wir die Zeitableitungen (Index 4) in den Termen auf der rechten Seite vernachléssi-
gen konnen — sprich die Indizes @ und s nur iiber rdumliche zu erstrecken sind, folgt
unmittelbar
1 C

R44 == —§A544 == 7E02 Q(’F) . (72)
Und es kommt noch besser, wenn man Gl. (65) und die Linearisierung (68) zu Grunde
legt, wird man direkt auf die Poisson-Gleichung (88) gefiihrt, d.h. es gilt:

02

O = ——0y . 73
o (73)
Eine direkte Bestétigung unsere Vermutung (65) bringt die Analyse der Geodétenglei-
chung (61) (prima Ubung) — d.h. o.g. Ndherungen angewandt auf die Geodétengleichung
— die

F= —Vo (74)

Newtonschen Bewegungsgleichung.

2.2.2 Beschleunigte Bezugssysteme/Rotation

Die gleichen Bewegungsgleichungen kann man in relativ eleganter Art und Weise in einem
mitrotierendem Bezugssystem aufschreiben.

Zunéachst kann eine Rotation um die z-Achse, bei der wir den Abstand zur Rotations-
achse als konstant, p = konstant, ansehen formal mit der zeitlichen Ableitung beschrieben
werden (n = ¢):

or
ot

(cos ey + sin pe,)

Pat
= p ¢(—sin e, + cos pé,)

Rotation

= pne,
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aber kann alternativ auch als Vektorprodukt formuliert werden:

—

€ €, €
nxr = |0 0 n
p 0 0
= €ypn .
Der Vergleich liefert unmittelbar fl—f = 7l X 7 = npe, — laBt man nun auch noch die

Anderung des Betrage dieses Vektors zu, ist zu schreiben.

X T, (75)

St

dr :
ar ﬂ‘FB +
wobei der Index (F'B) fiir Fithrungsbewegung steht.

Allgemein gilt fiir einen beliebigen Vektor im beschleunigten System, welches mit der
Winkelgeschwindigkeit 7 rotiert, beziiglich des Fithrungsbezugssystems:

+nx A
FB

A=A

&=

Daraus ergibt sich fiir die Beschleunigung;:

dr
dt

e
a2\ dt
P

Coriolisbeschleunigung: 27 x 7
Zentripetalbeschleunigung: i x (7 x 7)
Winkelbeschleunigung: 7 x 7

Speziell erhélt man fir 7_L7 und 7 = const.:

&r

dt?

mr_; = ZFa+ZFij+FI
a J

= 7420 x 7 —in?

F = —2fx7+n?
Fiir ein Teilchen im Keplerfeld und 7 = 0 ergibt sich:

2= _’__ﬂ—»
= —nr = ZF— r3r

Ein fest im rotierenden Bezugssystem sitzender Massepunkt erfihrt eine
Zentripetalkraft. Fiir die Keplerbewegung folgt dann: n? = L, wobei p = yMyz mit
My als Masse des Zentralkorpers bezeichnet und v die Gravitationskonstante ist.
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2.3 Koordinatentransformationen

In diesem Abschnitt werden wir zur Abkiirzung die Matrix schreibweise bevorzugen.
Gegeben seien zwei Koordinatensysteme, charakterisiert durch ihre Einheitsvekoren

€1,...,€3 und €Y', ..., €;. Beide Basen seien iiber die Transformation
ey €1 Ury - Ulm el
=/ ~ — —
€y =U| é& | = 2 (76)
=/ — —
€3 €3 Upl **  Unm €3

mit der unitdren (orthogonalen) Transformationsmatrix
~ ~_1 T ~_1 N A ~
U=u'l s utu =1; detd =1

Vektoren, z.B. A, stellen wir nun als Matrizen dar A — AT = (A AQ, As) beziiglich der
Basis & dar — und analog schreiben wir fiir A’ — (47)" = (4/, A/, AJ). In
Einsteinscher Schreibweise haben wir

—

~

€
A= Ale = AN U — AT | & | = 4,6 = 4,
€3

DL oL o

womit man durch Koeffizientenvergleich sofort folgern kann:

A=U"A" =U' A, (77)
bzw.

A= @) A=ua (78)

Fazit: Basen transformieren sich kovariant, die Koordinaten eines Vektors hingegen
kontravariant beziiglich ihrer Basen.

Wieder sollen die Polarkoordinaten als Beispiel dienen, die durch die simple Drehung
um die z-Achse und den Winkel ¢ darstellbar ist

R cosp sinp 0
U = | —singp cosp 0 : (79)
0 0 1

womit man leicht nachpriift, dass gilt

Eine wichtige Anwendung dieser Matrizen sind Keplerorbits im Raum. Wie wir im
iibernédchsten Kapitel zeigen werden, kann man z.B. Kepler-Ellipsen im Raum durch 3
Drehungen charakterisieren (siehe auch Abb. 4.1.3): Geht man von einer
Koordinatenbasis (€, €, €,) aus, bei der die x-Achse mit der Apsidenlinie identisch ist,
die y-Achse senkrecht zur x-Achse - aber in der Orbitalebene gelegen — wohingegen €,
senkrecht auf den beiden und auf der Orbitebene steht. Der Orbit, gemessen in einem
raumfesten allgemeinen Bezugssystem (€, €y, €7), kann dann durch 3 Drehungen
charakterisiert werden:
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1. Drehung Z;{w um €, und den Winkel —w
2. Drehung U, um entstandene X’-Achse um den Winkel —2

3. dann Drehung Uq um Z-Achse und den Winkel

X o T
Y = QZ/{Z uw ) )
A z

wobei die Rotationsoperatoren lauten:

Man erhilt (Ubung)

R cosw —sinw 0
U, = sintg cosw O
0 0 1

R 1 0 0
U, = 0 cost —sine

0 sint cos?

) cosf) —sinQ) 0
Uqg = sinQ? cos€2 0

0 0 1
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3 Das Gravitationspotenzial

Heuristischer Zugang:

Wenn man von dem Gravitationspotenzial einer Punktmasse m
m
o(r) = =7 = (55)

ausgeht, welches vom Abstand zur Punktmasse r bestimmt wird — und diesen
Zusammenhang auf eine kontinuierliche Massenverteilung tibertragt, erhélt man

dm/(r") dVo(r")
d® = -y —%5 = -y —0—= 86
e A T 0
wobei |7 — 7] den Abstand des Volumenelements dV' vom Aufpunkt misst. Integration
der Beziehung (86) ergibt dann letztlich das Green-Integral
-
o(F) = — /d“g(r) 87
® = = [ar (87)

welches die Losung der Poissongleichung
V[V = A®(F) = 4y o(r) (88)
darstellt. Man kann diese wichtige Gleichung auch analog zu elektrodynamischen

Potenzial ableiten, wie wir kurz demonstrieren wollen.

Die Quellen der Gravitation sind Masseverteilungen im Raum ganz in Analogie zur
Elektrodynamik, wo die Quellen des elektrischen Feldes bzw. der elektrischen Kraft, die
Ladungen sind:

V-F = Cyo() , (89)

mit der Gravitationskonstante v und noch einer unbestimmten Konstante C'. Um
letztere fest zu machen, bedienen wir uns wieder der Heuristik im einfachsten — dem
sphérisch symmetrischen — Fall und damit intergrieren (! Kugelkoordinaten) wir Gl. (89)
und gewinnen

/ $BrV - F(r) = 74 dA, - F(r)
B OB
= 477 F(r) = Oy M (90)
und die Kraft muss natiirlich schliefSlich
F(r) = ——— (91)
ergeben. Koeffizientenvergleich liefert sofort die gefragte Konstante

C =4n . (92)

Die Gravitationskraft ist natiirlich konservativ (wie in einer Ubung gezeigt werden
darf):

fﬁ-dE’ = // (Vxﬁ) dA = 0 (Satz von Stokes).
B
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Die Wegunabhingigkeit bedingt, dass der Integrand im Flédchenintegral verschwinden
muss:

VxF = 0
— F = Vo

womit wir dann die Poisson-Gleichung wieder gewonnen haben

O(r) = 47y o) (93)

deren Losungen bei gegebenen Randbedingungen das Gravitationspotenzial eindeutig
definiert. Man erinnere sich einer analogen Gleichung fiir das elektrische Potenzial
Ap = —pr/eo, wobei hier gy, die Ladungsdichte ist.

Die allgemeine Losung der Poisson-Gleichung ist durch die Greenfunktion gegeben.

o) i
O (r) = —v F(—f)"\dv
o (M) (F=7") 3
— Vo = 7/ T 37 (94)

Die Divergenz der Gl. (94) muss wieder die Poissongleichung (88) — die Probe zeigt die
Richtigkeit der Losung:

Bei der weiteren Betrachtung des Integrals werden
zwei Annahmen gemacht. Einerseits wird die Massendichte
des Raumes als homogen angenommen (o(7) = const.)
und andererseits das Integral beziiglich eines kleinen
Volumenelementes betrachtet — beides ist ohne Einscharinkung
des allgemeinen Falls moglich, wie wir gleich sehen werden.

Damit ergibt sich mit § = # — 7 und unter Benutzung des Abbildung 1:
Gauf’schen Satzes:
(r—1") g (F—1)
A = / dV’— = / I T gy
or | 00 | G5 P

3 P
= 7o(7) f dA
0K

=i
¥
= 0 > Zm 56+ 6 dpdd =0 F)]{ sin W o)

= AP = dmyp ()

Man beachte, dass fiir ‘cﬂ > 0 gilt
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womit klar wird, dass Beitrdge zum Integral nur aus der unmittelbaren Néhe, m — 0,

stammen konnen, so dass man setzen kann o(7) = o(7") und die Dichte aus dem Integral
gezogen und bei § — 0 sphérische Symmetrie angenommen werden kann.

3.1 Skizze der Greenschen Lésung
Greensche Methode: gegeben sei eine inhomogene partielle Differentialgleichung
Ot e = A(P) (95)
es existiere eine Funktion fiir die gilt:
OGA) = 0(F — ) (96)

dann kann eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung (96) wie folgt dargestellt
werden

W7 L) = / BFCFAT) A7) (97)

Genau in diesem Sinne ist das Integral (94) als Losung der Poissongleichung (88) zu
verstehen.

Es sei noch eine einfache, eindimensionale plausible Darstellung nachgereicht: gegeben
sei die partielle Differentialgleichung,

Dy(z) = f(z) (98)
die wir mit dem Ansatz
y(z) = / de' Gz, ') f(a') (99)

zu erschlagen gedenken. Setzen wir diese Losung wiederum in die obige Dgl. ein,
erhalten wir just

Dy(x) = [d'DGla,2) f(') = f(x) (100)
womit unmittelbar klar wird, dass gelten muss
DG(x,2') = §(x—a') . (101)

Es muss also die Greensche Funktion als Losung der Differenzialgleichung mit der
Delta-Inhomogeneitit gefunden werden, was man meist stiickweise angeht, d.h. ¥ # 7
also die homogene und dann miissen Stetigkeiten bzw. Konvergenzen fiir betreffenden
Punkt weiterhelfen (z.B. durch Integration).
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3.1.1 Berechnung der Greenschen Funktion

Betrachte inhomogene pDgl. () sei kein Eigenwert) die gewissen (homogenen - nicht
zeitverinderlichen RB’s geniige) — D sei hermitesch

A

Dy(r) — Ay(r) = f(7) (102)

(Beispiele = siehe Vorlesung).

1. Entwicklung nach EF’s:

y(i) = > caln) & f(7) = D (nlf)|n) (103)

nach Einsetzen und beachten des EWP’s D|n) = A,|n) erhalten wir aus Gl (102)
durch Vergleich

o = S (104)
y(7) = / EFGFEA ) G Z n f . 7;( ) (105)
B
wobei die Greensche Funktion der Differenzialgleichung
DG(7,7) — AG(F,7) = 6(F — ) (106)

genligen muss.

2. Spektrale Methode:
Man wende auf die Gleichung (106) eine Fouriertransformation an und erhalt

{DOk, —k*..) = A} G(k) = 1 (107)

wobei wir die Translationsinvarianz der Gleichung bzgl. der puren Abhéngigkeit der Dgl.
von Z = — 7" beachtet haben. Damit gewinnt man die Fourierkomponente der
Greenschen Funktion G(k) aus einer simplen algebraischen Umstellung, deren
Riicktransformation unter Riickersetzung von Z durch 7 — 7" die Greensche Funktion
liefert

GF7) = y(F—7) = / BEGR)e T (108)




3.1.2 Berechnung von Gravitationsfeldern von Masseverteilungen

Fiir den Innenraum sind nun A® = 47yp () und fiir den Auflenraum AP =0 zu losen.
Die Himmelsmechanik befasst sich mit der Dynamik von Himmelskérpern — wie der
Name schon vermuten lésst. Diese besitzen ndherungsweise Kugelformen und
Kugelkoordinaten scheinen geeignet zur Beschreibung. Die Abweichungen davon lassen
sich durch die Multipolentwicklung erfassen. Somit fiihrt die Berechnung zunéchst zu
den Legendrepolynomen. Die Erzeugenden dieser sind mit der Aulenraumentwicklung
|| > 7" und z =" /r < 1:

—1/2 1 ( 1/2

7 —f = (r2 + "% — 2y cos19) 14 2% — 2215)

= 1(Po(t)+Pl(:(;)Hj_%(x)z +oe)

— ¢ = /ny< )d?’F’

Das Integral kann nun mit Verwendung von Kugelkoordinaten in den Grenzen fiir den
Himmelskorper ausgewertet werden. Mit R, als Aquatorialradius eines abgeplatteten
Planeten oder Sterns folgt dan mit der Definition des Greenschen Integrals (94) das
Potenzial:

o(r) = _aM (1 - ZJ%( P>2nP2n(COSI9)> (109)

Im Folgenden sei eine homogene Dichte o(7) = gy angenommen. Die der
p-Unabhéngigkeit reflektiert die Axialsymmetrie des Potentials eines
Rotationsellipsoiden, wie es abgeplattete Himmelskorper hauptséchlich darstellen. Die
einzelnen Momente der Entwicklung mit p = yvM lauten:

_%(

0. Moment:¢p = Punktmasse)

2

1. Moment:¢p = HJQ (Rp> P;5(cos ) (Quadrupolmoment)
r r

' 2
— grav. Potential: & = A (1 — Js () Py(cosv) + )

Hier nun ein paar Zahlenbeispiele fiir die Momente:
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4 Das Zwei-Korper-Problem

4.1 Ungestortes ZKP

Das Zwei-Korper-Problem (ZKP) beschreibt die Bewegung zweier, umeinander
kreisender Korper, die sich gravitativ anziehen — ausgedriickt in Bewegungsgleichungen
(fiir e = 1,2):

m;m; =

mi; = —y———5 (i—75) =F; . (110)
|75 — 73]

Das ZKP kann auf das Kepler-Problem zuriickgefiithrt werden. Dabei wird die Bewegung
der Korper in eine Drehbewegung der relativen Abstédnde beider Koérper um den
gemeinsamen Schwerpunkt und die Schwerpunktbewegung zerlegt — wobei letztere
geradlinig gleichférmig ist. Bei der eigentlichen Drehbewegung gelten der Energie- und
der Drehimpulserhaltungssatz.

Zunéchst definieren wir die Relativkoordinaten 7= 77 — 75, den Schwerpunkt

Ty = ”Lzm‘ , (111)

i

den konstanten Faktor p =~y (m; + my), das Effektivpotenzial sowie den Drehimpuls:

L2
Cesr(r) = 55 +0() (112)
L = 7Px¥ . (113)

Die Bewegungsgleichungen lauten im Einzelnen:

- 71— 75
mr = _7m1m2_}7_,23 (114)
71— 73]
- T3 — 71
MaTy = —Ymimy _,2 413 (115)
|71 — 73]
Multipliziert man die obigen Gleichungen mit msy bzw.m;:
- T
mimer, = —Wmlmgﬁ (116)
- T
mimery = vmfmgﬁ (117)
und subtrahiert (114)-(115) beide voneinander, erhélt man
- T T -
o= —7(m1+mg)ﬁ =hg = F . (118)

O.E.d.A. kann eine Bewegung in der Ebene z = 0 angenommen werden, so dass mit
Polarkoordinaten 7= r €, = r(cos pi + sin ¢ j) die Bewegung geschrieben werden kann:

P — o+ 7% = 0  (r-Komponente)
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Die Drehimpulserhaltung folgt aus der Tatsache, dass die Gravitation F T eine
Zentralkraft ist, d.h. es gilt 7" x 7= 0, (da ja gilt: 7 x 7 = 0), ergibt sich zwangslaufig:

d d

&(FX F) = 2rige, = &(TQ@) =0 (Drehimpulserhaltung) (119)
so dass mit Betrag des Drehimpulses
‘[_j‘ = ‘F X 77‘ = 1%y = const. (120)
fiir die r-Komponente der Bewegungsgleichung geschrieben werden kann:
. L? 1
I
a@ef‘f
= —— 121
or (121)

Hierbei ist das Effektivpotenzial mit Gl. (112) gegeben und das Gravitationspotenzial
lautet

o(r) = -1 (122)

4.1.1 Losung ZKP

Mit der Drehimpulserhaltung (119) und % — gb(% ergibt sich

()L (L)
T o\ r2de 2

o L <—2LT,2+LT”)

r2 73 72

2r'2 7\ 2
= _ () 123
r " +r—pu 7 (123)

wobei 7’ die partielle Ableitung nach ¢, dem Azimutalwinkel, bedeutet.
Anschlieflend substituieren wir r = 1/x, womit man erkennt, dass letztlich die Gleichung
eines harmonischen Oszillators (124) zu lésen bleibt.

X

T, = _ﬁ

y x/2 .,L,N

M=25
—a - L =0 (124)

L2

Nach einer weiteren simplen Translations-Trafo y = x — pu/L? kann diese
Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten (124) mit = A cos (¢ — @) und @
als Lange des Perizentrums gelost werden, wobei sich dann die Kegelschnitte des
Keplerproblems ergeben.

1
x = *:ACOSQO_‘_ﬁ
r

12

L*/u
e = t = —
" 1+ AL?/u cosfml f=¢-=
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Man definiert fiir diese Polardarstellung der Kegelschnitte nun den Begriff der
Exzentritit e = AL?*/p und gewinnt

Ae P
- = 12
" 1+ e cosf 1+ e cosf (125)
mit dem semsi-latus rectum
L2
ple) = — 126
(e) . (126)

dessen Abhingigkeit von der Exzentrizitit e vom Bahntyp abhingt: p = a(1 — €?) fiir
die Ellipse (e < 1), p = a(e* — 1) fiir die Hyperbel (e > 1) — und fiir die Parabel
schlieflich p = g(1 + ) = 2¢ (¢ Abstand Perizentrum vom Fokus, e — 1, siehe unten).

Bahnenergie

Die Darstellung der Bahnenergie nach Lagrange erhélt man am einfachsten mittles des
kleinsten Bahnradius r,,;,, der Lage des Perizentrums PZ, an dem » = 0 gilt:

7= 7€ +TpE,
L2 COS 2
. /1 :f?lrmm:L/“
1+ ecosf 1+e
52 L2 L2
oo (L om\|
2 2r2 r PZ 27”%1”1 T'min
L2 (1+e)  p2(l+e)  p*(1+e) (e —1)
— — e —
214 L? 212
-~ (2 1) (127)
212

e < 1: Ellipse = E <0 (e = 0: Kreis)
e > 1: Hyperbel —= E >0
e = 1: Parabel = F =0

Bahndrehimpuls

Die néchsten Betrachtungen beziehen sich zunéchst auf eine Ellipsenbahn — allgemeinere
Beziehungen werde unten angegeben. Bei der Ellipse kann der Kepleresche Flichensatz
wie folgt ausgedriickt werden

d
L = 2%
TS
2
LT = /dg0r2(<p) — 24 (128)



Abbildung 2: charakteristisches Dreieck der Ellipse

mit der Flache der Ellipse
A = mab und b = @ (1 - 62>

wobei a und b die Halbachsen der Ellipse sind. .

Nach der Impulserhaltung/Flachensatz L = 7 x 7 ergibt

sich aus der Fliche des Parallelogramms L = |7 x 7] = 24 = r2p

und mit der mittleren Bewegung (Winkelgeschwindigkeit, )

oft auch mit € bezeichnet) n = 27 /T damit fiir die Ellipse : Abbildung 3:

T
24=2mab = [ LAT = TL — n(a) = - = ———s
0

und letztlich fiir den Bahndrehimpuls

= |L = na*V1—e2 = \Jua(l—e2) . (129)

mit der mittleren Bahnbewegung

n(a) = % (130)
a
und dem Radius
B a(l — €%
1 + ecosf

Fiir die Hyperbel gewinnen wir mit e > 1

= |L = na*vVe2—1 = \Jua(e? — 1) . (131)
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Zeitabhiangigkeiten — Keplergleichung

Zunéchst wollen wir allgemeine Beziehungen fiir die Zeitabhéngigkeiten aus dem
Fléchensatz (Drehimpulserhaltung) ableiten um danach geometrische Begriindungen fiir
die entstandenen Beziehung nachzureichen.

Wie im Falle des Drehimpulses integrieren wir Gl. (128), allerdings lassen wir Zeit und
korrespondierenden Winkel frei (oben habe wir iiber die Bahnperiode 7" der Ellipse
integriert) und erhalten

3 (1)
t—ty = oz / df (14e cosf)? . (132)
0
Zunéchst vereinfachen wir das Integral, indem wir durch die Transformation
1—72 2
T = tan]; mit  cos f = ﬁ; und df = de (133)
den Integranden in eine gebrochen rationale Funktion
7(t)
213 1472
t—ty = — tT (134)

dr 5
p oy [(1+e)+ (1 —e)7?]

umschreiben.

Diese Integral auf der rechten Seite muss jetzt fiir alle drei Bahntypen separat gelost
werden. Am Einfachsten 148t sich das fiir die Parabel durchfithren, wofiir sogar eine
geschlossene Losung angegeben werden kann, was fiir die anderen beiden Félle nicht
gelingt.

(A) Parabel:
Fiir den Fall, e = 1, kénnen wir Gl. (134) direkt integrieren

LS

202

3 M 3
t —ty = QLQ / dr (1+72> = [T(t)—i—T(t) 1 . (135)

Mit der Einfithrung der parabolischen mittleren Anomalie

1
gewinnt man die Barkers-Gleichung

™ 4+ 3r —6A =0, (137)

die man mit den Cardanschen Formeln wie folgt 16st

r(t) = UBA+VIFOA? + V/3A — V11 OA2 (138)

p(t) = 2arctanT(t) |, (139)

so dass man jetzt explizit die Bahnkurve 7(t) = r(¢(f)) €. bestimmen kann.
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Die Parameterform der Parabel folgt mit p = 2¢ und e =1 zu

2q q
_ — 140

wobei man zu p = a(1 — e)(1 + ¢), dem Semilatus Rectum der Parabel, noch ein paar
Worte fallen lassen sollte. Dazu gehen wir von der Ellipse aus und wagen dann den
Grenziibergang e — 1. Aus der Energie F = —pu/2a — 0 folgt sofort, dass fiir die
Halbachse gilt a — oo, andererseits verschwindet der Faktor (1 — e) — 0. Das Produkt
q = a(l —e) besitzt jedoch einen endlichen Grenzwert, die parabolische
Perizentrumsdistanz q.
Die Normalform der Parabel erhalten wir in einem Koordinatensystem, dessen Ursprung
2q = p vom Brennpunkt entfernt ist. Dort gilt dann x =p —rcosf und y =rsinf ,
wir eliminieren cos f = (p — ) /r und setzen das in Gl. (140) ein und erhalten:

PO L — (141)

p+r—=x

einen Ausdruck fiir die Ortsdefinition der Parabel — der senkrechte Abstand x eines
Parabelpunktes von der Leitlinie (y - Achse) ist gleich dem Abstand vom Fokus r! Mit

dem Ausdruck r =,/(p —x)?+y?> = z gewinnt man sofort die Parabelgleichung in
Normalform

Y = dq(z—q) . (142)

Fiir Ellipse und Hyperbel funktioniert das nicht so einfach - die Falle werden wir jetzt
behandeln.

(B) Ellipse:
In diesem Fall gilt e < 1 und wir erhalten mit der Transformation

I+e Up

= = 143
T 1—¢" an(a) 8 (143)
das Integral
2 2 " e+ (1+e)w?
Tl —t) = — / dk T . (144)
(1—e2)” 3} (1+#?)

E - 2
R = tal’lg = dE = mdﬂ (145)
mit der man (feine Ubung) dann gewinnt
2 2 £ 2
B —ty) = ——— / dE (1—ecosE) = ——— (E—esinE) . (146)
L3 /(1 . 62)3 J ( ) (1 _ @2)3 ( )

Simple Umformungen fiihren auf die berithmte Kepler-Gleichung:
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M = n(a)(t—ty) = (E— esinE) . (147)

Die dazugehorige Parameterdarstellung des Abstands vom Zentralkorper lautet

r(E) = a (1 —ecosE) (148)

wie unten geometrisch begriindet wird (Ubung: r(E) aus differenziellen Flichensatz
berechnen,).

(C) Hyperbel:
Fiir Hyperbeln gilt: e > 1. Zur Losung des Integrals in Gl. (134) wéhlen wir folgende

Transformation:

e+1 e+1
T(t) = e_lr@'(t) und dr = T

dk (149)

womit man fiir das zu losende Integral erhalt

K(t)

w2 B 2 (1+e)+ (e — 1)r?
5t —t) = NE 0/ de . (150)

Weitere Substitution — Einfithrung der hyperbolischen exzentrischen Anomalie U — ergibt

tanhlzj =K (151)
fithrt letztlich zur
M = n(a)(t—ty) = esinhU —U (152)
Kepler-Gleichung fiir Hyperbeln.
(D) Geometrische Interpretationen:

Bei einer Ellipse gelten allgemein die Beziehungen:

a> = b +ad%e® = b= aVl-—e (153)
R ‘
) + 2 = 1 Ellipse (154)
2 +y? = a*  Kreis (155)
b y
by 156
- - 4 (156)

Nach Abbildung 4 ergeben sich als einfache Winkelbeziehungen:
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Abbildung 4: Variablen zur Beschreibung der Bahn relativ zum Zentrum der Ellipse und
nicht der wahren Bewegung um einen Brennpunkt derselben

r*(E)
(DF) =rcos f
(DP) =rsin f

und wir erhalten

(DF)* + (DP)?
—rcos(mr — f) = (CD) — (CF) =a (COSE - e) (157)

b o ~
a

r (E) = a (1 — ecos E) : (159)

Die zeitliche Darstellung der Ellipsenbahn erhélt man durch ein paar Umformungen und

dem Drehimpuls

2

d
L=r%=r222 & dt = %dgp . (160)

Man bilde

und differenziere

dtan f =

de V1—€2(1—ecosE) i

dt

(158) V1—esinE

tan f = =

(157) (cos E —e)

(161)

cos? f

(cos E — €)?
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Mit Gl. (157) erhélt man nach Umstellen

V1—€2(1 —ecosE) i
(cos E — e)?

dp = cos®f

2

(157) &—2 V1—e2(1—ecosE)dE (162)
r

Schliellich gewinnt man mit Gl. (160)
pa(l—e2)dt = a*vV1—e2(1—ecosE)dE
n(a)dt = (1—-ecosE)dE (163)

Integriert man diese Gleichung, so reproduziert man die zeitabhéngige Darstellung der
Ellipse (147):

n(a)(t—ty) = E — esinE

r = a(l —ecosE)

Bei der Betrachtung der Hyperbel liegen andere geometrische Voraussetzungen
zugrunde, die in der folgenden Abbildung illustriert werden und auf die sich alle
weiteren Beziehungen beziehen. Zuniichst wird ein Parameter H in geometrischer
Analogie zur exzentrischen Anomalie der Ellipse fiir die Hyperbel eingefiihrt, der sich
jedoch von der Bedeutung bei der Ellipse unterscheidet — wie wir sofort sehen werden.

Abbildung 5: Geometrische Beziehungen bei der Beschreibung der Hyperbelbahn einen
Parameter H

xr = rcosf
jecosH — -
a = {cos = -
Y Y cos H
— ae = x+f§=rcosf + asecH

Daraus ergibt sich folgender Zusammenhang zwischen dem beschreibenden Winkel f der
Hyperbelbahn und dem Parameter der Hyperbel H:

—sec H - 1
cosf = w wobei gilt sec H =

_ 164
T cos H ( )
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Durch Einsetzen in die Gleichung des allgemeinen Kegelschnitts (125) ergibt sich die
Darstellung der Hyperbelbahn als Funktion des Parameters:

r = alesecH — 1) | (165)
wobei man im Vergleich mit Gl. (152), dass man die hyperbolische Keplergleichung

reproduziert, wenn folgende Identitét gilt

seccH = coshU (166)

iiber deren Bedeutung man sich in einer Ubung Klarheit verschaffen sollte
(Wiederholung: Hyperbelfunktionen und Beziehungen zu Winkelfunktionen).
Man erhélt also wie gehabt:

t—to nt (esinhU—U)

a (ecoshU — 1)

T —_=

Fiir die verschiedenen Keplerlosungen ergibt sich folgende Auflistung.

’ Ellipse

‘ Hyperbel

\ Parabel

n(t—ty) = (E—esinE)

n(t—ty) = (esinhU—U)

TZG(l—@COSE)

r:a(ecoshU—l)

o |t
<

4 37 = 645 (t — 1)

T = tan (%)

T:¢¥ﬁ,ﬁztan(
—e

T = tan (%)

) T:\/%Efi,/ﬂ:tanh(Z)

7 = tanh (%)

allgemeine Keplergleichungen

L*/u

L= TQQb 14ecos f f?"Qd(P =L (t _ to)

T =

4.1.2 Losung der Kepler-Gleichung

So unscheinbar die Kepler-Gleichung (147) einem auch erscheinen mag, wegen der
Transzendenz in E kann sie nicht explizite in F(M) aufgelost werden. Seit mehr als drei
Jahrhunderten tauchen immer wieder regelméfig (alle Dekaden) neue Losungsversuche
auf — vergeblich, man findet prinzipiel keine geschlossene, einfache Darstellung der
Form E(M).

Eine Moglichkeit bietet die iterative Methode

Ei+1 =M + e sinEi (167)

fiir « € N, wobei als Iterationsanfang dient

Ey = M (168)

Mit den Additionstheoremen und Reihenentwicklungen fiir trigonometrische Funktionen

sin(x + y) sinxcosy + sinycosx

1
~1 - —2° + Oz

1
—2® + O(2°) ; cosx 5

6

~
~

sin x

X
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gewinnt man schnell fiir die ersten drei Iterationen

E, = M + esinM (169)

Ey = M + e sin(M+esinM) ~ M + esin M cos(esin M) + e*sin M cos M

1
~ M + esinM + ieQSin2M + O(e?) (170)

Es

Q

1 1 3
M + (e — 863> sin M + 562 sin2M + §63 sin3M + O(e') . (171)
In Verallgemeinerung dieser induktiven Schritte gelangt man zu einer Fourierreihe

E—-M = > bi(e) sinkM . (172)
k=1

Man sollte im Hinterkopf behalten, dass diese Reihe divergiert fiir Exzentrizitdaten

e > 0.66, so dass dann nur noch numerische Methoden (Newton Methode, siche unten) —
die von einer solchen Konvergenz unberiihrt bleiben — zum Ziel fithren. Zunéchst werden
wir Entwicklungen fiir elliptische Bahnen vorstellen, die in der Regel auch die hiufigsten
Bahnprobleme sind.

Elliptische Entwicklungen:

Fiir die meisten Probleme konne die Exzentrizitdat e und die Inklination ¢ als kleine
GroBen angesehen werden — z.B. in planetaren Ringen sind die entsprechenden
numerischen Werte (e); (i) < 107°. Damit ist es vorteilhaft die Kepler-Gleichung

FE — M = esin E nach diesen kleinen Parametern zu entwickeln. Die rechte Seite dieser
Gleichung ist eine ungerade Funktion, so dass es Sinn macht, nach Sinus-Funktionen zu
entwickeln

esinF = > bp(e)sinkM (173)
k=1

wobel die Koeffizienten sofort als

SRS

br(e) = / dM esin E sin kM
0

- 0 2 7 dE
= — [esinEcoskM} +—/ dM ( — 1) cos kM
T km / dM

=0

™ 2 ™
. / dE coskM — /?/ dM coskM . (174)
T
0 0

=0

Im ersten Integral ersetzen wir die mittlere Anomalie kM im Argument der
Kosinusfunktionen wieder durch die Kepler-Gleichung kM = k(E — esin E') und
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gewinnen
2 - . - 2
be(e) = ﬁ/ dE cos [k‘(E—esmE)] = %Jk(k:e) (175)

mit der Besselfunktion erster Art
1 /z\F X (z/2)>
J = — [= —1)” 176
W) = (2) §< N DRk ty) (176)
die die Exzetrizitdtsabhéngigkeiten der Koeffizienten by (e) beschreiben.
Damit lautet die Losung der Kepler-Gleichung fiir den Ellipsenfall
Ji(ke) sin kM
k

E:M+2Z (177)

2 3 1
= M + esin M + %Sin2M + e <8sin3M — 8sinM> + O(e*) , (178)

die wir auch schon im Falle der Iterationen ndherungsweise erhielten.
Einige wichtige Entwicklungen, die wir spéter im Zusammenhang mit der Ableitung der
Storungsfunktionen (- potenziale) brauchen und die alle auf der hier vorgestellten
elliptischen Enticklung beruhen, wollen wir hier noch einfach angeben:

e? > 1d

r
oS ey 28 M 1
- + 5 e Z 21 Jp(ke) cos k (179)

2

~1— ecosM + %(1—6082]\4) + 0(e®)

3
(i) = 1+ 3ecosM + ¢? <;) + 2C082M> + O(e*) (180)
cosE = —fe + 22 ﬁd— Ji(ke) cos kM (181)

3 2
~ cos M + 2(C082M— 1) + %(COS3M—COSM) + O(e?)

sinf = 2v1—¢e? Z c? Ji(ke) sin kM (182)

~ sinM + esin2M + ¢? <2Sin3M — ;sinM> + O(e?)

M i Jr(ke) cos kM (183)

k=1

9 2
~ cosM + e(cos2M —1) + %(COSBM—COSM} + O(e?)

[eS) ek dk’—l

. 3 .
f— M = ,;E de;—l{2SlnM — ZestM +} (184)

1 1
~ 2esin M + ieQSmQM + € (ésiniﬂM - 4s.in]\/[> + O(e")
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Neben den analytischen Methoden werden erfolgreich numerische Losungsverfahren
verwendet. Zum Beispiel die Verwendung des Newton-Iterations-Verfahrens, welches die
Nullstellen der Funktion:

F(E) = E — esnE — M = 0 (185)

zuriick liefert. Das konnte man mit der Programmiersprache C oder FORTRAN oder
auch IDL zuhause als Ubung programmieren.

Die Gyrozentrum-Niherung:

Bei dieser Entwicklung dreht es sich darum, die Bahnellipse um ein Gyrozentrum — oder
auch Fithrungszentrum genannt — zu entwickeln, welches ein Kreisbahn-Orbit mit
gleicher Halbachse a wie die Ellipse ist. Diese Bewegung im Gyrozentrum wird auch
Epizyklenbewegung genannt und fiir kleine Exzentrizitdten gebrauchlich und im
Zusammenhang mit der Storungstheorie von groflem Nutzen. Hier werden wir
berechnen, welche Gestalt die Epizyklenbewegung hat.

Eine solche Entwicklung macht natiirlich Sinn, da beide Bahnen, die Ellipse und die
Kreisbahn, gleiche Umlaufzeiten haben und die Bewegung im Koordinatensystem des
Fithrungszentrums geschlossen ist. Mathematischer Ausdruck dieses Sachverhaltes ist
die Kréftebilanz

(M)2 a = na = 5 | (186)

wobei a die (konstante) grofe Halbachse des elliptischen aber auch des Kreisbahnorbits
ist.

Wir verlagern unseren Ursprung des Koordinatensystems (z,y) in ein Referenzpunkt auf
der Kreisbahn, dessen mittlere Bewegung M (t) ist — mit B = Réj und

X = Rcos f; Y = Rsin f sowie dem Einheitzvektor €, = cos M i+ sin M ; Hier
bezeichnen 7 und j die Einheitsvektoren in X und in Y Richtung im Inertialsystem. Das
Teilchen auf der elliptischen Bahn habe folgende Lagekoordinaten

a a(l—e?)
R = Réer = ——= ¢ 187
R 1+ ecosf R (187)
ép = cosfi 4+ sinfj . (188)

GeméB der oben abgeleiteten Entwicklungen (184) gilt f — M und fiir kleine
Exzentrizitdten oszilliert das Teilchen auf einer geschlossenen Bahn um das
Gyrozentrum. Die Bahnkurve gilt es jetzt zu bestimmen und dessen Koordinaten lauten
Im Gyrosystem:

r = Rcos(f—M) —a ; y = Rsin(f—M) (189)
mit
R = X*4+Y? und 1* = 2° + 3 |

wobei r den Abstand vom Gyrozentrum zum Teilchen mifit.
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Mit Hilfe der Reihe (184) f — M ~ 2esin M werden Argumente der Winkelfunktion
umgeschrieben und die Sinusfunktion wird entwickelt, so dass man erhélt:

sin(f — M) =~ sin(2esin M) ~ 2esinM = y = 2aesinM . (190)

Fiir die z-Koordinate erhalten wir mit cos(f — M) ~ 1 und
R ~ a(l —ecos f) =~ a(l — ecos M) schliellich

r = —aecosM . (191)

Mit den Relationen (190) und (191) kann man sofort die Bahn der Epizyklenbewegung
formulieren

1'2 y2

(ea)? * (2ea)? =1 (192)

was eine Ellipse mit der grofien Halbachse (2ae) in Orbitbewegung und der kleinen
Halbachse (ae) in radialer Richtung beschreibt.

Also — in linearer Ndherung bzgl. der Exzentrizitat e umschreiben die Abweichungen der
Bahnkurve von der Kreisbahn eine Epizyklenellipse, die in einer Orbitperiode
durchlaufen wird.

Orbitvektoren:

Die Bewegung des Zwei-Korper-Problems kann auch mit Hilfe zweier Vektoren
vollsténdig charakterisiert werden: dem Drehimpuls (119) und dem Runge-Lenz- Vektor —
letzterer wird in diesem Abschnitt definiert. Dafiir wird die Darstellung des Ortsvektors
und seiner Zeitableitung mittels Orbitvektoren A=a €, und B=1b e, verwendet.
Beide weisen entlang der Hauptachsen (eg; é;) der Ellipse und lauten mit den Relationen
(158) und (157):

F= A (COSE — e) + BsinE (193)
mit 7] = a(l—ecosE)
und A = aey, B = be, = aVv'1l—e?e, .
Differenziert man den Ortsvektor (193) = Geschwindigkeit

. . - o . dE
o= (—AsinE—i—BcosE)E . (194)

Differenziert man die Keplergleichung (147), ergibt sich ndt = (1 — ecos E)dE womit
man schreiben kann E = n(1 — e cos £)~!, womit fiir die Geschwindigkeit geschrieben
werden kann:

(—ffsinE + Bcos E) n

== (1—ecosE)

(195)
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Damit lésst sich der Drehimpuls neu umschreiben als

gcosE—fTsinE
1—ecosE

L = [ff(cosﬁ—e)—i-gsinf?]x n

ffxé(l—ecosﬁ)n R
= _ = nAxDB (196)
1—ecosFE

Im Folgenden stellen wir die Formulierung des Bahndrehimpulses (129) aus den
geometrischen Zusammenhéngen aus der Losung des Zweikorperproblems und der eben
gegebenen Darstellung einer Ellipse mittels der Orbitvektoren gegeniiber.

Erstere lautet
‘I_j‘ = na*V1—e2 = /pa(l —e?)

Als néchstes fithren wir den Runge-Lenz-Vektor ein

ez;(rxL)—;. (197)
Dessen Bedeutung machen wir anhand einiger Umformungen klar. Mit dem
Entwicklungssatz ergibt sich

e = xRy -t = {7 - ) - T

Eine geometrische Interpretation wird klar, wenn man die Ausdriicke fiir Ortsvektor
r(f), Geschwindigkeit 7, Drehimpuls L? = pa(1 — €*) und die Energie
E =72/2+42L?/2r* — u/r, die aus der Losung des Zweikérper-Problems folgen , bemiiht:

¥ o= ré.; T =rne,+re; L= r’ne,
. r3n2é, 7'"7“2716; _ L% f’rzne; .
= ¢ = — — 6 = — —é
1t 1 pr pir
L? o rrin
= |—=1]é — €y - (198)
ur [

Quadriert man den Runge-Lenz Vektor (198), erhélt man

2L°E

. (199)

e =1+

was exakt der Gl. (127) entspricht - nur nach e umgestellt. Die Grifle e ist also hier
wieder die Exzentrizitdt und der Vektor € = e€, mit diesem Betrag zeigt vom
Brennpunkt (0. Zentrum) des Kegelschnitts in Richtung Perizentrum!

Auflerdem ergeben einige Umformungen mit Gln. (195) u. (196) fir den Runge-Lenz
Vektor (197) genau dasselbe:

[—/YsinE%—BkosEﬂ X n? [/TX E} f‘

u(l—ecosE) r

oy
Il
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n? [—ffx (/Yx E) sinE—i—E X (/TX B) COSE] fT(COSE—@) +§sinE’

,u(l—ecosE’) a(l—ecosE)
n? {aQESinE’—l— b2 A cos E} z‘T(COSE — e) + BsinE
B ,u(l—ecosE) a(l—ecosE)
jmn?ad BsinE + (1 —e*)Acos E — /z(cosf?— e) — BsinE
a a(l—eCOSE)

_ ff(e—e%os?) _ Eg _ e (200)
a(l—ecosE) a

Mit diesem Ausdruck wird wieder klar, dass es sich bei dem Vektor € um ein weiteres
Integral der Bewegung handeln muss, denn e ist konstant und der Vektor €, kann sich
auch nicht dndern, denn es handelt sich um die Hauptachsenrichtung der Ellipse, die
ebenfalls fix ist.

Mit dem bisher Erarbeiteten ist es moglich, einen Orbit vollstdndig mit den
Orbitvektoren zu beschreiben — und es ergibt sich fiir das ungestorte Keplerproblem:

— — — 14_.’
L =nAxDB, € = e— (201)
a

Der Runge-Lenz-Vektor zeigt die Position des Perizentrums auf der Bahnebene an, die
Richtung des Drehimpulses LxAxB legt die Lage dieser Ebene im Raum fest — und
die Betrége der Orbit-Vektoren charakterisieren den Typ der Kegelschnitt-Bahn
(Ellipse, Hyperbel, Parabel) vollstandig!

4.1.3 Die dreidimensionalen Orbitelemente

Wenn Storungen eine Rolle spielen, dann ist es wichtig, sich auf ein festes Bezugssystem
zu beziehen.
Im ungestorten Fall des Zweikdrperproblems miissen immer die Beziehungen gelten

i . -

L=¢=¢1L=0, (202)

was sicher stellt, dass sich die Orbitvektoren als Integrale der Bewegung nicht dndern
diirfen und dass der Drehimpuls L senkrecht auf der Bahnebene steht.

Im 3D-Ortsraum kénnen & und L dann wie folgt dargestellt werden. Man projeziert L
auf die x-y-Ebene, wobei () die Liange des aufsteigenden Knotens ist.

sin 4 sin {2
L = L| —sinicos()
cos 1
. eoxL : :
eg = cosQle, +sinQe, = ‘ ? f/’ Richtung des aufsteigenden Knotens
€Q X
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cosi = Inklination
L
€-ec )
cosw = —2 Perizentrum
e

Damit ist mit (201) und den daraus abzuleitenden Bahnelementen a,e,i,@ = 4+ w, Q
und ¢, vollsténdig bekannt.

a - grofie Halbachse ( Energie )

e - Exzentritat ( Drehimpuls )

i - Inklination ( z-Komponente von L )

w - Liange zum Perizentrum

Q - Knotenléinge ( Lage von L in ¢, und €y)

Abbildung 6: Lage der dreidimensionalen Orbitelemente

44



4.2 Gestortes ZKP

In der Storungstheorie des Kepler-Problems geht man von folgender Gleichung aus:

o o
S U Vo' (1)
ILL 5 —
= _ﬁT + F, (203)

mit dem Storpotenzial @'

Zur Losung dieser Gleichung bedient man sich der Variation der Konstanten. Hierbei
sind die Konstanten ¢ = {a, e,®,1,, 1y}, die Konstanten des Zwei-Korper-Problems.
Fiir F — 0 ergibt sich:

=y
I
=
—
@)
A%
@)
53
~
N~——
I
]
\_('3
~
N—

9t o ot
p o g B 00
N A
07 o (or oc oc 0 (or oc
ot? ot \oc ot ot oc\oc ot
Als einschrinkende Bedingung setzt man nun
or oc
A 204
oc ot 0 (204)
vereinfachen sich die Geschwindigkeit und Beschleunigung zu
or
U= — 2
U pr (205)
5 o*r  oc ov

womit man fiir die gestorte Keplergleichung gewinnt:

T v oc

— 4+ =T+ —— = —V& : 207

oz T T a ") (207)
Was kann man nun {iber die Einschrankung (204) aussagen? Es ist das Skalarprodukt
aus der Anderung des Ortsvektors 7 durch die Parameteréinderungen ¢ mit dem
Geschwindigkeitsvektor ¢ der Parameterinderungen im 6D-Parameterraum. Ein
Senkrechtstehen kann z.B. dieses Verschwinden verursachen oder auch die Tatsache,
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dass es sich jeweils um kleine Grofien handelt. Die Bedingung bedeutet, dass die
Entwicklung um einen festen Punkt 7 vorgenommen wird, der auch bei einer zeitlichen
Anderung der Parameter ¢ festgehalten wird.

Die ersten beiden Summanden in Gl. (207) ergeben sich zu Null mit der Annahme, daf
die Bahn bei einen fixen ¢ noch gut als Kegelschnitt beschrieben werden kann. Die
Storungsgleichungen lauten damit zusammengfasst:

ot oc¢ , or oc Lo o
2% 9 —Vo'(r) ; % 9 0, mit ¢ = {a,e,i,0,Q,t} (208)

Dieses Gleichungssystem gilt es nun zu 16sen, wobei angenommen wird, dass sich ‘gici und

g—? aus den ungestorten Keplerlosung ergeben. Zunéchst werden folgende Umformungen

vorgenominen
or oc _ v

ac ot ac;

ovoe  oe oF

ocot o ac;

und beide Gleichungen werden anschlieSend addiert, so dass fiir die rechte Seite
geschrieben werden kann.

_o%'or 0%
or (902- N 801-
Somit wird
ovocor orocov 0¥
OOt dc;  OCOtde; O
mit oz dc = 890?%6_; (Einsteinsche Summe)

und schliefilich

c1 9%
[Cl, Cl] o [Cla CG] 8@7 . dci aR
) y oc
[06: Cl] s [06, 06] 83%6 35’6
Fiir die Lagrange-Klammern gelten folgende Regeln:
[C C]] lcz::l <8cl acj 8cj Gci ( )
[ci,ai]l = 0, [ci,¢5] = =[5, ¢

Damit vereinfacht sich die obige Matrix, da statt 36 nur noch 15 Koeffizienten ungleich
sind. Desweiteren kann auch gezeigt werden, daf§ die Lagrange-Klammern
zeitunabhéngig sind:

Q[Ci, Cj] = 0

ot
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Damit gewinnen wir folgendes Gleichungsystem fiir Anderung der Bahnparameter
infolge konservativer Stérungen

: ;1 OR
¢ =C"'— 211
c C 57 (211)

wobei die Kunst in der Berechnung der Stérungsfunktion R (eine in der
Himmelsmechanik geldufige Grofle fiir das Storpotential: ' = —R) in Abhéngigkeit der
Bahnparameter ¢ besteht — sowie in der Bestimmung der Lagrange-Klammern.

Die Berechnung beider ist Gegenstand der nachfolgenden Abschnitte. Wir beginnen mit
den

4.2.1 Lagrange-Klammern

Kurz und knapp — wir miissen von einem Koordinatensystem in der Bahnebene
x = rcosf und y = rsinf (212)

in ein allgemeines inertiales (3D) Koordinatensystem {X,Y, Z} wechseln, fiir welches wir
uns der Relationen (80)-(84) aus den Koordinatentransformationen erinnern. Damit
erhalten wir schliellich

X cos Q cos(w + f) — sin Qsin(w + f) cosz
Y | = r(a,e, M) | sinQcos(w+ f) + cosQsin(w + f) cose (213)
Z sin(w + f)sine

aus denen wir iiber ¥ = X;& und ¢ = X;& (Einstein-Summen) die Koeffizienten (210)
dann bestimmen koénnen.

4.2.2 Storungsfunktion

Ein Beispiel ist uns schon begegnet: das Storpotenzial, welches ein abgeplatteter
Zentralkorper hervorruft:

00 2n
R = -2 p <R1’> Pon(cos0) . (214)
n=1

r

Die Terme die r—2" enthalten, lassen sich mit den uns schon bekannten elliptischen

Entwicklungen (179) und (180) in Abhéngigkeit von M darstellen und aufierdem
beachte man, dass simpel gilt cosf = sin.
Ein weiteres sehr wichtiges Beispiel ist die Storungen durch eine dritte (kleine oder weit
entfernte) Punktmasse m’ am Ort i

~ym/ LT

R = ym . (215)

- |7:7_7:»|_ '3
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Diese Funktion in den Bahnparametern der Teilchen (¢ und ¢) auszudriicken, ist schon
erheblich schwerer und man muss spezielle Funktionen bemiihen, ndmlich die Legendre
Polynome deren Erzeugende gerade die in Gl. (215) auftauchende Funktion

1 1 r\? r
- = T/[l—i—( ) —QWCOSG] (216)

7

ist. Der Winkel © wird von den beiden Vektoren 7 und 7 gebildet und 14t sich damit
leider nicht so simpel in ¢ ausdriicken wie im Falle der Abplattung eines Zentralkorpers.
Im Allgemeinen liegt der Storkorper auflerhalb der Bahnebene der beiden Priméarkorper
und dann wird die Entwicklung der Funktion hinreichend technisch. Ein ausfiihrliches
Beispiel ist bei Murray und Dermott zu finden, welches den einfacheren Fall der
planaren Bewegung von M, m und m’ behandelt. Das Grundprinzip bleibt aber auch
hier erhalten — man bestimme O aus der Geometrie der Bewegung (z.B. planare
Bewegung: © = (f' +&') — (f + @)), formuliere damit cos ©, bemiihe Additionstheoreme
und dann die z.B. die elliptischen Entwicklungen (179) - (184).

4.2.3 Lagranges-Storungsgleichungen

Mit der Kenntnis der Storungsfunktion, der allgemeinen Stérungsgleichung (211) und
noch einigen weiteren (von Lagrange) eingefiithrten Definitionen

A= M+ @ =n(t—ty) + © = nt + ¢ (217)

wobei A die mittlere Lénge, M die mittlere Anomalie, © die Lange des Perizentrums und
€ die mittlere Lange der Epoche bezeichnen. Die Zeit der Perizentrenpassage ist ;.

Damit lauten Lagranges’-Gleichungen

da 2 OR

R 21
dt na Oe (218)
de Vv1—e2 OR  V1—¢€20R

S 1-vVI—e?) 28 - or 21
dt nea? ( c ) Oe nea? 00 (219)
de 2 0R N \/1—62<1—\/1—€2)87'R, N tane/2  OR (220)
dt na Oa nea? Oe na2y1 —e2 0

dQ 1 OR

s -~ 221
dt na?y/1 — e2siny (221)
do  V1-¢€*0R N tane/2  OR (222)
dt nea? Oe na2v1 —e2 0

de  tany/2 OR N IR\ 1 OR (223)
dt na2y/1 —e? \ Oe Ow na2y1 — e2sin1 0
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4.2.4 Storungsgleichungen und Orbitvektoren

Eine allgemeinere Moglichkeit die Abeitungen 0,¢ erreicht man Zuhilfenahme der
Orbitvektoren aus (193), (195)

€ = @z‘fo, %:Qogoxgo
Qo
Ly = 0 ; &=20
—> Kepler-Grundlosung
und einer geeigneten Darstellung der Storkraft
F(f) = Ré& + Tép + Née, . (224)

Der allgemeinere Charakter der nun vorzustellenden Methode besteht darin, dass wir
nicht mehr an konservative Krifte gebunden sind. D.h. nun konnen beliebige Storung —
auch dissipativen Charakters — behandelt werden. Die Beziechungen zwischen den
Einheitsvektoren, die im Spiel sind, lauten

B} L .  Lx? . (225)
€, = — ; ep = = € Xé

L . ¢oer L L r

. . o . oe, . Lo

¢, = cosfé,+sinfe ; ér = of : €L = @€.Xér (226)
— — . — — 85{1 — — —

€, = COSw €g + slnwe| ; € = 3 ;€L = eLXeg . (227)

W

Die mathematische Formulierung eines Keplerorbits ist durch den Runge-Lenz-Vektor
und der Drehimpulsdefinition gegeben. Deren Anderung wird durch die Stérung
hervorgerufen, so dass die zeitliche Differentiation derselben zu den gesuchten
Anderungen fiihrt. Unter Benutzung von Gl. (203) erhilt man durch Differenziation:

I = Fxi=ix (—MF+ﬁ) P F

r3
- d Ax B d
L = —[ypa(l—-e?)5—= :(\/ua(l—eQ) e})
dt ‘Axg‘ dt
- d
= rxF = dt( pa (1 — e?) e}) (228)
Fiir den Runge-Lenz-Vektor ergibt sich analog;:
: d,. =~ d/ 7 - - - 4 7 @
¢ = —(FPXL)— —=|p—|=FXL+7XL—p—+p—s
He dt( ) dt('ur) " o MT+MT2
= (—gFJrﬁ)x(Fx?)Jr?xf/—u:—kug
= —ﬁ<r(7’-r)—rr>+F><L+7‘><L—,u;+,ur—2
= —%r%rjtﬁ?—ui%—ﬁxﬁ—i—?x(Fxﬁ)%—u%
r r T r
66, + ety = p'FXL+7xL (229)



Die Anderung der Bahn ist also mit den GIn. (228) und (229) beschrieben. Versucht man
nun die Storungen mit den Verédnderungen der Konstanten des Zwei-Korper-Problems
zu beschreiben, so bildet man deren totalen Ableitung auf den linken Seiten der

Gleichungen (228) - (229) und erhilt die gesuchten GréBen 9¢, %¢ %2 0% ynd 9.

Energie & Drehimpuls

dE

= _ F.7
dt '
wobei ' = Re, + Te, + Né, mit €, = r
r
B} EXF B L
€ = — X — =€ X6, eNy=—
R NI
Mit R = F - f, T = ﬁ'(f;;) ud N = F - % ergibt sich dann:
dE - 7 F(Lx7)
h— Foop4—2"
dt r * rL v
Fiir den ungestorten Fall bleibt eine ebene Bewegung:
F = wpé. + vrer (230)
Fir £ = —pu/2a folgt % = 5iza = Rvp + Tvr und damit:
H 4 = iR+ reT (231)
2a?

Setzt man nun fiir den Radius r die bekannten Formeln ein, so ergeben sich zunéchst

folgende Zusammenhénge:

. p
1+4+ecosf
, epsin f . _ L? ,
" (1+ecosf)2¢ a eSlnfu(l%—ecosf)Q(p
19) . P L
=" esinf

(1+ecos f)2r?
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L
7 = —esinf  tangentiale Geschwindigkeit (232)
p

Durch Einsetzen ergeben sich die GauBgleichungen, die die Anderungen der einzelnen
Orbitelemente beschreiben.

a= i‘gi [(esin f) R+ T (1+ ecos f)]

é= a(l <) {R sin f + T'(cos E + cos f)}

T]

o= Jal=e?) (é) [ Rcos f + Tsin f (2+€C°Sfﬂ — Qcosi

o 14+ecos f

a(l e2) Ncosp.
1+e cosf

a(l— 62 Nsing
sini(14ecos f)

Qa‘Q-

(233)
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5 Das Drei-Korper-Problem

Das Drei-Korper-Problem (DKP) beschreibt die Bewegung dreier Korper unter der
Wirkung ihrer wechselseitigen Gravition. Im Schwerpunktsystem, Y- m;r; = 0, lauten die
Bewegungsgleichungen:

mir; = — 3 5 f”zmﬂ P i=1,2,3 (234)
INE= ’ ]’
(38
T3
8 7 €

Im Allgemeinen ist dieses Problem nicht geschlossen losbar — einschrinkende
Vereinfachungen sind nétig, um unter bestimmten Bedingungen analytische Ausdriicke
fiir Losungen zu gewinnen.

5.1 Eingeschrinktes DKP

Fiir die Einschrankung des DKP werden die Annahmen m; = M und ms = m > mg
gemacht. Damit sind fiir die Gleichgewichtsbetrachtungen nur die Primérkorper zu
beriicksichtigen — m.a.W. die Bewegung der Primérkorper, M und m, wird nicht von der
kleinen Masse mg beeinflusst, d.h. fiir deren Bewegung bemiihen wir das
Zweikorperproblem. Auflerdem gelte fiir die Primarkérper M > m. Aus dem
Kepler-Problem kennen wir die Bewegungsgleichungen

= e (7 ) — e (7 — 7 235

r ’y|7:;—7’_.;|3(r r]) ’Y|7ﬂ—;_r—é|3(/’n T3) ( )
m; S o ms3

= —y[—L_(F—-7)+0 . 236

(- o) (236)

Mit der Relativkoordinate D = 77} — 73 und der Betrachtung der Primérkorper ¢ = 1,2
ergeben sich die Bewegungsbahnen zu Keplerkegelschnitten, die als Losungen der
Gleichungen

—

z, D
D = —y(M+m)— = _”ﬁ ) (237)



uns schon geldufig sind:

_ a,(1 — 62)

238
l+e,cosf ' (238)

wobei mit dem Index p die (elliptischen) Orbitelemente der Primérkorper sind.

Die Bewegung des 3. Korpers im Gravitationsfeld der Primérkorper kann in einem, mit
dem Sekundérkorper m mitrotierenden Koordinatensystem allgemein geschrieben
werden.

?+§><F+2§x?+ﬁx(ﬁxf) = Vo, . (239)

Wir wahlen Normierungen fiir die mittlere Bewegung n und die grofle Halbachse der
Primaérkorper

ai? = y(M+m) = yM(Q+p) =p=1; ag=n=1, (240)
wo mit der Definition p, = m/M unmittelbar folgt:

YM = 1/(14 pe); ym = yueM = p,/(1 + p.). Damit lassen sich die Potentiale

schreiben:
M m -1 1 Lbs
O = Y|l = | = —— + =
”(\r—m |r—a~zr> (1+u*)<!r—r1\ \r—m)
R S (241)
r—mr T —7T9

Hier haben wir die Massen-Parameter r; = /(1 + p.) und r5 = 1/(1 + p.), die zugleich
die auf den Abstand beider Priméarkorper normierten Abstédnde derselben vom
Schwerpunkt sind. Folglich gilt:

* — — — 1 —
Fo= 18 = _1i De; ; 7= 5é = - DE (242)
ﬂ* :u*
o —xy =D und rf +1r; =1 . (243)

Mit anderen Worten, die normierten Absténde ersetzten praktischer Weise die
Gravitationsparameter yM — r; und ym — r} und alle Gréfen im DKP sind von der
Ordnung O(1) wenn die Normierungen (240) verwendet werden — m.a.W. man
vermeidet astronomische Zahlen.

Im Folgenden wird das DKP auf das Zentrum des Zentralkorpers bezogen werden, da
das aus Beobachtungen gut abschétzbar ist, wohingegen der Schwerpunkt schlecht zu
bestimmt werden kann. Wir verschieben also den Ursprung des Koordinatensystems mit
der Transformation

[

Dé, = R — r*Deé, 244
TP riDe (244)

r=R+r=7-

womit folgt:
Vo, = I% - rfbe} + Q X (ﬁ - rfDe})
—ﬂﬁx(ﬁ—ﬁD@)+ﬁx(ﬁx(ﬁ—ﬁD@D . (245)
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Zunichst wollen wir in der Gleichung die Terme mit r} ausdriicken, die immer in
Verbindung mit D aufreten, d. h. es handelt sich um Trégheitskraftterme der
Zentralkorperbewegung 7, = —riD )

Wir beachten daher nochmal das Zweikérperproblem fiir 5, mit der Losung (238) und
deren Ableitung:

2

D = ¢, sinfL—I27 (246)
Nach dem Schwerpunktsatz gilt:
Mri+mry = Mrie, + mrye;, = 0
m
o= —MTQ = T HxT2
e D D
D=ri+ry, = rn= , Tg =
1+ 72 1= o 277 T
Fiir eine mittlere Kreisbahn 148t sich schreiben:
T 2 ~ ~
T = / dt = / af,/z (1 —ecosE) dFE
0 0
2
—T = ma?? = = (247)
n

3

Damit ergibt sich die Umlaufzeit der Primérkérper um ihren Schwerpunkt mit Tp2 ~ap,

das 3. Keplersche Gesetz.

Man kann die zusétzlichen Terme, die den Parameter r] enthalten, d. h. die
Tréagheitskraft bzw. das korrespondierende Potenzial, wie folgt ausdriicken. Fiir den 3.
Korper gilt :

37 r—1r . T =T

ST - - o TR (248)

dt (1+,LL*)|7’—T1| 1+M* ’T-?”Q‘

Mit der Transformation R = 7 — 77 ergibt sich:

d’R d%r 1 R [hs R+ N — T9

=+ = - - -
dt? dt? L+ p B3 1+ e |R+77 — 73

Mit 71 —r3 = —Deéy, 11 = r1 €, , 1 = —u.D /(14 p) folgt:

—

d*m B My T1— T2 I Ho 2
2 14— 14 D3
d2 A — —
* £ * 2
= _@(TlD):_rlﬁ = _TIV[Q (R'Dﬂ

und man erhélt den Gradienten eines Potenzials, welches Folge der
Ursprungsverschiebung ist. Fiir die Bewegungsgleichung im Inertialsystem folgt damit

027 R F-B D
e’ po e <|R—D|3 Dg) .
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Abbildung 7:

Der zusatzliche Term ist durch die Verschiebung des Bezugsystems enstanden und
driickt die Bewegung der Primérkorper um den Schwerpunkt aus. Diese Darstellung {iber
R und D hat den Vorteil, dafl der Abstand zwischen den Primérkorpern bestimmbar ist,
wéahrend der Abstand zum Massenmittelpunkt eher theoretischer Natur ist.

Fiir die allgemeine Darstellung im mitrotierenden System ergibt sich:
R+ OxR+20xR+Qx (xR = -V, (250)

mit dem effektiven Potenzial

rk 1 = =
o, = — 2 | —— + QXD R-D] . 251
o= 5 iEop Y@ (#D) (251)

Schrénkt man das DKP noch weiter ein, indem man den Primérkorpern eine Kreisbahn
=0, Q= ¢, zuweist und die Abstéinde wie gehabt normiert
D=1; D=D=0; Q2 =1, dann lautet die Bewegungsgleichung;:

—

R+26xR+é x(éx (R—ri)) = —Vdg (252)

Wird dies nach dem Entwicklungssatz ausformuliert und fiir jede Komponente separat
geschrieben, so ergeben sich die folgenden Gleichungen.

}?%—Qe;x}?%—ze}—ﬁjtr]ke} = —Voq4
= i—2y—(x—r]) = —0,%¢
42—y = —9,%¢

Z = —0,%¢
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Jacobi-Integral

Multipliziert man die Gleichungen jeweils mit @, ¢, Z und addiert diese danach, so
ergibt sich:

It — 29t — (x —r})x = —20,Pq¢
¥y + 22y — yy = —99,%¢
Zz = —20.P¢
o . d®g
= Fi gy + i —(x -t —yy = T
d (&2 ¢ 2 (x—1r) 42 ddg
dt<2+2+2_2_2 w0
womit man unmittelbar man das Jakobi-Integral erhélt:
v (=)t .
5" 5 35 + &5 =C  Jakobi-Integral (253)

Gleichung (253) entspricht der Summe von kinetischer Energie und effektivem Potential.
Das effektive Potential ist die Summe aus dem potentiellen und dem zentrifugalem
Anteil und beinhaltet Aussagen iiber die Fixpunkte eines Systems.

Achtung: Allerdings ist das Jakobi-Integral nicht mit der Erhaltung der
Energie identisch.

Beispiel:

Andert sich die Halbachse des Testkorpers — und das ist im eingeschrinkten DKP immer
moglich — so dndert sich auch seine Bahnenergie (bezogen auf das Keplerproblem)
gemifl F' ~ —£=. Die Eigenschaft des eingeschréinkten DKP’s wird bei einem Swing-by
einer Raumsonde an einem Planeten (“gravity assist”, meist am Jupiter) durchgefiihrt
bei denen sogar geschlossene Ellipsen (E < 0 in Hyperbeln (£ > 0) iibergehen kénnen
— so exerziert bei den Voyager-Raumsonden.

Die ,.fehlende” Energie wird dem Swing-by Planeten in diesem Fall entzogen.

Fazit: C ist keine echte Teilchenenergie!!

U2

o + Bopr = C (254)

mit dem Dreikorper-Effektivpotenzial

(255)

mit dem Abstand Teilchen-Sekundérkorper S = R—D = R — ¢, und der Normierung
n=ry+ry=1.
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5.1.1 Lagrange-Punkte

Lagrange-Punkte sind Fixpunkte des Systems — auch stationédre oder Librationspunkte

genannt. Sie sind durch folgende Bedingungen definiert:

T=0<=2; =0, 0pPess =0

(256)

Weiterhin verschwindet in diesen Punkten jede weitere hohere Ableitung - wie man
leicht in einer Ubung nachvollziehen kann. Die Kérper verharren dort unendlich lange.

Fiir das ZKP erhielt man fiir das Effektiv-Potential:

Abbildung 8:

Aus geometrischen Uberlegungen folgt:

R = 2"+y*+2°
S = (x—1)2 4+ + 2

Aus den Bewegungsgleichungen ergeben sich die Einzelkomponenten:

=2y = —0,Pcyy
J+20 = —0,Peyy
z = —0,P.4y

Wendet man nun (256) auf obige Gleichungen an, so folgt:

F—2) = —0,Pep; =0
j+2 = —0,0 =0
5 = —8.D ;=0
—i=jj=% = i=y=4=0

Man sieht leicht, daf alle hoheren Ableitungen verschwinden.

. 82@6]0]0 o 82(136]6]0

. 82<I>eff

P d
5 2 = o (=0:Qepy) = —a 22

de3 Cdt
Py
ds3 A3 de

57

022

(257)



Es bleiben zu bestimmen:
—0; Peyy
—0yPesy
—0,Pc5r = 0 (258)

womit die Lagekoordinaten der Lagrange-Punkte ermittelt werden. Die Ableitungen
lauten im Einzelnen:

0,85 = — (x—r) + 7"2% + rle—; ~ 0 (259)
Oy = —y + Y tug =

:_y<1+]§5+;>:0 (260)
0.0 = = (;23 + ;13) 0. (261)

Bei der Bestimmung der Nullstellen ergibt sich zunéichst z = 0, was bedeutet, daf die
Lagrange-Punkte in der Bahnebene der Primérkorper liegen miissen. Im Folgenden
werden die verschiedenen Fixpunkte unterschieden — ndmlich unterteilt in die
triangularen Fizpunkte y # 0 und die kolinearen Lagrange-Punkte (y = 0).

Triangulare Lagrange-Punkte: £, und L5

Fiir y # 0 mufl das Verschwinden des Klammerterms gegeben sein.

Mit der Bedingung (262) ergeben sich die triangularen Fixpunkte bzw. die
Lagrange-Punkte £, und Ls.

Zur Berechnung der genauen Koordinaten dieser Punkte bedient man sich wiederum der
geometrischen Beziehungen aus Abbildung (5.1.1) und der Symmetrie in der Ebene.

R*=2% 4+ ¢y + 22 } 1 3

(-1 P+ [ O TSy VTEG

Fiir die Lagrange-Punkte £4 und L5 findet man also die Koordinaten:

Lys = (1/2, £V3/2, 0) (262)

Damit 148t sich der (Energie)-Wert der Jakobi-Konstante an den Lagrange-Punkten L£45
nach Gl. (253) unter Benutzung der notwendigen Bedingung ¢ = 0 formulieren zu:

=0 Deritr=1 (x—11)% o> 3 r 1l
= q)e — _ = = 1 — —_—— - =
Cus 1 9 2 5T 97
3 ™ 3 179
- 2 ey 2 2
- =5+
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Bevor wir weitere Aussagen iiber Stabilitat der Punkte machen, wollen wir herausfinden,
welcher Art diese Punkte auf der Fliche ®.s(x,y) sind — d.h. handelt es sich um
Extrema oder z.B. Sattelpunkte. Um es vorweg zu nehmen, im Falle der triangularen
Punkte L4/5 haben wir es mit Maxima zu tun — bei den kolinearen L /5/3 handelt es sich
um Sattelpunkte.

Die notwendige Bedingung fiir Extrema ist mit dem Verschwinden der 1. partiellen
Ableitungen des Potentials gegeben. Des Weiteren muss die Hessesche Determinante
positiv definite Werte annehmen. Zur Brechnung der Hesse-Determinante brauchen wir
die hoheren Ableitungen von ®.s¢, also:

D*®pp ry 3rox®  ry 3y (x—1)°
It R - A
82(I)eff — — 1 T2 37“2?42 o 3T1y2
oy2 v R} RY 93 S5
O*®, sy e o T2 3rez? L 3112
022 = R3 R5 S3 S°
O*®, sy _5. - C3raxy 3ry(z—1) _ O*®, sy
0xdy v R5 N Oyox
82(I)€ff T2 1 62<I>eff
dydz Py = Y2 <R5 + 55) 020y
D*®pp 5 - _3:1:zr2 B Sz(x —1)r D*D g
0z0x o Rb 5o - 0z0z

Speziell ergibt sich durch Einsetzen fiir die Lagrange-Punkte £4 und L5 :

3 9 3V3
(I):m:_zu q)yy:_17 q)zzzla (I)zy: T(T2_T1>7 cI):cz: q)yz:O
(hier wurde deer Index ef f einfach der Kiirze wegen weggelassen) womit sich fir die

Hessesche Determinante ergibt:

He e, — Cpp Oy | _ 3 4 3BA,
aEs (I):):y (I)yy :l:gT\/gAT —%
3\? 1 V3Ar 27
-2 =2 (1- Ar? .
( 4) V3Ar 3 16( rf) >0

Fiir £4 und L5 haben wir es mit Extrema des Potentials zu tun. Die 2. Ableitungen
¢, = —3/4 <0 bzw. &,, = —9/4 < 0 belegen, dass es sich um ein Maximum handelt.

Kolineare Lagrange-Punkte: £, £, und L3

Fiir y = 0 erhalten wir dann mit den Gln. (258) die Koordinaten fiir die kolinearen
Lagrange-Punkte L /2/3:

T2 (]
_(.T—Tl)—i‘P‘f'i(l‘_ly = 0

— —(z—r)(z - 1?2 +r(x — 12 +rz* = 0

29



Fiir x > 1 entwickeln wir linear die Koordinate z um die Lage des Sekundérkorpers,
xr ~ 1=+ h und es ergeben sich £; und L,:

T2 T1
@+hP+h2
—1—h+7’1+7”2<1—2h"')+
—h® —2r3h* + 11 =0

=0

r=1+th= —(1+h—mr)+

(&
ﬁzo

Mit ro = 1,7 =r] K<L 1, r9 =1 —r; erhalten wir aus der Entwicklung

— 3h3 =T
— = i\?/?+ o(ri?) . (263)

die Hill-Skale h — eine enorm wichtige Grofle fiir das DKP. Sie beschreibt den Radius
einer gedachten Sphére um den kleinen KérperSekundéarkorper, welche die
Einflulsphiren der Primérkorper, Zentralgestirn (Stern/Planet) und Sekundarkorper
(Planet/Mond /Moonlet) — separiert.

Fiir die Hill-Sphére gilt im Planet-Satellit-System:

S(Mp +m5) V 3
af’/E

(264)

3

wobei die Masse des Planeten mit Mp un die des Satelliten mit mg bezeichnet ist.
Fiir das System Erde-Sonne erhalten wir:

/ Mg
he = 1AEY——"——~1,5-10°%m |,
° 3(Mg + Mg)

sprich die Hill-Sphére der Erde ist1,5 Millionen Kilometer grofS. M.a.W. unser guter
Mond liegt also mit einem Fiinftel dieses Abstandes sehr gut innerhalb der
Einflusssphére unseres Heimatgestirns.
Ein weiterer Punkt L3 liegt jenseits des Primérkorpers. Dies ergibt sich mit 3 = —1 49
und ) <K 1

T2 T1

_<—1—|—5—7’1)— (5_1)2— (5—3)2 =0

1—5+7“1—(1+25---)r2—%(1—5---) -0

_7 _ 3
:>5—127’1,5<<h— 3

Zusammenfassend gilt fiir die Lagrange-Punkte:

Lijp=(1+h+0@"), 0, 0)
Ls=(—1+5r, 0, 0) (265)
Lys= (L, £, 0)

Die kolinearen Punkte sind Sattelpunkte und somit instabil, wie die Stabilitdtsanalyse
ergibt. Sie sind in nur einer Richtung stabil. Die trianguldren Punkte hingegen sind
stabil.
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Abbildung 9: Die Anordnung der Lagrange-Punkte innerhalb eines Systems

5.1.2 Lineare Stabilitdt der Lagrange-Punkte

Zunéchst wollen wir uns allgemein mit der Stabilitidt einer Losung eines dynamischen
Gleichungssystems fiir Zustandsgrofen Z(t)

7 = F(Z.P) (266)

mit einer (u.U. nichtlinearen) Vektorfunktion F die auch noch von Parametern P
abhéngen soll — in unserem Fall sind das die Masseparameter r; und r,. Linearisierung
dieser Funktion um einen Fixpunkt Z; liefert:

Z7=£=J-(Z-Zy) =3¢ (267)
mit E =7 - ZO und den Komponenten der Jacobi-Matrix:

Jij = 0z, F;

4 (268)
Die Eigenwerte als Losungen der Gleichung (j — )\i) : 5 = 0 bilden dann die Basis fiir die
Konstruktion einer allgemeinen Losung des linearisierten Problems (siehe unten).

Nun zum konkreten Problem der Stabilitdt der Lagrange-Punkte. Gegeben seien die
Lagrange-Punkte £;(z0, Yo, 20) mit i = 1, ..., 5. Sie liegen alle in der Bewegungsebene der
beteiligten Korper, so daf fiir das Bezugssystem z = 0 gilt. Entwickelt man die
Koordinaten um den jeweiligen Lagrange-Punkt £; - und linearisiert schliellich das
Problem, erhélt man:

r=x9+¢& ;‘czé ng
Yy="vo+n = | v=0|= | ¥U=7
z=2+(=¢ i=¢ £=(
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Abbildung 10: Lagrangepunkte im Gravitationspotential eines Planeten und eines Mondes

so ergeben sich die Storungsgleichungen nach den Bewegungsgleichungen aus (252).

§— 2= -0
i+ 26 = =0, (269)
( =-0:®

Die Entwicklung des Potentials (Linearisierung) ergibt:

1 Otk ; -
(I)(l'aya Z) = ‘I)(%,yoy ZO) + ;.3 Z']'k" azxajyakz (fL’ - IL‘()) (y - yO)JZ
by 0
od 10%® 2
= & il cee DT g2 4L
(xo,yo)+8l,0£+ +an205 + +8x8y0£n+

Da hier um die Lagrange-Punkte entwickelt wurde, verschwinden die ersten Ableitungen

des Potentials.

10°® 10%®

182(1) 2 2 2
Q(z,y,2) = @($o,yo,zo)++§@0§ +§T¢O 2 022 OC
2P 2P 9*P
* 0x0y 0577 + Oyoz 077C + 0x0z 05C

Mit (269) folgt dann sofort fiir das linearisierte Gleichungssystem:

§—2+ 00+ P n+d0.¢C = 0
H+26+00 4+ n+@0¢ = 0
( 40+ n+00¢ = 0

Mit Einfiihrung der Geschwindigkeitskomponenten erhélt man ein
Differentialgleichungssystem 1. Ordnung, welches mit der Ermittlung der Eigenwerte zu
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16sen ist. Insgesamt ergeben sich 6 Differentialgleichungen.

£ = u (270)
o= v (271)
(= w (272)
o= 20— QL @y — B (273)
o= —2u— 96— D) n—P)C (274)
W= = ©L.8 = Py — PG (275)

Hier liegt ein lineares System mit konstanten Koeffizienten vor, dessen Losung iiber das
Eigenwertproblem der Jacobi-Matrix J, wie oben skizziert, konstruiert wird:

Z = jZ mit ZZ(&%Q%%“’)

N . ; (276)
charakteristische Gleichung: det (J — A ) =0

A sind die Eigenwerte des Systems und so ergeben sich daraus die Eigenvektoren mit
J =1 &=0 (277)

als das Fundamentalsystem des Systems (270) - (275) mit der Basis der Eigenvektoren
¢ = (x1, 29, ...,x6). Hieraus ergibt sich dann folgende allgemeine Losung:

7; = exp(\t)(Ch, ..., Ce)T ,  C; = Konstanten

Fiir die Stabilitdtsuntersuchungen interessieren zunéchst nur die Losungen der
charakteristischen Gleichungen )\; womit folgende Krterien abgeleitet werden kann:

R\, <0 = absolut stabil (278)
RN\, >0 = instabil (279)
A, =0 = stabile Librationen . (280)

Nun zuriick zur Stabilitdt der Lagrange-Punkte. Betrachtet man nun ausschlielich die
horizontale Bewegung um die Punkte, da die z-Bewegung entkoppelt fiir
e, B w1, L« 1 baw. — L « 1 ist, so vereinfacht sich das

|$‘ ’ |y| A /;1;2+y2 A /§2+772

Differentialgleichungssytem zu:

£ =20+ 00+ =0
. : 0 0 -

7—}—25—%(1)%{—1—@%7] = 0
¢ +®°¢ = 0

Mit dem Ansatz £ = Aexp(At) und n = Bexp(At) ergeben sich @; = A{ und 7 = A\p
und damit erhélt man fiir die laterale Komponente (£, 7) des
Differentialgleichungssystems:

(N +@),) (D), —2)) £\ _
( (@0, +20) (A2 ) ) (n ) =0 (281)

(282)
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womit man die charakteristische Gleichung gewinnt:

= [N+ (D), + DY, + N + B DY — (92 )2 =0 (283)

Die Stabilitdtsuntersuchung ergibt nach (283) fiir £4 mit
Y, = —3/4, ®Y = —9/4, @I =3v3Ar/4und Ar =ry —ry:

27 s
My —
AT 4 (1+ py)?

27
/\4+)\2—|—ZT’1T2 = 0

Substituiert man A\? = A, so ergibt die Losung der quadratischen Gleichung:

Ayyy = —; (1 + 1= 27r1r2)

— 0\ = iﬂ:i\/—;(um—wmm)

Die Losungen sind Frequenzen s; mit A\; = 2 s; solange der Ausdruck unter der Wurzel
negativ bleibt, was fiir folgende Massenverhéltnisse erfiillt ist:

Diskriminante>o
—

1—27riry >0
m
— s =4,0-102~
Ha m+ M.
m
Literatur: —————| =3,8-1072
1teratur m M. ,

Damit sind Lagrange-Punkte £4/5 stabil und es gilt 0 < p, < p¢ =4-1072.
In beiden Fillen ist die Losung oszillierend, da A < 0. Als Losungsansétze ergeben sich
dann:

4 4
& = > Cicos(sit) + Y S;sin(s;t)
4 4
n = Y Cicos(sit) + > S;sin(s;t)
Mit der weiteren Annahme C; = C; = S; = S; mit der Ausnahme fiir ¢ = 1 separiert man

den langperiodischen Losungszweig und selektiert somit eine Mode s = s;:

¢ = Ccos(st)+ Ssin(st)

n = Ccos(st)+ Ssin(st)
— ¢C —nC = (C’S - C’S) sin(st)
£S—nsS = (Sé - S’C’) cos(st)

Insgesamt ergibt sich durch quadrieren und addieren eine Gleichung zweiter Ordnung;:

& (824 C?) 4+ (5 + C*) — & (S5 +CC) = (5C — C5) (284)
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Die oszillierende Bewegung um die Lagrange-Punkte hat obige formale Beschreibung.
Berechnet man die Eigenwerte dieses Systems, so ergeben sich die Halbachsen der
Bewegung.

(52 +C?) (SS+CO)
(S5 4+CC) (S%+C?)

ALV
o

Setzt man die Ansétze fiir eine Schwingungsmode in die linearisierten
Bewegungsgleichungen ein, so beno6tigt man ihre hoheren Ableitungen.

€ = Ccos(st) + Ssin(st) 1= C cos(st) + Ssin(st)
£ = —sC'sin(st) + sScos(st) 7 = —sCsin(st) + sS cos(st)
£ = —s*Ccos(st) — s2Ssin(st) i) = —s2C cos(st) — 525 sin(st)

Nach dem Einsetzen ergeben sich die Koeffizienten zu:

~ 23151 + @gyCZ ~ 28101 - <I>2ySZ
C=Tooa, YT e —e (285)
? vy vy

]

Sind die Frequenzen rein imaginér, so gibt es keinen Effekt. Jedoch bei reellen
Frequenzen treten Storbewegungen auf.
Bei Ly4/5 liegen instabile Bewegungen vor mit 7¢ < r; < 1/2und d <0, d =1—27ryrs.

A = —;(1:“/&)_;(—&\/3)

1
mit Vd = ia = A= (-1+ia)

Damit ergibt sich fiir a = v —d = /27rirs — 1 < @ = 2,398 folgendes A:
AN = VA= +if,  Vk=1,..,4

Betrachtet man nun den R\, so ist das System hamiltonisch, wenn Y, RAx = 0.

5.1.3 Nullgeschwindigkeitskurven

Wie der Name sagt, beschreiben die Nullgeschwindigkeitskurven Kurven, auf denen die
Geschwindigkeit des Korpers Null ist. In Abhéngigkeit des Potentials ergeben sich
verschiedene Formen von Kurven.

2

% + Qepp(7 = C(7)
2

:%:C—%ﬁZO

Der erste Term auf der linken Seite ist positiv definit. Die Grenzkurven verschwindender
Gescwindigkeit mit v? = 0 sind damit gegeben durch:

C(zo, Y0, 20,71) — Pesp(z,y,2,71) = 0
— Co = (I)eff (286)
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Fiir das Potential allgemein galt nach (257):

(x—m)* y* 1o n
G, =C = " ¥ %
;r=C 2 2 R S
- R? r2 r r
z=0  _ v oz on
- Tttt 5 TR

R2 T1 T9

R - = 1_ _ _“

y ~ g9 -3

Mit der Ndherung R < 1 bzw. R — 0 erfolgt die Bewegung nahe dem Primérkérper.
Damit werden alle r{-Terme klein und kénnen vernachléssigt werden.

T2

R
Daraus ergeben sich Kreise als Kurven, da R eine konstante Grofle ist.
Zusammenfassend tritt folgender ,,Zoo“ von Kurven auf.

Cepp = C =

—_

. P(z,y) < D(Ly) = Kreise um die Primérkorper

. P(Ly) <P < P(Ly) = liegende Acht (00), Birnen
3. ®(L£y) <P < P(L3) = Hufeisen

. ®(L3) <P < P(Ly5) = Kaulquappen

5.1.4 Nichtlineare Phéinomene der DKP-Bewegung

Bei der Betrachtung nichtlinearer Phanomene werden bei den Ableitungen des
Potentials in (269) hohere Ordnungen mit beriicksichtigt. Als Folge davon werden die
charakteristischen Frequenzen s; noch von den Zustandsgroflen € und n abhédngen. Die
Orbitgrofle der Libration hat dann auch Einflul auf die Frequenz.

T(e,Z) = Tor(p) + Pex,...,;r)  Horns Theorem (287)

Hierbei ist P(u, €) analytisch (Cauchy-Riemann) und somit in eine Taylorreihe um e
entwickelbar.

Zusammenfassung: Eingeschrinktes DKP
1. Existenz des Jakobi-Integrals

2. Es gibt 5 Fixpunkte, die sogenannten Lagrange-Punkte.
—> Losung des eingeschréankten DKP

(a) 3 kolineare Punkte Lq, Ly, L3 liegen auf der Achse der Primérkorper und sind
instabil.

(b) 2 tringulare Punkte L4, L5 sind stabil fiir r; < 0,04. Es existieren

Librationsbewegungen, die langperiodisch mit s; ~ %\/ 27ry und

kurzperiodisch mit sy ~ 1 — %71”1 sind.

3. Fiir r; < r¢ ergeben sich die Nullgeschwindigkeitskurven, die gute Anhaltspunkte
fiir die Bahnen der Bewegung sind. Dabei gibt es folgende Formen:
e Keplerbahnen C' < ¢ — %
e , Hufeisen“

e . Kaulquappen® (Librationsellipse)

66



5.2 Elliptisches DKP

Hierbei gelten die Annahmen ry =1 — ry < ro & 1. Nimmt man nun an, daf} die beiden
Primérkorper eine pulsierende Bewegung vollfithren, so ist eine Normierung D = 1 nicht
mehr moglich. Der Abstand zwischen beiden Priméarkérpern D ist natiirlich wieder
durch das Zweikorperproblem (ZKP) beschrieben:

D—-0?D = —ﬁ
(i(DQQ) = 0

(#9)" = w(=e)

wobei hier die Halbachse des ZKP wie gehabt ap = 1 normiert wurde. Dann gilt die
folgende Bewegungsgleichung;:

—

Rt GxBrodxBex (Gx (B-ra)) = —Vog (288)

Mit der Normierung aller Langen gemif R = D§ — wobei § normierter Ortsvektor des zu
beschreibenden Testeilchens ist — folgt dann:

Ds +2D5 + D5 + DG x §+ 20 x (D5 + D5)
~D(Gx (@x (F-na))) = —Vog
Weiterhin gilt r; 4+ ro = 1 und somit 1 D(t) + r2D(t) = D wobei wie immer gelten muss:

Ho 1

T = To =
R 2T 14

Entwickelt man nun die Vektorproduktterme der Bewegungsgleichung, setzt das
Keplerproblem ein

.. L? 1 d 1—e?
D= —-- —(D*Q) = D=—— 2
D3 D2 7 dt< ) 0 1+ecos f (289)
so ergibt sich mit
£
=1
¢
das Gleichungssystem fiir das elliptische DKP:
. 0. . , [ D?
D¢ — Dﬁg —2DOn —Q T 625 —rmD| = —0,%¢ (290)
L Q. ., D?
Dij — Dﬁn +2DQ¢ — Q 2" = —0,%P¢ (291)
DC = —0.%¢ (292)

67



Leitet man nun nicht nach der Zeit sondern nach der wahren Anomalie ab, so ergibt sich:

d  dfd d .
a_,4dd _qc — Q¢
@ arar rap T Tk

él' _ QQlfl + 9251/

Setzt man dies nun in die obigen Formeln ein, kiirzen sich einige Terme raus und es

verbleiben:

¢ -2~ (12t -n) = R

1 —e2

D
77”+2§/—<1_6277> = by
(”+(1—1_€2)§ = F,

Fiir die Terme der Gravitationskraft erhalten wir (Division von D etc. in Gln.

(297)-(299))

B} 1 7 (Z—é) D z
Bore = “pep \" @ ) T gy \2m T
mit n*a® =p=~v(M+m)=
o D Z S

(293)

(294)

(295)

Bringt man all Terme auf der linken Seite, die nur Koordinaten (&, 7, () enthalten auch

auf die rechte Seite, kann ein Quasi-Potenzial formuliert werden:

D(f) ((g—m(uecosf))?+r2+r1+n>

b, = —
1—¢e2 2

mit dem die Differenzialgleichungen letztliche lauten:

0%,
23
0P,
on
0P,
a¢

éﬁ _ 277/_ _

/r’// + 25/ —

CH —

®, ist somit indirekt zeitabhingig, da f = f(t). Eine Ahnlichkeit mit dem
Jakobi-Integral ist schon zu erkennen. Benutzt man nun:

$,(R) <~ Q. Vo,
0,

dd.(f,2) = 57 df + d7- Vo,
= dq)e /
7.V0, = T o'
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und geht komponentenweise Ahnlich wie beim eingeschrinkten DKP vor, so erhilt man
fiir das Potential:

] 1 2 772 (&1 T
P, = —(1+ecosf) §(§—r1(1+ecosf)) —l—;—f-;—i—;
e,r1k1 1 DKP
:> @ez—i
1+ecosf 7
d 5/2 T]/z </2
Sy S e, = —
df<2 Tt T ¢
2
— e, = —/dfcp;

Damit ergeben sich auch hier analoge Darstellungen:

2 .
5+ 0T (1= 2ecos f) = C (%, %)

(300)

CIDeDfIJfP = (1+2ecos f)C =C,

Fiir das elliptische DKP bleiben die Lagrange-Punkte und ihre Stabilitdtseigenschaften
erhalten. Auch hier erweisen sich Storungen als kleine Schwingungen. C, oszilliert um C
und die Nullgeschwindigkeitskurven pulsieren.
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6 Das Hill-Problem

Das eingeschrankte DKP wird in folgender Weise modifiziert (hier anhand:
Planet-Satellit-Teilchen), um das Hill-Problem zu gewinnen:

1. Verschiebung des Koord.-Ursprung = Sekundérkorper (Satellit)
2. Entwicklung des Planetenpotentials
Ausgangspunkt sind wieder die Gleichungen des DKP:

—1
P2 = (p—py)— 2t _n@=l

R3 S3
. . 2y ™y
Y+ 2 y_iRg_ﬁ
. T2 r
T <R3+S3)

in denen wir den Ursprung des Koordinatensystems & = x — 1 verschieben, womit sich
fiir die x-Komponente ergibt:

- ; o TQ(l"‘j) Tl.{i’
T—2y = (1+x—r1)—T—g3
R = (1+2)°+ 5+ 2

S* = P+t

Im Folgendem werden wir der Einfachheit halber die , Tilde* weggelassen.
Das Potential des Zentralkoérpers (Stern/Sonne, Planet) lautet:
r 2 —1/2
<I>p:—]§:—7“2{(1+:r;2) +y2+22} )

welches wir um die Position des Sekundérkorpers entwickeln und erhalten:

L
ily! Oz, 0x; .

0P
b = 0(0)+ Y 00|

7

2
Man beachte, dass am Entwicklungspunkt (0,0, 0) fiir die Absténde gilt: R = 1;.5 = 0.
Damit erhalten wir:

0

L 0 nlew) 00|
Ox R3 Ox |,
a;;pzp — —2ry; a;ip — Ty 0;3)213 — Ty
0
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Mit ro = 1 — 1y ergibt sich dann fiir die rechte Seite:

o
_381: = —roF2rx=—(1—-r)(1—-22)=—-14+2x+nr
x
0P
— a—yp = —Yy+ny (302)
0
(303)

— man beachte, dass in Gl. (301) die ersten Ableitungen des Zentralpotenials nicht
notwendiger Weise verschwinden — erst wenn man die Zentrifugalbeitrdge hinzunimmt,
hebt sich die Kraftwirkung auf.

Das Zentralpotenzial lautet nun linear genéhert:

D, = ro(x —1) — 192 + %yg + %yg . (304)

Die Komponenten des Gradienten lauten damit:

oD
—a—; = 2 —14nr (305)
O
“Gr = —ull-m) (306)
oD
—7ayp = —2(1—7’1) (307)

Das eingesetzt in das DKP-Gleichungssystem lautet damit

r(z—1)

42 = —%f + O(r)
Stz o= —z% + O(r) (308)

wobei zu beachten ist, dass die vernachlissigten Ordnungen nur Terme riz; betreffen,
mit z; = z,y,z — 0. M.a.W. auf die Gravitationsterme z;/5% ~ O(1) trifft das nicht zu,
da alle Absténde |z;|, S — 0 sehr klein sind. Das Effektivpotential lautet (Leistungssatz
und Integration)

3 22 n
By = OS24 T
r= s+ o - (309)

Damit Formulierten wir — wie iiblich — iiber den Leistungssatz das Jacobi-Integral fiir
das Hill-Problem

— 4+ oy = C (310)
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6.1 Librationspunkte & Nullgeschwindigkeitskurven

Auch hier verschwinden an den Fixpunkten alle (auch hohere) Zeitableitungen von
x,y, z, wo mit Gln. (308), wie im eingeschriankten Dreikdrperproblem, gelten muss

Voéy =0 . (311)
Aus der y und z Ableitung liest man sofort ab, dass die Lagrange-Punkte bei y = 2 =0

liegen miissen — also eine Situation wie bei den ko-linearen des vollstéandigen DKP’s
vorliegt. Bleibt die x-Komponente der verschwindenden Kraft

T T

wobei das Verschwinden der eckigen Klammern

r
-3 + E =0 (313)

was uns zur Hill-Skala bringt, die wir auch schon im DKP bei L/, gefunden hatten.
Man muss nun die Félle x > 0 und x < 0 unterscheiden und man erhélt

) /3
xl/inh:i{S} . (314)
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