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Nooohkown

0. Einleitung

Die barometrische Hohenformel: Betrachte eine Luftsaule mit 1cm? Quer-
A schnitt. Auf der ganze Sdule herrsche die-

: selbe Temperatur T. Die Schwerkraft auf
Schicht der Dicke s. Man schreibe

p-g-s

Wobei

p: Massendichte des Gases
g Die Erdbeschleunigung
s: Dicke der Schicht

Welches die Druckeinheit (Einheitsquerschnitt) beschreibt.

Die Schicht wird getragen von der Nachbarschichten = Druckdifferenz zwi-
schen x und x + s entspricht der Schwerkraft/Querschnitt der Schicht

p(x) —p(x+s)=p-g-s
= im Kontinuitdtslimes s — 0: ap(x) =—p-g

Alternative Formulierung: Druck an der Stelle x der Luftséule ist:

d
P = [ g p@dr & —pl) =-p()-g
X
R-T
Ideales Gasgesetz: pV = NRT oderp = p - ——

M
Mit M ist Molekulargewicht
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dp M-g d Mg
Aus dx grr P = aln(l)(x))—_ﬁ

Mg mg
= px) =p,-ex (——-x) e plx) =py-ex (——-x)
p bo p RT p Po p kT

po Sei der Druck am Boden

Beispiel: Fir Luft ist der Wert ist die halbiert in einer Hohe von 8,7km. In
der barometrischen Héhenformel sehen wir einen Wettbewerb zwischen po-
tentieller Energie E,,,, = M - g - x und thermische Energie Er = R - T. Mit

der Avogradozahl N, k6nnen wir auch schreiben

Mg  mg-Ny mg
RT * T hkeT -N,* " kgT™

wobei kg - T die molekulare thermische Energie darstellt.

Molekulares Bild: Luftteilchen stoen standig gegeneinander und fiih-
ren dabei sogenannte Brownsche Bewegung aus.
Betrachte ein Volumen V der Schichts. Der Teil-
chenstrom durch die Oberflache S hangt mit der
Konzentration C(x, t) zusammen:

Laut Gausschen Divergenztheorem

%ﬂfvc(x,t)dv= —ffsj(x,t)ds é—fffvf—xj(x,t)dlf

0 0
= Kontinuitétsgleichung: T C(x,t) + P jlx,t) =0

Der Teilchenstrom j(x, t) hat zwei Beitrage:
Q) Driftterm aufgrund einer duBeren Kraft F,,.(x) = —V'(x), hier
Schwerkraft:
Jarire = C - v ,wobei v die lokale Geschwindigkeit des Teilchens ist

Im Uberdampften Fall: yv = F,,; = —%V(x), wobei y die Rei-

bung sei.

C(x,t) d

(x )__V(x)
dx

= Jariee(x,t) = —
Teilchen bewegen sich in Richtung von F.
(i) Thermisch angeregte Zufallsbewegung fuihrt zu einem Konzentra-

tionsausgleich
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d
. t) =—K -— t
= ]drlft(x' ) Ox C(X, )

Das heift, dass aus einem Volumen mit hdherer Konzentration
strdomen mehr Teilchen aus als ein. K sei die Diffusionskonstante.
Alle Terme zusammen ergeben die Fokker-Planck-Smoluchowskigleichung:
0 (V(x)

d 0 9]
%C(X,t) = —a](x,t) —a T‘FK&)C(X,t)

Schwerkraft: V(x) = —mgx; y = mn, wobei n die Viskositét sei

N iC(x,t)zi(gH{-i) C(x, 1)

at dx \n 0x
0
tationdr: —C(x,t)=0
Stationdr 5% (x,t)
g d
= - st(x) =—-K- a Cst(x)
gx
= Cy(x) =N -exp (— K_TY)
Mit der Einsteinrelation
P kgT
= -

Folgt genau die barometrische Hohenformel

mg
Cy(x) = Co - exp (‘ Cky T X)

In der Luftsdule mit Einheitsquerschnitt, da p(x)~Cy(x). In der Realitat ist
die Temperatur eine Funktion von x.

Was ist die Losung der Fokker-Planck-Smoluchowskigleichung fir konstante
Potential und Cy(x) = Cy - 6(x)?
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2

0 9]
aC(X,t):K'a—xZC(x,t)
2

~ ad° . )
L: u-C(x,u)=K- ﬁC(x, W) + Cy - 5(x) {nach Laplace

tranformation
. e — kL2 . F nach Fourier-
FoowClew Kie? - €7 (k,w) + Go {tranformation
A x _ 0 =1¢...
= C(k'u)_uﬂ(kz IL70)
= C*(k,t) =C, - e KK*t |F~1()
= O ) = s Gaussfunkti
= . e «—
X, T exp oy aussfunktion
C
to
/k
X

Die barometrische Hohenformel ist ein Beispiel fur eine Gibbs-Boltzmann
Verteilung im Gleichgewicht. Wie wir gesehen haben, entsteht sie aus einem
Nichtgleichgewicht durch die mikroskopische Dynamik des Gases.
Gleichgewicht heif3t, dass sich in einem Experiment die Systemgréfien
(Druck, Konzentration, etc.) zeitlich nicht andern. Im Beispiel der Fokker-
Planck-Smoluchowskigleichung heift Gleichgewicht mathematisch die Be-
trachtung des Limest — oo beziehungsweise t > (Kk?)™1, wobei k dann
die Inverse einer typischen Langenskala ist. Praktisch heif3t das, dass Gleich-
gewicht dann erreicht ist, wenn sich das System langsamer verandert, als die
Dauer des Experiments. Eine dimensionslose Zahl ist die Deborah-Zahl
Typische Relaxationszeit des Systems

Zeitskala des Experiments

Hier bedeutet Relaxation das Wiedererreichen des Ruhezustands nach einer
Storung. Beispiel: Pitch-Drop-Experiment: Ein tropfen féllt zirka alle 10
Jahre.

Statistische Physik

Hier betrachten wir System, die in der Regel von der GréRenordnung 1023
Teilchen enthalten. Wir werden fir solche Systeme allgemeingultige Gesetze
herleiten, obwohl wir den Zustand jedes einzelnen Teilchens nicht kennen. In
der klassischen Mechanik kennen wir auch Aussagen fiir beliebig viele Teil-
chen, zum Beispiel den Impulssatz eines Systems von Massepunkten.
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Hingegen sind exakte Losungen bereits fir ein Dreikorperproblem im Allge-
meinen nicht moéglich. Die statische Physik beruht auf mathematisch-physi-
kalischen Prinzipien und enthdlt die Aussage der Thermodynamik, welche
selbst eine axiomatische Struktur hat, welche aus experimentellen Beobach-
tungen heraus aufgestellt wurden.

Die klassische Mechanik ist vollstdndig reversibel. Dies widerspricht aber
unserer Intuition thermodynamische/makroskopischer Systeme. Auch dafur
liefert die Statistische Physik Begriindungen.

1. Mikrozustand, Phasenraum und
Liouville-Gleichung

Aus der klassischen Mechanik wissen wir, dass ein System mit f Freiheits-
graden einen 2f-dimensionalen Phasenraum aufspannt. Die generalisierten
Koordinaten und Impulse sind dabei im Allgemeinen eine Funktion der Zer-
teilung. Der Phasenraumvektor I’ = (q1, -, 45, P2, -, Pf) ZU €ineM bestimm-
ten Zeitpunkt bezeichnet einen Mikroszustand des Systems, in denen als
die p; (Impuls) und g; (Ort) aller Teilchen bestimmt sind. Der Makrozustand
eines Systems hingegen wird durch wenige thermodynamische Zustandsgro-
Ren (Druck p, Teilchenzahl N, Temperatur T, etc) definiert. In der Regel ent-
sprechen viele verschiedene Mikrozustédnde einen gegebenen Makrozustand.
Ein Ensemble von Mikrozustanden ist ein kollektiv von Systemen, die alle
einen gegebenen Makrozustand entsprechen, die mikroskopisch jedoch ver-
schieden sein kénnen.

Ein Ensemble kann im Phasenraum durch die Dichte seiner Mikrozustéande
beschrieben werden: daher teilen wir den Phasenraum in kleine, endliche

Volimchen
f

ar = | [1ag;,ap

i=1
Auf. Jede Zelle wird durch einen Vektor fn beschrieben. p,, ist die Wahr-
scheinlichkeit, einen bestehenden Mikrozustand im Volumen T, zu finden.
Es gilt, dass normiert )., p,, = 1 ist.

-

Im Kontinuum: Al -» dI' , fn T , p,- dp(f‘)

Wahrscheinlichkeitsdichte des Ausgangszustands sei dann definiert
po(®)=gep® = [ po(B)ar=1
1"1...1'*/,
In der klassischen Mechanik kennen wir den Zustand eines Systems genau,
das heit es sei p, = §(T' — I, wobei T, der komplett definierte Mikrozu-
stand ist.
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Die Liouvillegleichung
Der Ausgangszustand po(f) wird sich mit der Zeit verandern. Was ist die
Bewegungsgleichung fur den Zustand p(f, t) mit dem Ausgangszustand

p(T,to) = po(T)? Mikrozusténde verandern sich zwar, sie kénnen aber we-
der verriickt noch erzeugt werden und erfullen somit die Kontinuitéatsglei-
chung:
a = — - -
ap(f', t)+ V- 9(T) - p(T,6) =0
Wobei
= d a o f] o
Ve-() = <a, e ap T apy (---)> sei die Divergenz
3(T) = (44, -, G, B1, - Py ) Sei der Geschwindigkeitsvektor

Die Dynamik wird durch die kanonische (Hamilton) Gleichung definiert:

_0H . 0H
) ) qi - apl ) pi - aql
B(T) - p(T, t) ist die lokale Stromdichte (Wahrscheinlichkeitsstrom)
d 4 0
In Komponenten: 0= a—'[; + (— (p-q)+ (P : Pi))
. pi
it 2 ( ) dp 0H 0%H
i p-q;) p- +p-
aql ' a% apl a% apl a%api
¢ 2 )= 0 ( oH ) dop OH 0%H
un — | =5 "5~ '
apl PP =50 7P 5, op; 9q; " 0q.9p;
f
Man setze ein + (— (p-q) (p pl))
i=1
f
ap N ((')p aH azg
ot aq; apl q:0p;
ap o 92 )
ap; 9q;  *-Baiom;

f
9 op O0H dp OH
_9 ( p OH  Oop )

ot " £i\dg; Op; dp; 04,

_9dp
P01sson
klammern

Wodurch die Liouvillegleichung hergeleitet wurde
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dp

Interpretation im Phasenraum

. dq; Das infinitesimale Phasenraumvolumen
pé; «—> drI’ bewege sich in einem kleinen Zeitin-
pif g g Idpf tervall 5t. Dabei wird es deformiert und
dq; ﬁ : es ist dan?c_h arr:L P.uglzt+ 006t
Dil---1-- Idpi G=4T
E | pi =p; + p;i6t + 0(5t?)
1 gelegen.

q; q; C_])é,
Die auf g;, p; projizierte Kantenlangen des neuen VVolumens sind

2q;

dql =dq; + — - dq;0t + 0(5t?)
aq;

dp; =dp; + a; -dq;6t + 0(6t°)
i

In erster Ordnung wird somit

f
dr’ = 1_[ dpldgq
i=1

f
aq; ap;
=1_[dpidql- 14 dise 4 a—pl& + 0(6t?)
i=1

aq; pi
_ 02H _ 02H
dq,;0p; 0q;0p;

B

o o

—| Tapidq; (1 0(5¢
| [ a1 5 ™ adiom + O )>

=| [apida,(1 + 0(5t2)

‘l\nll
[y

i\ﬁn'
B

i=1
Wodurch der Phasenraumvolumen lokal immer erhalten bleibt. Daraus folgt
das

Liouville-Theorem:

Die Phasenraumdichte p(T', t) verhalt sich wie eine inkompressible Fliissig-
keit. Nebenbemerkung:
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0
a—'[t) = {H,p} kann auch als d_l[t) =0 geschricben werden

% ist die totale- oder Materiealableitung.

Bemerkung 1: Im Gegensatz zum infitesimale Element dI" kann ein endliches
Phasenraumvolumen groRe Anderungen erfahren ein zusammenhangendes
Volumen wird aber aufgrund der Kontinuitat der Bewegungsgleichungen im-
mer zusammenhangend bleiben

@ 35

Bemerkung 2: Das Ensemblemittel
(0) = jO(pi,qi) -p(pi,qi, t) dT

r
Einer physikalischen Observablen O erflllt die Bewegungsgleichung

d
7(0) = (t0, 1}

Denn

d ap
a(o) = ]Fa -0(q;,p;) dT

ZEf(g—;Z—Z—s—;Z—Z)-O(qi,padr [ 15 == s

Z 00 0H 00 aH) ir
r\0p;0q; 0q;dp;

- j p - {H,p}dr = ({0, H})

Bemerkung 3: Ein Gleichgewichtszustand eines Ensemble entspricht der Be-
dingung
0Peq

=0
ot

Diese ist aber erfullt, wenn
peq(qir pi) = p(H(qi: pi)) = {peq(H): H} =0

Ist konstant auf Oberfldchen konstanter Energie H.
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Skript Theoretische Physik 1V (Ralf Metzler), 1. Mikrozustand, 13
Phasenraum und Liouville-Gleichung, 1.1 Erwartungswerte und
Ergodentheorem

1.1 Erwartungswerte und Ergodentheorem
Beispiele fur Observablen sind

Foo5

. p;
0=0(;q)=0(T) = E —27;1_
i=1 "

Die kinetische Energie oder

f
0 =p@) =) 8G-d

Die Dichte im Raum vom Punktteilc_hen. Neben solchen Ensemblewerte
(Scharmittel) kdnnen wir auch Zeitmittelwerte definieren

_ 1 t+ty .
O(t, ty) = t—f o(T)dr
M Jt

Diese Grol3e fluktuiert von Messung zu Messung. Man erwartet, dass diese
Fluktuationen abnehmen, wenn die Messzeit t,, wachst. Dann konvergiert

das Zeitmittel zum Wert
t+ty

1 >
Oyx = lim — O(F) dt

tM—)oo tM t

Das Ensemblemittel bei{O) wird dann durch das Zeitmittel immer besser an-
genéhert. Voraussetzung ist aber, dass der Prozess selbstmittelnd ist. Das
heif3t, dass in der immer langer werdenden Messzeit, der gesamte Phasenraum
explodiert wird und so alle Mikrozustéande ersetzbar sind. Dies ist nicht im-
mer der Fall, wie wir unten sehen werden.

Ergodentheorem:

Kasten i Kasteni + 1

Betrachte folgendes System: Verteile N identische Kugeln zuféllig in die
Késten i. Die Ensemblewahrscheinlichkeit eine bestimmte Kugel im Kasten

i zu finden sei (p;) = % Alternativ betrachte eine einzige Kugel, die zufallig
nach links und rechts springt. Die Zeigemittelte Wahrscheinlichkeit die Kugel
im Kasten i zu finden, wird p; = % Wir erwarten, dass

Jlim (p;) = lim p;

Kommt die Phasentrajektorie eines Systems jedem Punkt des zugéanglichen
Phasenraums des Ensembles beliebig nahe, so ist das System ergodisch, und
wir haben fiir eine allgemeine Observable, dass
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Skript Theoretische Physik 1V (Ralf Metzler), 1. Mikrozustand, 14
Phasenraum und Liouville-Gleichung, 1.1 Erwartungswerte und
Ergodentheorem

t+ty

lim O(f) dt = fO(Qi:pi) - p(qi, pi, t) dT
r

ty— 0 ¢

Sei das Ergodentheorem. Ein Mathematische Beweis ist nur fiir ausgesuchte
Systeme mdglich.

Irreversibilitat: Jedes Hamiltonische System ist invariant unter Zeitumkehr,
es ist reversibel. Makroskopische Systeme hingegen sind aufgrund unserer
Erfahrung nicht reversibel. Ein makroskopischer Gleichgewichtszustand
stellt sich meist relativ unabhdngig von genauen Anfangszustand po(f') mit
den gleichen Werten ein.

Zustand zuriickkommen.

(1.) Theoretisch kénnten wir alle Teilchen durch Umkehr aller Impulse zu
einem Zeitpunkt nach po(f) zurlckfuhren. Praktisch ist das nicht pra-
zise genug moglich
= praktische Irreversibilitat

(2.)Praktisch ist das System nie frei von Wechselwirkung mit seiner Um-
gebung
= Isolationsbedingung verletzt somit auch Reversibilitat.
= Konstant zunehmendes Informationsdefizit (iber das System.

Poincaréscher Wiederkehreinwand

Fur jedes ergodische System kann man Poincaréschen Satz beweisen: Ein er-
godisches System erreicht nach hinreichend langer Zeit wieder einen Punkt
im Phasenraum, der sich in einer beliebig kleinen Entfernung zu seinem Aus-
gangszustand befindet.

Die Ruckkehrzeit ist aber oft extrem lang. Praktische Bedeutung hat der Poin-
carésche Satz nur bedingt, wegen des konstant zunehmenden Informations-
verlusts aufgrund der Nichtisolation des Systems.

Poincarésche Widerkehrzeit fir ideales Gas
N nicht-wechselwirkende Gasteilchen im VVolumen V. Energieerhaltung sei

=2
Pi
= E=E—
—2m

l
Auf der Oberflache einer 3N-dimensionalen Kugel vom Radius R = vV2mE.
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Skript Theoretische Physik 1V (Ralf Metzler), 1. Mikrozustand, 15
Phasenraum und Liouville-Gleichung, 1.1 Erwartungswerte und
Ergodentheorem

3N 3N
2w 2 2wz 3N-1

Kugeloberfliche: A =—zR3V™' = —5 - (2mE) 2
2 Iz

Ohne Reflexion von Gasteilchen an den Wanden ist die Bahngeschwindigkeit

des Systems
1 2E

- _ -7 _

1> = m? LPL =

L

Wir stellen uns einen Schlauch um die Phasenbahntrajektorie vor. Der
Schlauch hat den Querschnitt (A x Ap)3N~1, wobei Ax ~ a,, der Teilchenra-
dius und AxAp = h aufgrund der (AxAp = 0,5h) Heisenbergschen Unschar-
ferelation. Daraus folgt, dass der Schlauch das Phasenraumvolumen uber-

streckt
SV(t) = V]t (AxAp)3N—1 = |V| -t - A3N-1

Somit sei dieser Schlauch ein Zylinder mit Grundflache einer (3N — 1)-di-
mensionalen Kugel im Impuls- und Ortsraum mit hdhe |V| - £. Riickkehr zum

Grundzustand, wenn gesamter Phasenraum tberstrichen: Rekurrenzzeit t sei
definiert durch

3N
N 2T 2 3N-1
V|-t #3212 VN . ——. (2mE) 2
'z
2-ymm - YV AV -2mrmE SN
= = .
t \/EEF% Zﬂh
3N-1
_v2nm-W 1 V2mm -V VE3
B E ﬁ% E 21h

Wobei V¥ das reduzierte Phasenraumvolumen der konstanten Energie E sei.
Die Zeitskala sei

V2mm - YV
E
Wir nehmen an, dass es 1 Sekunde Betragt. Wir nehmen an, dass
41
I'(x) ~x*e™* , E=NE , V=?-N-a8-q,’>‘1

Wobei
€ die mittlere Energie pro Teilchen und
¢ der Volumenanteil der Gasteilchen am Gesamtvolumen
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Skript Theoretische Physik 1V (Ralf Metzler), 1. Mikrozustand, 16
Phasenraum und Liouville-Gleichung, 1.2 Quantensysteme

3N—-1

/?’\/%—[-Nag -1 -V2nNmE
2rmh

3N
3N\ 2 3N
SRR

3
3N 31’4?7-["13"{[’_1' vrmé
NN .e7Z2 .
¢ 3h

Es ist aber egal, ob Teilchen A wieder am Ursprungsplatz von Teilchen A ist
Oder sich die Teilchenplétze vertauschen (Nichtunterscheidbarkeit des Teil-

chens) = Teilen durch N!
4 3N
3
sy / ’?n-ag-qb‘l-\/nmg\
> T=e2:
\ 3nh /

Fur ein Mol Helium unter Normalbedingungen findet sich t ~ 101" sek

N

~
~

1.2 Quantensysteme
Zeitliche Entwicklung eines Systems wird durch den Quantenmechanischen
Zustand |y) bestimmt. Im Ortsraum dementsprechend durch die Wellenfunk-
tion .
q.(t)
Mit Ortsvektor aller Koordinaten é(t) = : isty = 1/)((7 t). Quan-
qr(t)
tenmechanische MessgroRen sind Eigenwerte einer Observablen A:
Aln) = A, |n) wenn |n) Eigenzustand von 4 ist mit Eigenwert A,,. Fiir einen
allgemeinen Zustand |y) wird A,, mit der Wahrscheinlichkeit w,, gemessen:

wy = [(n)|? = (nly) - (Pn)

Es gilt die Normierung },, w,, = 1.
Was ist die Wahrscheinlichkeit w in einem beliebigen System des Ensembles
dem Eigenwert A,, zu messen?
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Skript Theoretische Physik 1V (Ralf Metzler), 1. Mikrozustand, 17
Phasenraum und Liouville-Gleichung, 1.2 Quantensysteme

PO =wOp® = (n|p@) . p@ . (1®|n)
N W, ZZ<n|¢(i)) p® - (p©|n)

l

= - (Zw,(i)) p® . <¢<i)|> ) )

L

Normierung: Z W, = Z Wéi)p(i) = Z (2 Wr(li)> p®
n in i n

- z p® =1
i
Wobei

=1
wy, eine bedingte Wahrscheinlichkeit sei und
p® die Wahrscheinlichkeit sei, ein bestimmtes System des Ensembles im
Zustand @ zu finden. Dabei wird der Ausdruck

5= ZW,@) p® - (p @]

l
als Dichteoperator bezeichnet. Er ist analog zur klassischen Wahrscheinlich-
keitsdichte und charakterisiert das System vollstandig.

Eigenschaften des Dichteoperators
Fur die Normierung aus () folgt

> wa= (alpln) = 1

= Tr(pp)=1
Die Spur Tr(:--) ist aber unabhéngig von der Wahl des Basissystems {|n)},
die Normierung ist also allgemein erfillt.
Mit dem Projektionsoperator 134, = |Y)(Y| lasst sich der Dichteoperator um-

schreiben zu
p= z P(i)ﬁ¢(i)

i
Istp = Pw(;) reiner Zustand, sonst ist er ein gemischter Zustand. Im reinen

Zustand haben wir die maximal mdgliche Information Uber das System
(pY = 1). Allgemein

Tr(Py0) = Z(n|¢(i)) (p®|n)

=D WOhn)- (np®)
:<:/l,(i>|¢(i>) -1

Aufgrund der Vollstandigkeit der Basis. Damit wird auch wieder die Norm
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Skript Theoretische Physik 1V (Ralf Metzler), 1. Mikrozustand, 18
Phasenraum und Liouville-Gleichung, 1.2 Quantensysteme

Tr(p) = Z p® - Tr (13¢(i)) = Z p? =1

i i

Da 13;@ = ﬁwm haben wir einen reinen Zustand, wenn
p? = p,also Tr(p?) =1

Im gemischten Zustand
p? = Z z pOpPP Py # p
i

> Tr(p?) = Z Z pOp0 . (n[p®) - (@) - (pO|n)
n o ij

- Z MOMONWICINONS <Z<¢U)|n) . (n|¢(i>)>
i,j n
- z pOp0) . (@) - (D[ ®)

Zp(l) 0 . (1)|¢o))|
<1 fur i#j
= Tr(p?) < Z p®p¥ =1
iLj
2
= im gemischten Zustand Tr(p<) < Tr(p) =1

Eigenschaften von p:
- pt = paufgrund der Definition von p
- Tr(p) = 1 normiert Tr(p?) = 1 im reinen, Tr(p?) < 1 im gemisch-
ten Zustand
- pist positiv definit, also (Y |plyY) =0 V |Y).

Erwartungswerte:
Betrachte Operator A und Basis {|n)} bestehend aus Eigenfunktion von A.
Messung vom Eigenwert 4,, geschieht mit Wahrscheinlichkeit

W = D (n[p®) - p® - (p©[n) = (nlpln)
i
Der Ensemble-Erwartungswert von A wird dann 4 = ¥, A,,w,,, das heilt

A=) Ay (lplny = Y (lpAsdn) = Y (n]péln)

oder A = Tr(pA). In einer anderen Basis
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Phasenraum und Liouville-Gleichung, 1.2 Quantensysteme

Apm = ( Al ) und  ppy, = (n|pIm)
= A Anm pnm ZATLTTL pnm
nm
Zustandsraum:

Bewegung des Quantenmechanischen Systems erfolgt im Hilbertraum (Zu-
standsraum), das Quantenmechanische Aquivalent des klassischen Phasen-
raums. Dynamik des Systems wird beschrieben durch die Schrodingerglei-
chung

ih - % W) = H |y(t)) mit [P(t = 0)) = Anfangsbedingung

Far Basis {|n)} wird |y (t)) durch die Amplituden c,,(t) = (n|y(t)) be-
schrieben.

9 _
S ih-Ecn(t)=Z(n|H|m)'(m|l/J(t)>
:Z(n|ﬁ|m) (1)

DY e

m
Welches ein lineares Gleichungssystem von praktisch unendlicher Dimen-
sion sei. Ist die gewahlte Basis aus Eigenzustande von H aufgebaut, dann gilt

ih- icn(t) = e, (D) - (— %)
d

= GaO=-3E-a® |
o ——de,(t) = i E, dt f(...)

n(t) h
=N j n(t)dcn(t) ——E Jdt
= ln(cn(t)) = %Ent + Ceonst  lexp(--+)
o Cn(t) = gCeonst . e_%'Ent |eCconst - Cn(t = 0)

> ¢, (t)=c,(t=0)- o HEnt
= e FE - (nfy(t = 0))

Woraus eine periodische Bewegung im Phasenraum folgt. Im Allgemeinen
sind die Energieeigenwerte nicht kommensurabel, es entsteht eine chaotische
Bewegung.
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Phasenraum und Liouville-Gleichung, 1.2 Quantensysteme

VVon-Neumann-Gleichung:
Was ist die Bewegungsgleichung von p?

6_ p= Z [p®) . p® . (@]
. , . | .
= z <<& |1/J(z))> pW - (YO| + [p®) - p® '§(¢(1)|)

1 . P B,
- Z (E Ap®) - p® - (p®] — [p®) . p® = <¢(1)|H)

i 0
=PpH ——Hp

~h 7
AP
= th- = p = [H,p]

Welches der Stationare Fall sei, wenn der Kommutator verschwindet. Also
p = p(H), analog zum klassischen Fall.
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Ensemble, 1.2 Quantensysteme

2. Mikrokanonisches Ensemble

Wir definieren einen Makrozustand M durch Angabe der thermischen GréRRen
(Energie E oder Temperatur T') und der verallgemeinerten Arbeit, welche wir
aus den infinitesimalen Betrdgen J;dx; erhalten. Zum Beispiel

Kraft | Auslenkung

p Druck V Volumen

u Chemisches Potential N Teilchenzahl

F Spannung L Lange

H magnetische Feldstarke M Magnetisierung

Im Folgenden betrachten wir drei Klassen von Systemen

Reservoir Reservoir
S SE S 6E,6N| S
T — T,u —
Mikrokanonisches Kanonisches System: | Grol3kanonisches
System: System:
Mechanisch und adia- | System S im thermi- | Energie und Teilchen
batisch isoliert: Ener- | schen Kontakt mit kdnnen mit dem Re-
gie E und Auslen- groBem Reservoir R, | servoir ausgetauscht
kung x; sind festge- | welches eine Tempe- | werden. Chemisches
legt: ratur T vergibt. E Potential und Tempe-
wird zwischen R und | ratur sind durch Re-
S ausgetauscht servoir vorgegeben.
M = (E, %) M = (T, %) M= (T,u,%x)

Im mikrokanonischen System ist also die Energie (innere Energie) des Sys-
tems vorgegeben. Das dem Makrozustand M = (E, X) entsprechende Ensem-
ble bewegt sich also auf einer Hyperflache konstanter Energie im Phasen-
raum. Nehmen wir an, dass sich das System in einem stationaren oder Gleich-
gewichtszustand befindet, so wird die Wahrscheinlichkeitsdichte (,,statisti-
sche Verteilungsfunktion®)

p(F) =5 6(n (")~ F)
(Die Tilde steht da, weil es spater noch einmal um skaliert wird)
H ist die klassische Hamiltonfunktion des Systems: {5(T"), H(T)} = 0.

Z mikro 1St der Normierungsfaktor (Zustandssumme).

1

Im Quantenmechanischen System haben wir analog
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Ensemble, 1.2 Quantensysteme

P

-8§(A-E)

p=

mikro
Laut Normierung gilt: f p(ﬁ) dl=1 und Tr(p) =1

Im Quantenmechanischen System erhalten wir die Normierung als

Z ko = T (6(ﬁ - E)) Jeder Zustand mit Energiewert E tragt zu Z o
bei. Durch Integration folgt

AE AE

E+5 E+5 R
f sy Do AE = fE e T (6(H - E)) dE

2 2

Als Basis wihlen wir die Eigenzustande |n) von H mit Eigenwerten E,,:

AE

AE
j 1y Zuikeo dE = Z j g SCn = E)AE = ANpuinae(E, E)
n 2

Wobei ANy, g:nde (AE, E) sei die Anzahl der Zustdnde im Intervall zwi-
schen AE und E. Man betrachte die Division durch AE und der Grenzuber-
gang AE - 0:

AN; Zustinde __ dn Zustinde (E )

Ziikro = Jim — dE

Dieser Zugang soll nun auf dem klassischen Fall tibertragen werden. Wir for-
dern also, dass

Z ko = j §(H(T) — E)dr

AE AE
Et> E+5 5
= 2 ikro AE = j ] §(H(T) — E)dE dr
AE AE
E—= B>
= AV (AE,E)

Wobei AV (AE, E) das Phasenvolumen zwischen den Hyperflachen

N AE
H(T) = Et—

Wie viele Quantenmechanische Zustdnde haben Energieeigenwerte (?) in
[E — AE/2,E + AE /2], wenn das klassische System im Volumen AV liegt?
Wir benutzen dazu die Bohrsche Quantisierungsbedingung (quasiklassische
Né&herung des Quantenmechanischen Systems).

Bei einem Freiheitsgrad ist die Quantisierungsbedingung
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Ensemble, 1.2 Quantensysteme

1
jgp(x)dx=2nh(n+§) mit n€N

und n + 1 erhoht die Flache um 2rch. Fur f Freiheitsgrade sei das Volumen

im klassischen Phasenraum
f

Ay = | | Apitia = @)

i=1

Pro quantenmechanischen Vielteilchenzustand

, AV (AE, E)
= N, Zustand — AT .
quan

Gibbs Paradox: )
Mischen von identischen Teilchen darf keine Anderung des Phasenraumvo-
lumens verursachen = die tatsachliche Zahl der Zustande wird zu
AV-(AE,E)
ANzystinde = el NI

fur f = 3N bei N identischen Teilchen. Damit sei

~ AVF (AE, E) 3N dNZustiinde
. p— i ————— . ' o ——
Zmikro = 1M = (2mh)™" - Nt —F

In beiden Féllen (klassisch und Quantenmechanisch) tritt also der Ausdruck
dNzuinde/AE auf. Wir erhalten eine vollstandige Entsprechung, wenn wir
das Volumenelement reskalieren:

1

ro»—0— .
AC = amyav

dr

Damit haben wir Z ;o = Tr (6(17 - E)) als mikrokanonische Zustands-
summe und

(ou(®)-5)
mikro — (Znh)3N . N!

als mikrokanonisches Zustandsintegral. Wir haben also die Normierung

p(H) . S(H(D)-E)
— 72  dI'=1 N7 =/
(2mh)3N - N! wobei - p(T) Z mikro
Nebenbe- 1
merkung: [(27Th)31\’ N1 dF] =1 und [p]=1
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Ensemble, 2.1 Die Entropie

Mittelwerte physikalischer Observablen sind demnach im Nichtgleichge-

wicht
_ [ A(T) - p(T)
()= (27m)3N-N!dF
AT - p(T,
Wt»:f (z(n)h)ffv(-zs? dr

Im guantenmechanischen Fall entsprechend mit der Spurbildung. Der Mak-
rozustand des Systems hangt, wie gesagt, von wenigen ZustandsgroéfRen ab.
Wir werden hauptséchlich die innere Energie E, das Volumen V und die Teil-
chenzahl N betrachten. In diese, Sinn ist Z, k0 = Zmikio (E, V, N).

2.1 Die Entropie

Shannon Informationsentropie:

Sei das MaR fur die Unbestimmtheit von Informationen. Hierbei definieren
wir X als die Menge von Ereignissen mit Index ¢ = 1,2, ..., N und Wahr-
scheinlichkeiten p,. Die Unsicherheit sei U, = 1/ p,. Man betrachte ein
Minzwurf mit M Minzen. Die Wahrscheinlichkeit, dass 0 < a < M-mal
,.Kopf* auftritt sei

=g (%) = v ()

-1

Uy = Uy = 2M sei am groBten und U; ,, = M /2 am kleinsten. Laut Shannon

wollen wir eine Funktion f finden, die monoton wachsend sein soll und ein
Mal? fiir das Informationsdefizit sein soll:

I = f(Ug)

Man betrachte nun zwei Ereignismengen X', X" mit N', N" Ereignissen, mit
kombinierten Ereignissen (a, ) mit Wahrscheinlichkeit p,. Statistische
Unabhangigkeit sei auch vorhanden = p,z = po - pg. Wir fordern, dass das
Informationsdefizit bei unabhdngigen Ereignissen additiv sein soll:

lyg=1a+1zg = Iy =k -In(Uy) = —k-In(p,)

Wir definieren nun das mittlere Informationsdefizit (Shannonsche Informati-
onsentropie):

N N
S(X) :I_:Zpa'la :_k'Zpa'ln(pa)
a=1 a=1

Montag, 07. Februar 2022 Simon Macaillan Hutton
793500



Skript Theoretische Physik 1V (Ralf Metzler), 2. Mikrokanonisches 25
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Tritt ein Ereignis mit absoluter Sicherheit auf, so sei S(X) = 0. Dies liegt da-
ran, dass lirr(l)x -In(x) = 0 sei.
X—
(N’,N”)
Additivitit:  S(X) = —k - z Pag - 1n(pag)
(a,)
(N’,N”)
=—k- z Pa P - In(pa - )
(a,)
(N’,N”) (N’,N”)
=—k- z Pa - Pp - In(pg) + z Pa - Pg - In(pg)
(a.) (a,B)
NII

N/
=—k- ZPa ‘In(py) — k - Z pg - In(pp)
a 7

=SX")+SX")

Quod erat demonstrandum
Sind die Ereignisse nicht unabhéngig, arbeiten wir mit bedingen Wahrschein-
lichkeiten:

Pap = paw "Pp = p’B|a *Pa

a und B sind nicht eingetreten, da
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N’
D bgp=1 ¥ B=12.,N"
a=1

(N,,N,,)

= S(X)=-k- Z Dap -ln(paﬁ)
(a,)
(N,,N”)

=~k ) pajp pe 0 (Parp Ps)
(a.)

NII NI
= k- Epﬁ ZPaw n(pgip)
B a
N N

+| —k- ZP{; +In(pg) 'Epalﬁ
z a

=s(x'" =1

rn

=~k > g S(X;) + 5"
7

N
mit  S(Xp)=—k- Z Patp 0 (Paip)

Mittelwert der Realisierungen

der Ereignisse 8 des Satzes X'’

Maximale Informationsentropie
Wann ist Informationsentropie maximal, das heif3t Informationsgehalt mini-
mal? Man betrachte N Ereignisse a mit p,

N N
S=—k- Z Pe - In(p,) = maximal! Mit Nebenbedingung Z Pa =1

a=1 a=1

= mit Lagrangemultiplikator A: Ersatzfunktion
N N
r_ . . . _ man max-
S'=—k 2 Pa - In(pg) + 4 (Z Pa 1) imicre S’
a=1 a=1
aS'
=—k-In(p,) —k+1=0 |[+k— 2
0pq
1
=  k—21=—k- In(py) |'<_E>
5 () =R A g lexp(--)
n pa - k - k exp
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A
= pazexp(E—1>
N
. A 1
Nebenbedingung: ZpazN - exp (E_l) =1 |N
a=1
= ep(p-1)=x In(-)
Pk )TN n
= A 1=1 <1> |+1
koW
A (1)+1 Ik
—3 —_—= —_ .
k- N
1
= A—k-ln(ﬁ)+k
4 ln(%)+1{
= Do = €Xp 7 1

-on(03) -

Maximale Entropie ist also dann, wenn alle Ereignisse gleich wahrscheinlich

sind:
N
s——k-zl-l (1)—1(.1 (V)
= v Inly) = n

a=1
Dies ist maximal, denn

928’
0p.0pp

‘ 1 1
D1=3p-PN=

Entropie des klassischen Ensembles
Man betrachte ein Ensemble mit Wahrscheinlichkeitsdichte p(T' t). Sei ein

Mikrozustand im Volumenelement AT um Punkt [, dann ist die entspre-
chende Wahrscheinlichkeit
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p(T,t) = p(T,t) - £ N = (2nh)3N - N!

5 S=—k~Zp(F,t)-%-ln(p(f,t)-%)
= —k-Zp(f, t) -%-ln (p(f, t))
—k-Zp(f,t)-%-ln(%)

r
Man erhalte dann mit der Normierung

L | AT
ZP(FJ)'W=1

r

- =k 2 (o0 (o) ()

Sind alle Systeme des Ensembles im Grundzustand fo (Mikrozustand es me-
chanischen Gleichgewichts)

. = 1 fuor =T
lim p(I,t) - Al = { 0
Ar-o0 ,0( ) 0 sonst

= p(To,t) =1 =5=0

Da im Allgemeinen aber nur Ableitungen von S in physikalischen Relationen
auftreten, lassen wir den Term k - In(AT'/V") weg.

Kontinuum: Al'-0
p f,t -In f‘,t
. S:_k.f (F,e) - 1n (p( ))dF
(2mh)3N - N!
= —k - (In(p))

k entspricht der Boltzmannkonstante kg, wie wir spater sehen werden.

Entropie des klassischen mikrokanonischen Ensembles
Esseip = Zoit, - S(H(T) — E). So sei

mikro

S=—k~j ko S(H(T)—E)- ln( ~1 L s(H(T) - E))

(2mh)3N - N!

Da f(x)-6(x) = f(0) - 6(x) ergibt sich die Formel
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dr

Zikeo - S(H(E) = E) - In (Z5k,, - 5(0))
§=-k- f (2rh)3N - N!
=—k-In ( r;i}(ro ' 6(0))

Grenzdarstellung fur die §-Funktion:

1 AE
§(H — E) = lim {ﬁ fir |- E[<—-
AE—0
0 sonst
> S=k- Al)}gr_r)l0 In(Z ik - AE)

=k -In(Zpixeo) + k- Alér_r)lo In(AE)

=const

= S=k- ln(Zmikro)

Da [Zio] = Energie™" ist, deutet (?) man sich die entsprechende Einheit
durch eine konstanten Summanden kompensiert. Bei einer Alternative Dar-
stellung, die weniger Ublich ist geht man aus von

S=k- Alé'lllo ln(Zmikro ) AE)

Wird wegen
AE

E+T
ZmikroAE f AE Zmlkro dE

—————dE dl

AzE S(H — E)  AVG(AEE)
ﬂ AE (2mh)3N - NI ~ (2mh)3N - NI

Z ko AE entspricht also dem Phasenraumvolumen zwischen den Hyperfla-
chenH = E + AE/2.
AV (AE,E) :

= S=k- ln(Zmikro . AE) =k-In m (altematlv)
AE muss hierbei endlich, aber hinreichend klein sein. Beide Formulierungen
unterschein sich nur um eine Konstante. Die Entropie als ZustandsgroRe
(Kennzeichnung eines Makrozustands M = (E, X)) hangt nur von wenigen
thermodynamischen Zustandsvariablen ab, in der Regel S = S(E,V, N).

Entropie des klassischen 2-Zustandssystems

Betrachte N Atome (Fehlstellen) in einer festen(?) Matrix. Jedes Atom hat
zwei Zustande mit Energie 0, £. System charakterisiert dual Besetzungszah-
len {n;} mitn; = 0,1, ... flir Grund- und angeregter Zustand
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N
Gesamtenergie H({n;}) =& - z n;=&EN;, N; =
i=1

{Anzahl der }
angeregten Atome

Makrozustand hat Energie E woraus folgt, dass die mikrokanonische Wahr-
scheinlichkeit sei

p({n}) =

Wobei 6y ¢ das Kronecker-Delta sei
S = {]1 , H=E
HE=10 , H#E

{Anzahl der Moglichkeiten N
0=

Q(E,N) O

Es sei
N!

Binomialkoeffizient

angeregte Zustinde unter N
Atomen zu verteilen

N!
S(E,N)=k -1 ( )
= S(EN) SAVANOEY AL
unterl;f.trlgchtun(g1 vk (N1 1 (N1)+ N-—N, | (N—l))
von Stirling un. ~—N-k-|—:-In({— -In
N,N; > 1 N N N N

e (e ) (1 ) - )

Wir kénnen aus dem Statistischen-Mechanik-Formalismus auch Information
uber einem Atom erhalten, zum Beispiel die unbedingte Wahrscheinlichkeit
Atom 1 im angeregten Zustand zu finden mit

pay= Y p(ny Sger HEZMENZD

unter N—1 _Q(E’ N)
ny,...NN Zustinde verteilt
( 0) Q(E,N — 1) (N —1)! N, ! N — N1
= = = = —_—_— — |
Pl QE,N) NI-(N—N,—-D! NI 1
_N-N; N,
N N

Entropie des quantenmechanischen Ensemble

§ =~k (In(p)) = —k - Tr(p - In(p))
Ist W,, = (n|p|n) die Wahrscheinlichkeit, in einem System des Ensembles
den Zustand |n) der Basis {|n)} zu messen, dann ist
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S=—k- > (nlp-In(p) In)
- k- Z(nlﬁln) - (n|In(p) |n)

— k- z W, - In(W,)

n
In direkten Bezug zur Shannon-Informationsentropie

Entropie des Quantenmechanischen Ensembles
S =—k-Tr(Zute) - 8(H - E) - In(Zk, - 6(A - E))

sind [n) Eigenfunktionen von A
=5(0)

S=—k- Z Zr;i}qo : 5(En - E) -In (Z;i%(ro ’ S(ETL - E))
n

=—k-In (Z;i}(ro ' 6(0))
= S=k-In(Z7t.)

mikro

Alternativ wieder §(0) durch 1/AE ersetzen
AE

E+5-
2
Zmikro -AE :j- AE Zmikro dE = ANZusti:inde (E' AE)

= S=—k- ln(zlgi}qo ’ (AE)_l) =k- ln(ANZustiinde(E' AE))

2.2 Makrozustande und Thermodynamik
Es geht um die Makroskopischen Eigenschaften von Vielteilcheneigenschaf-
ten.

Makrozustand und Zustandsvariablen
Das Makroskopische System ist ein thermodynamischer Limes: Freiheits-
grade f (Teilchenzahl N) — c. Das VVolumen divergiert so, dass die Dichte

p =% konstant bleibt. Makrozustand M bezeichnet durch Zustandsgréfien
wie Energie, Teilchenzahl, Volumen, etc.

Subsysteme und Schwankungen

Ergodisches System: p(T) beziehungsweise 5 sind stationér, Mittelwerte
uber das Ensemble oder ein einzelnes System mit t,, — oo sind gleichwertig.
Betrachte ein stationares, ergodisches mikrokanonisches Vielteilchensystem,
dass die Gesamtenergie des Subsystems viel kleiner ist, als die
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Wechselwirkungsenergie mit Rest: Zum Beispiel ist im VVolumen ~N, wah-

2
rend einer Schicht Ar der Oberflache wie Ar N skaliert.
Ar geniigend klein =  quasiabgeschlossenes System

= Zwei Subsysteme sind statisch quasiunabhéngig = furT = (fl,fz), auf-
gespalten in di(i zwei Teilsysteme folgt dann fir Aufenthaltswahrscheinlich-
keit um Punkt I' im Volumenelement dT;, dT:
dp(ﬁ) = dpl(li) dp, (f‘z)
(D)

P1(f1) dT. - Pz(ﬁz)

ey - = ey Y Gy - 4
p r 1 > >
(Znh)(313. NI N p1(l1) - p2(l2) |- 2mh)* - N
" (2mA)3N1t3Nz . N 1. N,
" QmkPT - N 9 9
< p(r):W-N!-N !'Pl(rl)'pz(FZ)
N!
N A Pl(r1) Pz(rz)
M
M Subsysteme: (F) N!. ﬂpk(rk) N = Z Nj
k=1
pk(rk)

Normiert: 1= drly

r (2mR)3NK - Ny !

Mittelwerte: Betrachte physikalischer Observablen f; = f(ﬁ-) und
h; = h(T}) im i/j Subsystem
i#j)) = fith= fi+ E und f,-h = f, - h, aus Unabhingigkeit

f(F) h(T;) - P(F)

Denn f,-h

(2mh)3N - N!
f@)-pi(T) jV(F) pi(0)
S @mr)3vi i (2rh)3N;
Pk( k)
11 | Gy
_fl T

Sei f additiv (Zum Beispiel Teilchenzahl) und unser System zusammenge-
setzt aus M makroskopisch identischen Subsystemen: Gesamtwert

M

f=ifi - f=ZE=M~fsub
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Mittlere quadratische Schwankung:
@nr=(r-f°
=D (-0 D7)
l J

=D G-R+).(i=1)- (-7

1#]
M M

=)@+ G-T7) (5 -1) = M- B

i i#j
2 _
VO @R _ e
f M- fsub
Fur genligend groRe Subsysteme ist Fehler vernachléssigbar, und die Mes-
sung eines Subsystems liefert ein hinreichend gutes Ergebnis der GroRe f.

Jedes Subsystem verhilt sich wie ein System des Ensembles: ,,Selbstmitte-
lung*

Genauigkeit einer Messung von f:

Additivitat der Entropie:

_ (8(H() — E)
Zmikro - (Zn_h)3N . N! dr

:ﬁf o(H(T) ~ E) ﬁz“)
, (2mh)3N: - N;! mikro
l

L

M M
= S=k- ln(Zmikro) = Z k- ln(zrgliilro) = Z S(i)

i i
Quantenmechanischer Fall: betrachte Fall unterscheidbare Teilchen (geht
auch allgemein)
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n)=In;) @ [ny) ® - & [ny)
> Zyiwo=Tr (6(A - E))

:ZW@_EM
=nzn ((npg] - e (g ]) - (ﬁ[a(ﬁi - Ei)> - (Ing) + oo )
=1ﬁ2<ni|s(ﬁi—Ei>|ni>

l

Thermodynamisches Gleichgewicht

Ein abgeschlossenes System ist mikrokanonisches Ensemble ist immer ein
Gleichgewichtszustand. Ein nichtabgeschlossenes System kann stationar
sein, auch wenn es nicht im Gleichgewicht ist (Zum Beispiel ein konstanter
Zu- und Abfluss von Teilchen oder Warme). Kriterium, wann ein System in
Gleichgewicht ist? Wir wissen, dass im abgeschlossenen ergodischen System
im Gleichgewicht die Wahrscheinlichkeitsverteilung p konstant sein muss.
Fur Gleichverteilung ist aber die Entropie maximal: Der Makrozustand abge-
schlossener Systeme eines Ensembles ist genau dann ein thermodynamischer
Gleichgewichtszustand, wenn die Entropie ihren maximalen Wert annimmt.

Thermodynamische Gleichgewichtsbedingungen

Beachte zwei abgeschlossene Teilsysteme, jedes im Gleichgewicht, und
bringe diese in Kontakt. Sind die beiden Systeme wiederum im Gleichge-
wicht, so sind beide Systeme miteinander ebenfalls im Gleichgewicht.

= Gesamtenergie E =E; + E;; = const

Weiter gilt V=V, +V; und N = N; + Ny
Mit Unabhéngigkeit  S=S5;+ Sy
Wir haben  S;=S;(Ey, Vi, N;) und 61 = Su(Er, Vi, Nip)

=  S=S(E, Vi, Ny, Ep, Vig, Nip)
:S(EI,VI,NI,E - EI,V - VI,N - NI)
=S(E,V, N, E|, VI:NI)

Entropie S muss maximal sein aufgrund des Gleichgewichts. Deshalb muss S
auch beztglich Ej, V; und N; maximal sein:
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as _as _as
~OE,_aV, 0N,
aS aSI aSH . aSl aSu aEH ‘EH:E - EI

0E, OE * 0E,  OE " 0Ey OEr | E=const
0s 95, Sy (9E 9F
=0 =1
as; 0S8y oSy
TO0E, 0E; ‘ 9Ey
3s, a5y
OE, 0E,

Definieren wir die Temperatur T durch

as; 05y 1 (OS) T T w
—_— = —_=|— =
9E,  0E T \9E/yy Di=Lhgupl S
enauso Iz = I 7 \gv . b1 = Pu ruc
0S5 05y u S chemisches
und SN AN, ?—(a—N)EV > BEH poential

Zwei Teilsysteme sind im thermodynamischen Gleichgewicht, wenn sie in
Temperatur, Druck und chemischen Potential bereinstimmen.

Thermodynamischer Prozess

Starte im Gleichgewichtszustand mit Zustandsvariablen E, V und N. Offne
das System und manipuliere es. Der neue Zustand stelle man wieder ein ab-
geschlossenes System E', V' und N’ dar. Drei Mdglichkeiten der Manipula-
tion: 6N, §A und 5Q. Mit § stellen wir uns kleine Anderungen vor, die aber
im Allgemeinen vom Prozess abh&ngen kdnnen. Mit d stellen wir exakte Dif-
ferentiale dar. Der Unterschied an innere Energie zwischen Anfangs- und
Endgleichgewichtszustand wird damit:

dE =6Q + A+ u- 6N

Wobei

- 8N das chemische Potential skaliert zur Anderung der Teilchenzahl.
5Q: die Anderung der Unordnung des Systems.

&A die mechanische Arbeit, die am System verrichtet wird

Vergleichen wir Anfangs- und Endzustand miteinander, dann sind die Ande-
rungen der Zustandsvariablen vollstandige Differentiale dE, dV und dN.

Montag, 07. Februar 2022 Simon Macaillan Hutton
793500



Skript Theoretische Physik 1V (Ralf Metzler), 2. Mikrokanonisches 36
Ensemble, 2.2 Makrozustande und Thermodynamik

Prozess-  Quasistatisch: kleine Anderungen werden so vorgenom-
fihrung: ~ men, dass sich das System immer im Gleichgewicht befin-
det
Reversibel: der Vorgang kann differentiell und makrosko-
pisch umgekehrt werden

Zum Bei-

Kolben Kolben
— reversibel

Kolben Kolben /
— irreversibel

Typische Phanomene der Irreversibilitat sind Reibung oder Dissipation, so-
dass ein Teil der mechanischen Arbeit, die im System gespeichert ist, im Pro-
zess in andere, nicht mehr als mechanische Arbeit nutzbare Energieformen
(Wérme) umgewandelt wird.

Infinitesimale Zustandsanderungen: )
Alle endlichen Anderungen kdnnen als Abfolge infinitesimaler Anderungen
betrachtet werden

E,2V,N - E+dE,V+dV,N+dN

wobei E,V,N undE + dE,V +dV,N + dN zwei Gleichgewichtszustande
sein sollen.

Bemerkung: Fir jede beliebige Anderung (1) von E,V, N nach E + dE,
V +dV,N + dN lasst sich ein quasistatischer Ersatzprozess (2) finden, in
dem das System immer im Gleichgewicht ist:

1)
E+dE,V +dV,N +dN

- 2)
E,V,N
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Wie andert sich die Entropie? Man betrachte das totale differential

ds = dS(E,V,N) = (as) dE + (as) v + <as> AN )
B Y T \OE V/gn ON/ gy

Information, welche GroBen konstant gehalten werden

Man betrachte einen Prozess mit dV = dN = 0 keine chemische und mecha-
nische Arbeit. Woraus folgt, dass dE nur durch eine Warmeanderung §Q ver-
ursacht werden kann. Da keine Transformation in andere Energieformen
stattfindet, ist dieser Prozess reversibel: 6Q = dQ,.,

aS " Definiti 1 (oS
= dS= (_) mit unserer Definition — = (—)
aE V,N T aE V.N
S = dQrey in diesem Sinne ist 1/T
T ein integrierender Faktor fiir dQ,,

Betrachten wir nun den Prozess, bei den dN = 0 und §Q = 0 wodurch es
,,adiabatisch-reversibel ist*
= TdS=0
aS

) 1
3 <W)E,N av = — <ﬁ>m dE = ~ = dE

Da 84 v = (05) av=L.av 1
a = — —_— = — [—
P )y TT av
p (65)
= — ==
T~ \aV/y
Norav o () av=—(2) ae=-tae
ur oN ey T TGE), T TTT
<as) AN = —Ean !
ONJgy T dN
s =~ (%)
= —=—(—
T N/ 5y

Woraus folgt, dass das totale Differential der Entropie sei
1 p 2
=—dE +-dV —zdN
ds T dE + T av T d

mit dE =TdS —pdV + udN beziehungsweise dE = dQ,., + dA + udN

Haben wir die differentielle Form des 1. Hauptsatzes, der eine Verkniipfung
zwischen den thermodynamischen Energieformen eines reversiblen Prozes-
ses darstellt.

Thermodynamische Entropie nach Clausius
istdS = dQ,.,/T. Sind diese und unsere Shannonsche Definition identisch
(Bezuglich S, T)? Da dQ,., absolut messbar ist, ist
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dSstat Tstat dSthermo Tthermo
l

Statistisches differential der Thermodynamisches differential der
Entropie skaliert zur Statistischen = Entropie skaliert zur Thermodynamischen
Temperatur Temperatur

Damit ist T, = Tihermo, 9€NUQL €S, die Entropie zu skalieren. Gleichheit zwi-
schen statistischen und thermodynamischen GroRen ergibt sich, wenn k =

ky = 1,3806452 - 1072 =4 "g und K = [T] = Kelvin.
Fur einen allgemeinen (nlcht unbedingt reversiblen) Prozess muss gelten

_1 1
d d Qrev - d QII‘I'GV

Denn flr solche Prozesse gilt dE .., < 64 (Umwandlung in Wéarme) woraus
folgt, dass fur bestimmte dE sich der Anspruch an §Q verringert.
Fur Kreisprozesse gilt damit

1 1
%ds = f?erev =02 f?inrrev

Woraus folgt, dass bei irreversiblen Kreisprozesse das System warme abge-
geben muss.

Man betrachte die Expansion eines Gases

Gas mit N wechselwirkungsfreien Teilchen (ideales
Gas, das vom Volumen V (wo es aquilibriert ist) in
Volumen V + V' expandiert und dquilibriert. Folgt
daraus eine Entropiedifferenz?

Man berechne die Entropie mittels Z,,,;.,,. Der Anfangszustand sei
Jo _ [SHE)-E)
mikro (27Th)3N N'
Der Endzustand zgﬁm finde man aus Integration der Ortskoordinaten
(E = p*/2m):

VN
1 _
Zmllkro (27Th)3N . N : J S(H(pll pz, ) - E) drp
@ _ WV+VOY
Zmzlkro (27Th)3N . N : S(H(pll pz, ) - E) drp

Da E und N konstant sind:

Montag, 07. Februar 2022 Simon Macaillan Hutton
793500



Skript Theoretische Physik 1V (Ralf Metzler), 2. Mikrokanonisches 39
Ensemble, 2.2 Makrozustande und Thermodynamik

AS = S@ _ gD
= kB . ln(ZrElZiIZro) - kB ' ln(zrglilzro)

(2)
(Zmikm)
(€Y)
Zmikro

V+V'
= N . kB . ln

|4
= AS>0

=kB'ln

Ist das System abgeschlossen, sodass dQ;,.., = 0, dann gilt damit fur die zeit-
liche Entwicklung des Systems zu jedem Zeitpunkt

dS >0
Woraus der zweit Hauptsatz folgt: Der Makrozustand eines abgeschlossenen
Systems ist durch ein Maximum der Entropie im Gleichgewicht ausgezeich-
net.

Temperaturausgleich

Zwei Korper, die jeweils im Gleichgewicht sind,
Ti, Si |_| Ty, Sy | mit Temperatur T; und Ty, sind im Kontakt mit-
einander. Die Kopplung ist schwach, also ist
eine Quasiunabhangigkeit vorhanden.

E = EI + EH

und die
S =S+ S Erhaltungssitze V=n+h
N = NI + NH

Entwicklung zum Gleichgewicht zu jedem Zeitpunkt so, dass dS > 0. Blei-
ben VVolumen und Teilchenzahl erhalten.

i OSI GSH dEI = d(E - EH)
Damit dS = (_) dE[ + <_> I
0E, VLN 0Ey ViLN =—dEy
as (1 1 ) dE; >0
= == ——
T Ty

T1<Ty = dE;> 0 Warme geht von Il nach I, bis zum Gleichgewicht,
wo Ty = Ty; herrscht.

Thermodynamische Ungleichung

Man vergleiche zwischen infinitesimalen reversiblen und irreversiblen Pro-
zessen mit dN = 0. Der reversible Prozess kann als quasistatistischen Ersatz-
prozess verstanden werden
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Energieerhaltung: dE = 6Qrev + 6Arev = 6Qirrev + SAirrev
. 6Qrev 6Qirrev
t das = =
mi T T

= 6Arev < 6Airrev
mit SA.,=dE—TdS und dQ., =TdS
= A, =dE—TdS und dQ. <TdS

2.3 Anwendung des mikrokanonischen Ensembles
Zweizustandsystem:

Energie E, N Atome mit Besetzungszahlen {n;} und Energien O, €. Die
Gleichgewichtstemperatur sei

1_(65) unser kg l ( E )
T \@E/yy Erecbnis €  \Np—E

mit Stirling

N-&

exp (kB—T) +1

= E(T)=

Und die Wérmekapazitat

E
dE 8 2 eXp (kB ¢ T)
C:d_T:N'kB'(k T>' € 2
-
 — 1
(e () + 1)
C
N * kB
T

T T

Typisch fur Systeme mit Sattigungseffekt

Energiehillen

Einsetzen der Abh&ngigkeit in die unbedingte Wahrscheinlichkeit einen Zu-
stand mit O oder E zu finden
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7] p(0)=—
M 1+ exp (—ngiT)
Sl = P (‘m;:)
p(n, =1) 1+exp(—kB—T)
T

Klassisches ideales Gas
Fiir den gilt H = 33V p2/(2m)

_(a®-E)

= Zmikro - (27Tfl)3N . N!
o = [ = [LEO
= . mikro - (27Tfl)3N . N! i m
m3N/2
- . _ 2 3N 3N
= &(E) TR f@ 2E Zyl d>"x d*"y
l
m3N/2
e 4\ _ 2 3N
2rh)™ NI V f@(ZE Zyl>d y
l
3N-dimensionale Kugel
7.".d/2 . Rd
=——— , R=+vV2-E , d=3N
TTTd/2+ D
m3N/2.yn  p3N/2. - E)3N/2
= {(B) = oy
(2mh)3N - N! 3N F(ﬂ)
2 2
3N,
L dE(E) VN.Q2rn-m-E)z " -2mm
mikro = S =
dE (2h)3N - NI -T (%)
= S= kB : ln(Zmikro)
3N
= Nkg -In(V) — 3Nkg - In (W + (T - 1))
-In(2r - m - E) + kg - In(2mrm) — kg - In(N!)
i (221
g ' In > !
Laut Stirling kdnnen wir
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S=kg- (N-ln(V) — 3N - In(27h) + (STN— 1>-ln(27r-m-E)

+In(2em) = N - (In(N) — 1) — % -In(2mN)

() (o)1) (1))

1 /0S 3N 1 n»1 3N
= f=(a—E)V,N="B'(7‘1)'E = 5 kel
L 2@ g T

T \oV/gy °V
& pV =N-kgT =nRT welches das ideale Gasgesetz sei

U as %4 1
N T=<ﬁ)&v=—kB-ln(N)—kB-ln(l—3'kBT>—kB-ln(kBT)

N 1
et g2 7
2

& u=kBT-1n(/13-g) mit AZ=%

Gleichverteilungssatz
Mit T = (I}, T, ..., Tgy) betrachten wir Mittelwerte der Form <l“ : aH)

oy
1 (8(H(T)-E) B oH
Zmikio ) (2mR)3N - NI ar;
1 %@(H(f)—E) oH
Zmike ) (2mA)SN NI L3I
1 0 1 oH
-3 fHSE T .a_rjdr
(H—E)
1 9 aT;
- Zmikro . ﬁjysE (27Th)3N - N!
d(H—E) O(H-E);
D

r J0H
L al—}

d
6(x) = a@(x)

dr

= =

[
dar

im | n<g liefert deser Term nur
Oberflachenbetrige (Gauss'scher

Satz), die wegen H = E zu null werden
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r 0H bij d E—-H dr
= o) = —
' 8[} Zmikro J0E (27Tfl)3N - N!
B bij i 1 f E+AE_HdF
" Zoio BES0\AE \ oy, ap (2TR)PN - NI
E—H dl“)
(2mh)3N - N!
= lim % : f dr
AE—0 Zmikro : (27Th)3N - N! H<E+AE
1
+— (E—-H) dF)
AE Jgep<p+ar >
o) ar 1 E —H)dl
~ lim - (stE+AE +E'IESHSE+AE( —H) )
AE—-0 Zmikro . (27Th)3N - N!
! ! f (E H)dl“‘ <t |E — H|dr
= — — < —. —
AE  Jp<n<p+ne AE  Jp<n<p+ne
1
<—- AE dT'~AE |mit AE - 0
AE  Jp<n<p+ne
= (T a_H - O - fHSE dr =5 .Z_mikro
' ar] Zmikro : (ZHh)BN A Zmikro
! (')Z_'mikm d @(E - H) 6(E - H)
= =37 | 752538 = - dl' = Zmikro
0E 0E ) (2mh)3N - N! (2mh)3N - N!
OH Z_mikro 0 =3 i
[ =g, ko _ s . (—ln(Z " ))
iy Y 0Z i O \OE mikro

Im hochdimensionalen Raum ist alles Volumen an der Oberflache kon-
zentriert. Daher hat eine Kugelschale mit Dichte SR ein VVolumen

/2 SRR OV
=——(R*—(R-6R)?) — —=1
v rd/2+1) ( ( SR)%) d»o V

Mit Dicke §E um Hyperflache
H(F) =E = Zmikro ~ Zmikro gJ |ll’1()

- 0
Ad 1n(‘zmikro) = ln(Zmikro) + ll’l((SE) ﬁ ( )
0 - 0 0
= ﬁ 1n(‘zmikro) = ﬁ 1n(‘z’mikro) + % ll’l(@E)
=0
_0 In(Z
- oE n( rnikro)
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S (2 _s (al(z ))_1
lal-j] — Uij aE N4 mikro VAN

as\ ™!
a0y (5), , ka0

Dies ist der Gleichverteilungssatz (Aquipartitionstheorem)
3N
2

) ‘ ml = mz = m3
Mit H =Z 27;. +V(q1, 2, - 93n) m, = ms = mg
. l
l
oH\ |p?
= —)=(—)=kp-T
<pl ap) i> ’

Fiir jedes Tripel sei

L\ 3
pa> = EkBT

R 1
Do = (PiyDis1,Pit2) = <2m

a

Geht I; mit Potenz y in H ein, so folgt, dass mit H; = gFiy

OH
(ria_n> ={y-gr/)=v-(H)=ks-T = (H)=

kB'T

Jeder quadratische Freiheitsgrad in H tragt mit kzT /2 zum Gleichvertei-
lungssatz bei. Zum Beispiel ein diatomares Molekil: O—O f =7

Virialsatz:
] 0H
Wir hatten <Fi %> =kpTé;;
Mit der Notation p = (p1, P2, P3)
3N-kpT=(Ejin)
3N oH 3N Al —6N - kT
folgt 2( —>+Z< -—>=6N-k r 17N
& LWPiopl T L\, B (=D
=1 =1
—(q;'Fy)
daFi=—g—(I;i
3N
= 3N - kgT + Z(tii) =0 (*)
i=1
"Clausius-Virial"
(mittlere potentielle Energie)
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Annahme: F; = F;VV = FVand = (F. Paarwechselwirkung} + {F;, Wand}

(WW steht fur Wechselwwkung)
Paarwechselwirkung hiangt

Hyw == Z d>(|ql qj |) nur von der Relativkoordinate

ij ab: qu =qr—q
3N 3N aH
WW
= Z<qLFWW)_Z<qi ) >
=1 = qi

aq’(l‘lkll) 0y,
0qp,1 aq;

i

=1
3N
<z 0¢(|qk1|)>
q)
1 04k,
Fur das Wandpotential gilt Hy,ng = 2 0(q;)

N, wand 06(qi)
Z(%F )= Z<qla—ql>

l\.llv—|l

2.2l
21

aq3(|CIkl|) (6 - )>

NI»—\

i=1 ik
=Z <qi . 60;;1J>
=i<c7i a“;g’l> |ﬂR36( —G)dir=1
i=1 '
: I bo-sa e
[, 2o
N i=1

Verbleibende o 5 _ =y, _ (mittlere Dichte von
Summe )= 2(6(7“ 4) = {Teilchen im Punkt F}

Wobei —E;—(;’ die Kraft der Wand im Punkt 7 sei wodurch p(7) 'g—‘;’ d3r die

mittlere Kraft aller Teilchen des VVolumenelements d3r auf der Wand sei.
Also
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Ensemble, 2.3 Anwendung des mikrokanonischen Ensembles

Fldachen-
element
~

. Ow 3
p() == d’r=p df

— > 2 _ . 5 37 Gausscher
—# r-pdf =p # rdf Saty

—p- j]jR33d3r—3p Udez

=3p-V
+3pV
) 1 oD |
3 0=3N-kBT—§Z<qkl-M> 3pV |
%1 qki 3

1 ad
N pV=NkBT——Z G - ()

6 — 0y

sei der Virialsatz fiir Paarwechselwirkung

Mittelwertberechnung ist schwierig. Ohne w, erhalt man das ideale Gas
pV = NkgT. Ein anderer Spezialfall ist das van-der-Waals-Gas, mit

kgT a be: 4
Sz Wwobel v=—

p:

Exkurs: Das van-der-Waals-Gas:
Beschreibt den Phasenilibergang zwischen Gas und Flussig.
kgT a

v—b v?

p=pT,v)=
Wobei

a der attraktive Teil der Wechselwirkung (Absenkung von p) sei
b das Eigenvolumen (verschiebt Singularitét beiv — 0 zu v — b)

p ! Isotherme
T/Tkr -
1.2

Pkr 1.0

0.8
0.4

v

b\/ Vir
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Kritische Isotherme, bei denen Maxima und Minima zusammenfallen: waa-
gerechter Wendepunkt: p,., vi-. v = v(p) kann mehrdeutig (dreifach) wer-
den = Physik?

Man kann die Extremwerte durch die Berechnung der Anderung bestimmen

d
=—np(t
0=——p(t,v)

kgT 2a

=4 —

(v—=»0b)? 3
2a kgT
0—__

w3 w2 —2vb + b2
_ —kgT -v?®+2a-v?—4ab-v + 2ab?
B v5 —2b -v* + b?% - v3

= 0=—kgT -v3+2a-v?—4ab-v+ 2ab?

Hierbei nimmt man sich die Kubische Gleichung zunutze, welche hergeleitet
werden kann durch die Regel, dass cos(3x) = 4 cos3(x) — 3 cos(x) und

das cos (3 - arccos (cos (% . arccos(x)))) = x ist.

|- (v5 = 2b - v* + b? - v?3)

Wir gehen von 0=azx®+ax*+a;x+ay,—y
mit az; = —kgT
a, =2a

a, = —4ab
a, = 2ab?

a, a\*> a

X123 = —3—a3+ 2 (3_a3) " 3a,

2a; _ A0y | o
- COS 1 arccos —1- 27a§ 3a§ a33 +—-{0,1,2}

2a o ( 2a )2 4ab
= = — —
V123 =3 T 3ksT) ~ 3kyT

16a?® 8a’b  2ab?

1 T27K3T3 T 3k2T2 T KeT

- COS § -arccos| — 3
2a \*> 4ab
2 \/(3kBT) ~ 3k, T

Hierbei betrachten wir, dass v; = v5 sein muss und daher
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(47‘[ + arccos(x)> <2TL’ - arccos(x))
cos = cos

3 3
arccos(x) 2m — arccos(x) larccos(-+-)
= cos | ——=——|=cos
3 3 |- 3
=3 arccos(x) = 2w — arccos(x) |+ arccos(x)
= 2 - arccos(x) =2m |-1/2
PN arccos(x)=m |cos(-++)
= x=-—1
__16a® + 8a’b _ 2ab?
) 27k3T3 ' 3kiT2  kgT ( 2a )2 4ab
= -]l =— . —_ —
3 3kgT)  3kgT
) ( 2a )2 _ 4ab
3ksT) ~ 3kgT
3
( 2a )2 4ab 1643 N 8a’bh  2ab?
o — -_ _
3kyT)  3kgT 27k3T3 ' 3k3T?2  kyT

wodurch v; = v, sein muss und alle anderen variablen aus der obigen Glei-
chung zu bestimmen sei.

Maxwellkonstruktion

p
i Spinodale: um-
flussig, : _
I Hs grenzt instabiles
Gebiet Binodale: umgrenzt
Koexistenzgebiet von
ﬁ Fliissigkeit und Gas
Pa [~~~ N
unterkuhlt .
gasformig, py
Hinstabil
2 v

Unterkihlte Flussigkeit
Aus der mechanischen Stabilitat folgt, dass die Kompressibilitat positiv sein

muss:
= 1(6V) S0 o (ap) <0
=77 \op/, )y
linke Seite: vz (T, p) und chemisches Potential ug (T, p) = ug(vg(T,p),T)
rechte Seite: va(T,p) und py (T, p) = pa(va(T, p), T)
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Aus niedrigem Druck folgt Gas woraus folgt, dass v, den gasférmigen Zu-
stand beschreibt.

Thermodynamik des idealen Festkdorpers
N Festkorper mit N Atomen, verbunden durch harmo-

I

s f; v nische Potentiale, einem 3N-dimensionalen Orts-
”?“?”?#f? vektor § und einem 3N-dimensionalen Impulvek-
@ @ @ .*f tor P. Firr die Ruhelage @, gilt

St av(Qo) . . .
?“} O'::j @~ W =0 mechanisches Gleichgewicht
0

Durch geeignete Wahl von V(@O) = 0 (Potential!) ist niedrigste Ordnung um

Gleichgewicht
3N

PN S () B
V(Q)—Z izlaQianla (Qi—Qip) - (Qj —Qj0)

=k;; "dynamische Matrix", im einfachsten Fall die
hooksche Konstante

AufBlerdem Hy;, = z P; T
j=1
inverse Massen
matrix
H = Hkin + V
L 3N
= Z PTyB; +5 z 5Q; ki 5Q,
i,j=1 i,j=1
. _ uli
mit 60;=Q;—Qip=n; und m =—
m;
L 3N ) Fir die Normalform
= H =5 <T[_l + mleZmZ> Tij, k;; diagonal und
7\ Kij = M}

S(H() —E) .

Zmikro = mikro(E) = j (2 h)3N
Hier tritt N! Nicht im Nenner auf, da alle Teilchen durch ihre Ruhelage ein-
deutig gekennzeichnet sind.
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o(E—-H(T))

E
£B) = [ ZunaE)aE = [ o ar
0

_ / 2
Xj = |Mmw; - 1n;

Mit F=(m;,n) - T'=(xy) wobei ;
und Vi =—F/—

Jm

3N 3N
= dr'=d3VNx d3Vy = (1_[ a)l-) d3Nm d3Ny = (1_[ wi) dr

i i

3N 3N
1
= f(E):(l_[wi‘1>.W-f®<2E—Z(xi2+yi2)>dF'

L

Ist Volumen einer 6 N-Dimensionalen Kugel mit Radius R = v2E

/2 73N
T TORED) e
3N 1 7'[3N
- $E) = (1_[ i 1) @ Tansn T

1 S E

= Zmikro(E):C;iEf(E) :%@mﬁGLLwl)

= S = kB ' ln(Zmikro)
3N

— k- z (ln (h Ew>) — ky - In(E) — kg - In(T(3N))

i

nach Stir- 1
ling sei ln(F(Z + 1)) ~z-(In(z)—1) + 5 In(21 - 2)
3N E
= Ssz-Z(ln( ))—kB-ln(E)—kB-(3N—1)
- h-w;
2
k
-(In(3N - 1) = 1) +7B -In(27 - (3N - 1)) IN > 1
3N E
= zk3-2(1n<h w))—kB-ln(E)—kB-3N-(1n(3N)—1)
. Wy
2
k k
+73 -In(3N) + 73 -In(2m)
=const
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Gleichgewichtstemperatur des idealen Festkorpers:

1_(65) . §(1) ke _, 3N-1__. 1
T \0E)yy ° L\E/) E "% E ~ 7P E

l

= E=3N-kg-T analog Gleichverteilungssatz mit 6N quadratischen
Freiheitsgraden

) ) p as
Gleichgewichtsdruck: T= (W)
Da im Mittel alle Teilchen im Gleichgewicht sind, wodurch es keinen Druck
gibt. Was ist aber mit dem chemischen Potential? Im Allgemeinen ist das
schwierig, wenn w; verschieden ist, da sich bei der Teilchen&dnderung das

Frequenzspektrum verandern kann.
Einsteinscher Festkorper
w; = w alle w; sind identisch

E k
= Ssz-3N-ln(h.w)—k3-ln(E)—kB-3N-(ln(3N)—1)+7B-1n(3N)

w==(55),, =~ (55s)
T~ \oN)e, = 2 "GN R
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3. Kanonisches Ensemble

Reservoir, T Kein Austausch von Teilchen. Das

E ¢ S Teilchenvolumina ist konstant.

Bad(?) mit System S im Gleichgewicht, das hei3t Temperatur T fest vorgege-
ben. E kann ausgetauscht werden. Aufgrund des Gleichgewichts, sind auch S
und R selbst im Gleichgewicht. Fur das Gesamtsystem R und S gilt:

bei S lassen wir den Index weg

= /—'T = -
Hgys = Hpes(T,Tg) = H(T) + Hyw(T, Tg) + Hg(Tk)
vernachldBigbar, da sowohl R und S grof3
ist. daher folgt, dass die Wechselwirkung

von der Ordnung N2/3 /N—0 ist

Fir die Gesamtenergie gilt Er,s = E + Er = const wodurch das Gesamt-
system ein mikrokanonisches System sei. Bis auf Normierung ist somit

PR+S(ﬁ: ﬁR) ~ 5(H(ﬁ) + Hg (FR) — Egys)
Wobei die Information Uber S interessant sei

= PR+5(ﬁ ﬁR)
(1) Nj (@rh)3Ve - Ngl ©1F

N f S(H(T) + Hg(Tr) — E)

(2mh)3NR - Ng!

Erweitern mit

1= J §(Hg(Tg) — Er) dEg
= p(f)~ ff S(H(T) + Hp(Tx) — Egys) - 6(Hr(Tr) — Er) dTg dEg

~ ] 8(H(ﬁ) + ER - ER+S) dER * J S(HR(I?‘R) - ER) dFR
= mikro,R(ER)

~ ] S(H(ﬁ) + Eg — Egts) - Zmikror (Er) dEg

dTy

> p(f)~ f §(H(F) + En — Enas) - e5nE0/ka

~exp (é S (Eras — H (f)))

Das Reservoir ist angenommen sehr grol3

(Man werte nun die)
0-Funktion aus
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= Eri,s>H (ﬁ) =  Die Entwicklung von S sei:
Sr (Eres - H(T)) = Sp(Epas) = —5 = H(T) + -~
R+S
= Sg(Erys) 1 0Sg(Egys)
= )~exp| —————————=——-H()
(1) p( ks ks OB

SchlieBlich ist Ez s = Eg

R 0Sp(Erys) _ 0Sp(Ep) _ 1
OEpss dE, T
N H(T
= p(T) = const - exp <— . T)

Wahrscheinlichkeitsdichte der Mikrozustande T’ des Systems S. Mit Boltz-

mann-Faktor § = kLT ist
.

> 1 =1 i i e_ﬁH(F)
p(F) = . g-pH(T) it dem kanomschen = j dr
Zian Zustandsintegral (2mh)3N - N!

Im Quantenmechanischen Fall sei es

R 1 _ ~

p= Z -exp(—ﬁH) , Dyan = Tr(exp(—ﬁH))

kan

Montag, 07. Februar 2022 Simon Macaillan Hutton

793500



Skript Theoretische Physik 1V (Ralf Metzler), 3. Kanonisches 54
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3.1 Thermodynamische Zustandsgrofien im kanoni-
schen Ensemble

Nach der Shannon-Definition
Entropie: Sy, = —kg - (In(p)) Was ist mit der Gleichheit zur
thermodynamischen Entropie?

p(F) -In (p(1))
(21h)3N - N!
e FH e BH 1
=—ks | G 1“( Ziem ) @
_r .je‘ﬁ'H B H + In(Zyan)
“ B )z, (mh)3N . NI
H e BH
=kB,8-f(2nh)3N.N!- 7l + kg - In(Zian)
O scher b, Sin="ks *Tr(p In(3)
=kg-p- Tr(ﬁ ’ ﬁ) + kp - In(Zyqn)

Mit der mittleren Energie des Systems S:

E=H=(H)= L(f‘)df' bezichungsweise (H) = Tr(ﬁ . ﬁ)
(2mh)3N - N!
d -2 e
unc wegent =T 2. 0B8] mh)I N
B 1 0 o 0 In(Z.)
- Zkan aﬁ kan — aﬁ n kan
beziehungsweise 1 9 Iy
Quantenmechanisch: E=- Zyan ' %Tr(exp(—ﬁ ' H))
0
=- % ln(zkan)
= Skan = kB : ﬁ “E+ kb ’ ln(Zkan)
E
==+ kB ' ln(zkan)
T
0
=ty (B 35— 1) In(Ziun)
aus —kgT - In(Zy,) =E — T - S,y definieren wir die
Freie Energie F F=E-T-S
= F = _kBT . ln(Zkan)
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3.2 Anschluss an das mikrokanonische Ensemble:

Aquivalenz der Entropie
Wir betrachten den thermodynamischen Limes N — oo,V — oo und das
N/V = const. Start: Schwankungen um die mittlere Energie

d
E = __ln(Zkan)

H= oB
SHZ=(H — H)? = HZ — H?
- H? e BH
wnd = | G W 2
1 azj e FH o 1.9,
" Zin 0B2) uR)N N T Zy,, 0p2T"
SH? Lz Z <a In(Z, ))2
= = . —_— —_ | —
Zkan a ﬁz kan a ﬁ n kan
/1 azkan) 92
- : = —1In(Z
55 ) = g e
- sm=-2L
=3

—  []9E
Schwank den Mittelwert: o _ |ﬁ|— ! |(3 1 (E)|
chwankung um den 1telwert. H = E = E aﬁ n

V6H? N _ N-1/2 wodurch die Schwenkung von E
i N maginal sei

Daher wird die Schale im Phasenraum um H = E sehr scharf. Aufgrund des-

sen, gibt es keine Unterscheidung mehr vom mikrokanonischen Fall, wo die

Schale unendlich scharfist = S, = Smikro

Da E~N

3.3 Totales Differential der Freien Energie
AusF=E—-TS = dF =dE—TdS — SdT und somit mit
dE=TdS —pdV +udN =  dF =—-5dT —pdV + udN

=  F=F(T,V,N) = Seun=Sun(T,V,N)

G (GF) B <6F) _(6F>
~\ar)yy 0 PT vy 0 HT N/,

Die vollstandige Aquivalenz erfolgt unter Beachtung, dass zum Beispiel im
mikrokanonischen Fall S, (E, V, N) umgeformt werden kann, so dass
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T=T(E,V,N) = Su(V,N)=S.,(T(E,V,N)V,N)

Auch von den Bestandsvariablen E, V, N abhdngt. Die naturlichen Zustands-
variablen fiir F sind aber T, V, N, wie man aus dF erkennt. Siehe spater, wenn
wir die Legendretransformation besprechen.

) 0 0
Fernerist E =-— ﬁln(zkan) = — (ﬁ ln(Zkan)>

= E=—T2-<i E)
T T)yn

Warmekapazitat
bei konstanten VVolumen (isochore Warmekapazitat) sei:

C_(@E) _ d 7?2 (6 F)
Y=\ar/,y ~  oT oT T/yn

_ 0 T <6F) F
- aT aT /)y n

aT

0
— = 2.

3.4 Subsysteme
M quasiunabhangige Subsysteme:
M
H= ) Hy(fn) P ={f\, B .., )
m=1
M M
= dI- 1_[ dl, und (2mh)3N - H(Znh)“’m
m=1 m=1

Der Gibbs-Korrekturfaktor wird [T%_, N,,,!
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Ensemble, 3.5 Ideales Gas

e BH a
m
= Zkan = dr = 1_[ Zkan
m=1

(2mh)3N - ]‘[%=1 N,,!
m e P
WO Zkan:f (27Th)3Nm N dr,

Gesamte freie
Energie F= Z Fm

=1

Analog im quanten- 1_[ g, 1—[
mechanischen Fall: Zkan = Tr(e ) Zian

3.5 Ideales Gas

Klassischer Fall: Es gibt weder innere Freiheitsgrade, noch Wechselwirkun-
gen. Gas aus M Komponenten mita = 1,2, ..., M mit N, Teilchen

M 3Ng
H(F) ZZ pla , Faktorisierung von  Z,, = l_[Zkan
a=1i=
exp(—ﬁ-szf—f,;“) -
— a,
und 28 = f e = i | [zedav.n

i=1

d3p d3q

3 DPla 5’
exp <_ =1 2"'1a> ideale [ %P (_'B ' %>
mit Z&;(T, v,I) Zf 2rh)? dlg,; Teiihenf (21h)3 .
=Zo.(T,V,I)

Ortsintegral in 2% (T, V,I) liefert Faktor V
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Ensemble, 3.5 Ideales Gas

exp( B - Zma 1_[fexp ’321'#61)

Impulsintegral: J. )’ 2nh)? dp
2Tmg
“\B-G2mh)?
2m-my - kgT
(2mh)?
Thermische 1= (2mh)?
Wellenldnge €T 2m-my - kgT
a V
> Ze (T, V,I) =/1—3
a
=
aus Z5 (T, V,N,) = v
ar"q
Mo N
folst  Ziai(T,V, Ny, o, N )=ﬂ—
g kan 1 11 Na! AZNa
M M e
F=) Fo= ) —kT 1n< 3N)
a=1 a=1 No!- Aa
M Ve
laut Stirling = kT - Z N, - <ln (—M> + 1)
e~ Ng!- 4,
OF ksT
N a=1

Dies ist unabhéngig von der chemischer Zusammensetzung, da der Gleich-
verteilungssatz nur von N abhéngt

Entropie der a-ten _ (0F, _ |4 5
Komponente Sa=- (a_T)V,N = kgNg - {In v + 5
B (5 7)., - Z( T
B T T/y ~\oT T
M ) .
_ 2. wie es
=ksT (Z ) kB r Z sein muss

a=1
c—(aE) = 2 Nk
=\or)yy 278

Einzelne Komponenten: Partialdruck p,;
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Ensemble, 3.5 Ideales Gas

M
Pa -V =Ng-kgT = pzzpa

M
3
Eo=SNgksT = E=)E,

2
a=1
; M
Cf=SNo kg = CV=Z v
a=1
chemisches _ (6_F) _ <6Fa) = —k.T -1n _r
Potential *4 ONg/ ONg/ 1, ? N -4

Mischungsentropie
Totale freie Energie zweier idealer Gase, die zuerst in Volumina V,, V;, sind
und dann in Gesamtvolumen V =V, + I}, vermischt werden.

Va|b
Fap = —ksT - <Na|b ‘In (/13 ) ~In (Na|b!))

alb
obriges Ergebnis ohne
Stirlingapproximation

vV
= Fup=—kgT- <Na - In </1—3> —In(N,!)
a

|4
Ny - In (E) - ln(Nb!)>

AF =F4p —F,— F

Va Vb

AS = 9 AF
T

= Mischungsbeitrag:

Mischungsentropie:

(e men(D) 5 o
~ B a” v, b V)] vsiav,

In diesem Fall ist der Gibbscher Korrekturfaktor nicht nétig. Sind beide Gase
ununterscheidbar:
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Ensemble, 3.5 Ideales Gas

im Gesamsystem sind N
ununterscheidbare Teilchen

\ v !
Forp © —kgT - <N -In (F) - ln(N!)>

|74 %
AF = kgT - (Na -In (ﬁ) —In(N,!) + N, - In (/1_2) —In(N,!)

V
—N-ln (F) + ln(N!))
= ks T+ (Na - (V) + Ny - In(Vy) = N In(V) +In <N'L'Nb'>)

Va Vp
= kBT . (Na . ln (7) + Nb . ln (7)
+N -In(N) = N, - In(N,) — N, - In(N,) )
Stirling

—kT(N 1<N V“)+1v I(N V”))
el \Na 0y ) T Yy,

—kT(N 1(n)+1v 1(ﬁ))
— B a nﬁa b nﬁb

Wobei
_ Na _ Nb
Ng=— und 0N, =—
a Vb

Die Teilchendichte vor der Mischung sei und n = N/V die Teilchendichte

nach der Mischung
Gleiche Dichte = > AS=AF=0
= = AS>0

Verschiedene Dichten:

<

a=Mp
aF 1N

1l
S 3

n
n

Chemisches Potential zweikomponentiger Mischungen
Komponente a, b mit N, N,,.
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Ensemble, 3.6 Ideales zweiatomiges Gas

Freie 4
Energie: F(T,V,N, Ny) =~ —kgT - N, <ln (Na /13> + 1)
vV
—kT Ny - (In (Nb —)+1)
chemisches oF N
Potential der Ug = — (ON ) = kgT - In (Va . /1(31)
Komponente a a’ry
N-23 N-N,
=kgT -1 .
o7 ()
N-23 N,
Ug = kgT - In — kgT - —
Ergebnis, wenn Np=0 Korrektur

wobei c;, die Korrekt-
ionskomponente b sei
A3-N N,
= koT -1 2
Hp pl -1n ( v N >
3

Ab ¢ N
- kBT . ln % + kBT . ln(Cb)

= .uaE.ut(z())_kBT'Cb ’

= MI(JO) + kBT . ln(Cb)

3.6 Ideales zweiatomiges Gas
Rotations- und Schwingungsfreiheitsgrade.

Unabhéngigkeit der — Ztrans . orrot | 08z
Freiheitsgrade = ~kan ™~ “kan ~“kan " “kan

= F = Ftrans + Frot + E)SZ

SN——— —

miissen quantenmech-
anisch behandlet werden,
da in der Regel nur bei
hohen T angeregt.

Relationsanteil: nur eine nichtverschwindende Komponente der Tragheitsten-
sore: fiir Relation haben wir H,,, = L?/(26), wobei L der Drehimpulsopera-
tor und @ das Tragheitsmoment
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Ensemble, 3.6 Ideales zweiatomiges Gas

=1 i=1
Zligrtl = Tr(e‘ﬁ'ﬁrot)
_ 7. Unabhéingigkeit der
=T 32{\,:1 Hirot g1g
r (e ) Molekiile

o lzg; HTr(e Bleot) = (Tr(e Bleot))

Spurbildung: benutze Eigenzustande von L: |1, m) mit der Nebenquantenzahl
[=0,1,2,.. und der Magnetquantenzahl m = —I[,...,I. Wo gilt, dass
LI, m)=h?-1(1+1)|,m) und jeder Erwartungswerth?-I1(l+1) ist
(21 + 1)-fach entartet.

= Zg;l—Tr<exp< 'BZHL >>
Z<lm exp( B LZ)

Z(l e (-5 )
Y o D)

> fiir ein
Molekiil

Lm
N B-h*-1(+1)
—ZO(ZZ+1)-exp<— >0 )

Hohe Temperaturen

2
f=kgT » Z—g erwarten klassische Ergebnis ist x; — x, ein Interval, das
in L Segmente der Lange Ax eingeteilt ist: Euler Maclaurinsche Formel

- L Ax
> = [ @ dr+ S (o) + £0))
1=0 *o
+ Y i @07+ (£ D) - FO )
j=1
Hierbei sei By die Bernoulli Zahlen. Diese seien definiert als

1 O N+1
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Ensemble, 3.6 Ideales zweiatomiges Gas

N: 0 1 2 3 4 5 6 7
mit 1 1 1 1
By: 1 5 % 0 ~30 0 o 0
x-(x+1
Wihle f(x)=(2x+1)-exp<—¥>
26 k XO=O Ax:].
mlt T= ‘ T ) )
h? 5 X, =00 also x; =1

fxg)=f(0)=1 und f(x;)=f(0)=0
f(xl) = (Zl + 1) - exp <_ @)
fP(0) =0 weile™™ = 0ist

FO0) =2 £
dx x=0
:<1_N:4.@x+n)£m<_£1112>

T

1
=2
T

(3) d’
OO =gare|

@ x-(x+1
Insgesamt: grott = f (2x + 1) -exp <— ¥> dx
0

12 121

T T2 13

kan

1 B B
+_+2_?.f(1)(0) _|_4_"*.f(3)(0) 4 e

2
® x-(x+1) 1 1
—jo (2x+1)-exp<—7>dx+§+ﬁ+---
® (x+1
mit j (2x+ 1) - exp <— #) dx
0

” y
=jo y-exp(—;)dy=r

1 1
ZIZZ;’1=T+§+E+'“

Was wirde man klassisch erwarten? Zwei Massepunkte mitm; = m, = m
und Koordinaten7, = a - €, und 7, = —a - €, mit einem Abstand 2a zwi-
schen den Atomen. In Kugelkoordinaten folgt fiir die Geschwindigkeit
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Ensemble, 3.6 Ideales zweiatomiges Gas

F=a-é, =a-(9-8y+sin(®)-¢-é,) und 7, = -1
m . ; .
= T=E- (P2 +72) = ma? - (9% + sin?(9) - ¢?)
_ Lagragngefunktion
(Es gibt keine Potentielle Energie)
kanonisch P AL
= konjugierter py=—=2ma*-9 , p,= Eree 2ma? - ¢ - sin?(¥)
Impuls: 09 ¢
1 e 1 %
= T [ 2 —(P = —. 2 —(P
4ma? <p,9 + sin? (19)) 26 (pﬁ + sin?(9)
-B-T
rot, 1 _ €
= Zkan, klass — (Zﬂh)z dd d(p dpﬁ dp(p

1 2m -6 j”JZ” n(9) 49 d
= . . sin )
(2mh)? B o Jo
2w -0 _ 20

B a2 Tt

Im Limes t — oo ist das Ergebnis identisch mit dem Quantenmechanischen
Ergebnis.

Tiefe Temperaturen
B sei groR, wodurch nur erste Terme in der Summe firr 2;°> ! betrachtet wird

kan

1 h?
rot, 1 __
Zan —1+3-exp<—9.kBT>

= =1+3-e%°
= Frot=—ksT - N -In(Z[%"

kan

d
= Innere Energie: E=N-kg-T?- a—Tln(th’ 1

1 1
T hoch: E . =N-kp,T-|1———
o¢ rot ks ( 3t 4572 + >

C 6N 5 3Nh? 5
T niedrig: Erot:T'kBT’e_ /T = Le~2/T
=  Wairmekapazitit:
1
T hoch: Cv,rotszN.(1+45T2+...)
s 12N 5/ T20
T niedrig:  Cp ;o1 = = e 2T 50
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Ensemble, 3.6 Ideales zweiatomiges Gas

Co,rot Vollstandige nummerische Losung

CNkg

Uberschwung

e—z/r
T
Schwingungsanteil:
Der Schwingungsanteil sei Unabhangig, weshalb man faktorisiere
N
Zi = (Zan”
und AN Z exp (—,Bha) (n + E))
n=0
A2
fir den ~ D m ., 5
. H=—+—
Oszillatorzustand: 2m * 2 @
L e—ﬁha)/z
0Ssz
= Zkan 1— e—ﬁhw
Hohe _ kB osz,1 _ 1
Temperaturen: =% > 1 Zian =T (1 2472 T )
p? 2.2
. osz, 1 eXp(:B <m+2 © )
Klassisch: 2}, " s = j ] o dx dp
 Aw -
Tiefe 1 1
Temperaturen: Z20 1 = g7Fhw/2 . (1 + ¢7PM0) = 727 - (1 + e_?)
-0
— —kBT N l ( OSZ 1
EOSZ a ( OSZ>
N kT ﬁhw e Phw
a 1 — e Phw
B 1
- (E el/t — 1)
T—00 1 -0 1
— Nhow - (E+ T> , — Nho- (§+ e‘l/T)
o (aEOSZ> _N-kg el/®
v, 08z — oT - 72 (el/r _ 1)2
‘g NkB ’ T__>()) NkB . 6_1/T
TZ
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Ensemble, 3.7 Zwei Zustandsystem:

Cv, rot

Nk

0| o
Nkpg ellt
72 (el/T —1)2

T

Nebenbemerkung: Fir beide Anteile ist die Kraft F unabhéngig vom Volu-
men V. Daraus folgt, dass die Freiheitsgrade nicht zum Druck p beitragen.

Gas diatomarer Molekdile: alle Beitrage

Co, rot

Nk
7/2

Laut dem Gleichverteilungssatz:

7]

B2t

3.7 Zwei Zustandsystem:
N Atome im Makrozustand M = (T, N) mit He - ¥, n; und einem Mikro-

zustand u = {n;}
N
PO =5 exo <—ﬁe » nl-)

i=1
N
Zkan - Z €xp <_ﬁ€ : Z nl)
{n;} i=1

alle Moglichen
Kombinationen
von n1=0,1
np =0,1 ..

Y= (14 e ) = 2 (T, N)
= F = _kBT . ln(Zkan)

=—N-kgT -In (1 + exp (—ﬁ))
B
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Ensemble, 3.7 Zwei Zustandsystem:

= 5= (aF) =N kg In(1+exp (- =)
" \gr/), T B BT T T
~F/T
€
exp | — 17—
€
+N-kBT-(k TZ)' ( kBTg)
B 1+ -
exp (- ,7)
- 1
1+exp(kﬂ%)
E=F+TS Ne
= = =
€
1+ —F
exp (,7)
9 analog Mikrokanonische
=35 —In(Zy,) , rechnung aus Unabhingikeit
der Zusténde
e Zl 1ﬁ£nl
und P +ehoym le
= p(ny) = e Fem analog zum Mikrokanonischen
Y 14 eBe 7 Resultat
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GroRkanonische Ensemble, 3.7 Zwei Zustandsystem:

4. Das GrolRkanonische Ensemble

Energie- und Teilchenaustausch

R T,u Physikalische Beispiele: Flissig/Gas-
E N S Koexistent, Photonengas im Hohlraum
’ Erys=E + Eg

und NR+S=N+NR

Mikrok isch I , R
1 g}eizfriz;ssctefrsl: pR“‘S(F’N; FR'NR) =N S(H(F' N) + HR(FR'NR) - ER+S)
. . 2 o PR+s(f"Ni ﬁRrNR)
Sei N fest: p(L,N) = BTN dlg
= ]\_/‘ : f S(H(f‘,N) + HR(FR’NR) - ER+S) dFR
EI'WGI'[GI‘H mlt: 1= j 6(HR(ﬁR, NR) - ER) dER
= p(T,N) = - f S(H(T,N) + Eg — Epys) dEg
* j S(HR(ﬁRINR) - ER) dFR
=N- f S(H(T,N) + Eg — Epys) - 2R (Eg, Ny) dEpg
SR == kB . ln(Zglikm)
= p(T,N) = - J S(H(T,N) + Eg — Epys) - e5RERNR/kB g

=N eSR(ER+S_H(F:N):NR+S_N)/kB

Nebenbemerkung: Fur verschiedene Mikrozusténde ist hier im Allgemeinen
die Dimension des Phasenraums verschieden! Sei N <« Ny und H(T) <« Eg
Man erstelle die Entwicklung um Ex, ¢ und Ng,

= p(f’ N) = N - eSR(ER+sNR+s)/kp _ ﬁ . aSR(ER+S' NR+S) . H(f‘)
kg 0ERys
N . aSR(ER+S' NR+S) .

kg dNg

N

= N e BFHD+N)  oqer = M

Z grof3
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GroRkanonische Ensemble, 3.7 Zwei Zustandsystem:

GrolRkanonische Normierung:
A7)
- 3N . NI
F (2mh) N!
2 e_B(H(T:)'{'ﬂN)
= Zgw= (2mh)3N - N
N=0

Teilchenzahl-
operator

l
Quantenmechanisch e~ B(A(T)+uN)

entsprechend’ p= Zigro
ZgroB = Tr(e_ﬁ(ﬁ‘ﬂuv))
. H u-N
Entropie: S=—k-(In(p)) = kg - 1n(zgr08) + =
E u-N
= kB ' ln(ZgroB) + T - T
H-thermodynamisches E (innere
Energie)
N-Teilchenzahl N des Makro-
zustands
Grof3es thermodyna-
: QO=FE—TS —uN = —kgT - In(Z
misches Potential K g7 - In( gYOB)
=Q(T,V, 1)

Unabhéangige Teilchen:
Wechselwirkungsfreie Teilchen, woraus folgt, das die Einteilchenbeitrage

N o) yN
H= Z H = ZgroB = z Zyan(T,V,N) - exp (ﬁ)

. B

=1 N=0
1 N

und  Zin(T,V, N) = (Zian (T, V, 1)
0 1 N
= Zgros = z N (Zkan(T' v, 1)) . BN
N=0

= eZkan(TV,D)-eFF _ 52-2450(TV,1)

z=eFP* st die Fugazitit
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Groftkanonische Ensemble, 4.1 Extensive und intensive GrofRen

Transformation zwischen verschiedenen Ensembles
e_ﬁ'H(F)
Betrachte: Zkan(T' v, N) = f mdr

— 6(11(1_)) E)
—_ ﬁ' . —
—f +€ E (Zn.h)3N . N! dI' dE

= f e PE.Z o (EV,N)AE
]R"’

= %(Zmikro(E: v, N); E - :8)
Laplacetransformation nicht

Lagrange
eine diskrete

Ahnlich st Zyos(T,V, 1) = Z efuN .z (T, V,N) Laplacetrans-
N=0 formation

Gibbsches Ensemble
Zian(T,pN) = || e 2, (T,V,N) ¥
R+
Fur das System, das E und V austauscht. Hierbei gibt es die gleiche Herlei-

. . . S .
tung wie beim GrolRkanonischen Ensemble, nur dass Py ?ersetzt wird.

e~ BH(T)+pV)
= ZGlbbs ff (2 h)3N N'dr av

e~ PHT)+pV) ZGivbs = Zaivws (TP, N)

V)=
p(TLV) = ZGibbs
Entropie: S=—kg - (In(p))

=

p .
=kp - In(Zgipps) + = + —

H-thermodynamisches E (innere

H p .
=kg - In(Zgipbs) + Tt

E

T

Energie)
N-Teilchenzahl N des Makro-
zustands
G=G(T,p,N)=E+pV —T-S
Gibbsche Freie
= —kpT - In(Ziphs) Enthalpie

4.1 Extensive und intensive GroRRen
Vereine m mikrokanonische Systeme zu einem Gesamtsystem: E - m - E,

Vom-VundN - m-N.S sei additivS - m-S
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GroRkanonische Ensemble, 4.1 Extensive und intensive Groflien

=  Homogenitétsrelation: S(m-E;m-V,m-N)=m-S(E,V,N)
Im kanonsichen Ensemble: F(Tm-V,m-N)=m-F(T,V,N)
Grof3es Potential: QT,m-V,u)=m-Q(T,V,u)

und Gibbs: G(T,pm-N)=m-G(T,p,N)

Allgmeine Homenitéts-
relation vom Grad y:

fA - x, A2 - xy, ) =AY - fxq, Xy, ...

)

y = 1 extensive GrofBe

Thermodynamisch:

Betrachte SA-E,A-V,A-N)=A1-S(E,V,N)

y =0 intensive GrofRe

Mitl=14+¢e<K1 = SE+cEV+eV,N+eN)=(1+¢)-SU,V,N)

S+e-§5=85+ (65) E
= . = F— .
¢ 9E) €
+(5) e (2 e
V)en & T\aN)p, €
= in 1. Ord : _L + PV _eN
in 1. Ordnung;: =7t7 T
= S-T=E+pV—uN
= E=TS —pV +uN
Euler-Gleichung
mit QO=E—-TS —uN = —pV
= pV =kgT - ln(ngB)
Zustandsgleichung
AuBerdem dE =TdS + SdT — pdV — Vdp + udN + Ndu
=dE
=TdS — pdV + pudN + SAT — Vdp + Ndu
= dE = dE + SdT —Vdp + Ndu
=3 0=58dT —Vdp + Ndu
Gibbs-Duhem-Relation
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Groftkanonische Ensemble, 4.1 Extensive und intensive GrofRen

Totales Differential
Grofes Potential:  dQ=d(E — TS — uN)
=dE — TdS — SAT — udN — Ndu
=TdS — pN + udN — TdS — SdT — udN — Ndu
=—SdT —pdV —Ndu = Q=QT,V,un
s (aﬂ) _ _ (69) N (6(1)
~~\or)y, C PT\av), 0 T T T G

T,V

Gibbspotential
(Freie Enthalpie)’ dG=d(E +pV —TS)
=TdS — pdV + udN + pdV + Vdp — TdS — SdT
=—SdT + Vdp + udN
> emaram s=—(Z) s v=(Z) L w-(
) p; 0T p’N ’ ap N ’ ,Ll ON T’p
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Grofltkanonische Ensemble, 4.2 Teilchenzahlfluktuationen

4.2 Teilchenzahlfluktuationen
Ist eine Aquivalenz zu anderen Ensemblen vorhanden?

Mittlere W= 1 _ Z N - ex (ﬂ) _ kgT dr
Teilchenzahl: Zorop = P kg (2mh)3N - N!
_ kgT 0 - e PH
EN N= -—Zeﬁ'“’v- ———dTl’
Zye OH L @rh)™ - NI
B 1 0 g 1 0 1 (Z )
B Zgw 0u TR o
_ 00 ) i )
= N=-— E wie aus dem totalen Differential
— 1 - e~ PH
N2: ZNZ B'”N. —dl"
Zyos £ (2nh)* - N
1 ik -
_52 ' ZgroB anuz grob
SNZ 1 0%Q
= -
B ou?
realtive SN2 1 92q| /90n"2
= Schwankung = ‘_ |- <_>
der Teilchenzahl: N pou o
Exklusivitit von Q:  Q(T,A-V,u)=21-Q(T,V, n)
1
= mitA-V: QT,V,uW)=V-Q(T,1,u)
Q~V 0%} % d o vV
= ~ = —n~ —~
o un e

s VON?2 1 Vernachlissigbar fiir
N \JV  geniigend grofe Systeme

Die Energieschwankungen (siehe kanonisches Ensemble) sind fiir grof3e Sys-
teme ebenfalls vernachlassigbar =
Alle thermodynamischen Ensemble miissen im thermodynamischen Limes

die gleiche Physik beschreiben, und die daraus bestimmten Erwartungs-
werte physikalischer Observablen haben den selben Wert.

Montag, 07. Februar 2022 Simon Macaillan Hutton
793500



Skript Theoretische Physik 1V (Ralf Metzler), 4. Das
Grofltkanonische Ensemble, 4.3 Klassisches ideales Gas

4.3 Klassisches ideales Gas

. V' unser altes Ergebnis
Wir B h Zyan(T,V,1) == .
i Bratchen kan ) A3 fiir festes N = 1

= ZgroB (T; V, [l) = ez'zkan(T.V,l) — eZ.V//13
= Q=—kgT - ln(ngB)
3
- ’ (2mh)?

3

aQ 2w -m - kgT 5

N 5=—(a—T)V,f"B'VZ'(<zn—mz)§'(z—

3
2

B (69) T (Zn-m-kBT)
P- 7T

3

N = (69) _y (Zn-m-kBT)i
B ou T,V_ z (2mh)?

: 5 %4
und damit S=kg N - (E +1In (W))

analog zum vor-
herigem Ergebnis

und pV=N -kgT

M-Komponentiges ideales Gas

74

1= (2mh)?
o |2m-m - kT

z = ePH

L)
kT

- tar ()
uu_ B nNA3
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M M 3Ng M
OYIGE) X RTRE W
2mg,
a=1 a 1i= a=1

> e ﬁ'zlz;gl(Ha(Fa)_ﬂaNa)
Zgos (T, V, {1g}) = Z z ff T e dT, dT, ... dT),
a= :

Ni=0N=0 Np=0

= Zos (T, V, {1g}) = i i i H([ (Zigj;fal)va!dI‘a>.eﬁ’-ua-zva

Zkan a(T v Na)

B z i Z 1_[Zkan J(T,V,N,) - ePtaNa

Nl 0N2=0 NM 0a=
1
BTV ND) =5 (B oV, D)
a*
(o) (o] (o) M
1 Nq N
> Zu @V )= ) Y Y [ 5 (B e @V D) e rate
N;=0N,=0 Npy=0a=1 &
M (o] 1 M
=1_[ Z N_ ( an, a(T v, 1) eﬁ Ha) — l_leZkan’a(T'Vll).Eﬁ.ua
a=1Ng=1 & a=1
Wir _ . 1-3 — (Zﬂh)z
hattenzkan’a(T'V'l)_V Aa” o AS /27r-ma-kBT
= v
= ZgrOB(TrVr{.ua}):l_[eXp(F eﬁ““) = Q=—kgT - In(Zyop)
a=
eﬁﬂa
= =_kBT Z_ eﬁﬂa:—kBT Z 3
a= 1( (2mh)? )5
2w -my - kgT
oV 5
Ha
S:Z_ Bua <_ k __)
= FER R
a=1
M
p_kBT.Z/l_3 eﬁ“a
a=1
Ny=V-23%-ePta = p,=kgT 1n(—“ /13)
M
= pszT-Z—“ = pV=N-kgT
a=1
& 5 N, - 23
und S—ZNa-<§-kB—ln< a “))
a=1
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4.4 ldeale Quantengase

Bosonen und Fermionen

Die Zweiteilchenwellenfunktion, fiir Teilchen eins und zwei in Punkten X,
und X, zu finden, isty(¥,,%,). Daher sei der Erwartungs-

wert (Wahrscheinlichkeit) fiir dieses Ereignis (%, %,)[2. 1 2/\3/ 4

—
Da die Teilchen ununterscheidbar sein sollen, muss gelten /i AN
3 2 4 1

|1P(f1,f2)|2 = |l/)(J_C)2,J_C)1)|2

P sei eine Permutation der Teilchen, zum
Beispiel P(1,2,3,4) = (3,2,4,1)

(+ 1 Wenn P eine gerade Anzahl ~ Zum Beispiel:
| von Vertauschungen enthdlt  (1,2,3) - (2,3,1)
(1" =

Wenn P eine ungerade Anzahl Zum Beispiel:
von Vertauschungen enthélt (1,2,3) - (2,1,3)

Die Symmetrie der Vielteilchenfunktion unter Permutationen definiert die

(1) Bosonen P(ly(1,2,...,N))) =+|¥(1,2,..,N)) symmetrisch
(2) Fermionen P([Y(1,2,..,N)) =1 |¥(1,2,..,N)) antisymmetrisch

Insbesondere gilt, dass P|y(1,1)) = —|y(1,1)) = |Y(1,1))=0 sei,
dass Pauli-Prinzip.

Der Produkthilbertraum ist durch Multiplikation der Einteilchenzustande de-
finiert:
k1, ks ...,kN)® = |ky) - |ka) - o

Fur freie Teilchen wird die entsprechende Wellenfunktion

g g g 1 . N 7 -
- - - i ° =1 ko
<x1,x2,...,lekl,kz,...,kN) —_'elza_l aXa

® LYN

Um die bosonische und fermionische Symmetrie zu erfillen, legen wir ent-
sprechende Untermengen der Produktzustande fest:
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Fermionen: |El,7€2,... Z( 1P -P |k1,k2,...,kN)®)

wenn alle ka voneinander verschieden sind. Dann enthélt
die Summe genau N! Terme. Daher tauch N! als Normier-
ungsfaktor auf.

Bosonen: |E1, ﬁz, ey EN)_'_ = L . Z P (|E1, Ez, ey EN)@)
VN, =
Hier kann ein bestimmter Einteilchenzustand k ng-mal auf-
treten: Z 11z Normierung sei hier N, = N! - 1_[ ny !
k k
(ohne Beweis)
= sind alle Zustdnde verschieden = N, = N!
= unser Faktor N! in der klassichen Statistik

1
5 (DI@IF) + @IBa) + Il
laa)|B) + |a)| B)a) + [B)|a)|a))
= L (@) + @B ) + 1Bl

Beispiel: |aaB), =

3
aB), = v—l-(la)lﬁ) £ 1B)la)

G i 1 B

MNowtion. |0, = Z" P n={_] Fenion

Kriterium fur Quantenmechanische Behandlung von Teilchen

Die theoretische Wellenlénge sei equivalent zu der de Broglie Wellenlédnge
eines Teilchens mit der Energie - kT, welches viel kleiner sei, als der mitt-
lere Abstand der Teilchen:

‘mittlerer .Abstar?d 5|y . 2k 2k
zwischen Teilchenint= [— =  de Broglie I=—— =
Gas mit Dichte N /V p 2mE

L ) 3V 3 1 . (27‘[fl)6n2
Kriterium: A < i = 1°n =Gz PR &1

Stellen wir um unsere (anti)-symmetrisierte Vielteilchenzustdnde durch die
Besetzungszahlen {u,, u,, ... } dar: |n) = |n4, n,, ...}, dann sind diese Eigen-
zustande der Teilchenzahloperator 7y, : 11, |n) = ny|n); 1, Operator des Zu-
standes k daher ist |n) Eigenzustand von N = Y5, A, woraus folgt, dass
N|n) = N|n) mitN = Y3, ng.
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Bei ideale (also wechselwirkungsfreie) Teilchen ist H der Gesamtsysteme die
Summe der Einteilchenhamiltonoperatoren. Daher seien die Energiewerte

Hn)y=Eln) , E= ENy
k=1

Typische Quantengase: Elektronen in Metall, Phononen im Festkdrper oder
Phononen der Hohlraumstrahlung.
Im grolRkanonischen Ensemble kdnnen sich die Besetzungszahlen auf zwei-
facher Art &ndern:
Q) Anderung des energetischen Ausgangszustands von Teilchen
durch Fluktuation von E;
(i)  Anderung durch Austausch von Teilchen in einem bestimmten
Anregungszustand durch Fluktuation von N

GrolRkanonische Zustandssumme
Bosonen: identische Bosonen in Besetzungsdarstellung n, = {Anzahl der
Teilchen im Zustand k}

wop =Tr(e BH+BHN) = z e BH+B-uN

n1 Nny,..=0

mit N = an und E = Zeknk
= Zgr08= Z e~ P Zicta(Ex—i) i —1_[ z =B (ex—w)ng

nq,ny,..=0 =1 ng=0
[ee]

1
- 1_[ 1 —e—B(ex—1)

k=1

Zg

= Qpg=kpT- Z In(1 — e=F=K)

Bose-Einstein-Statistik

Fermionen: identische Fermionen
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1
ZgrOB=Tr(e‘ﬁ‘ﬁ+ﬁ'“"V) = z e~ BH+B-uN

nl,nz,...=0
1

00 1
_ Z o~ BE (e — Z B -1y

nq,Nny,...=0 k=1 ng=0

_ 1_[ 14 e-BE-m
k=1

= QFD = kBT . ln(l - e_ﬁ’(sk_ﬂ))
=1

k
Fermi-Dirac-Statistik

Maxwell-Boltzmann-Statistik

Zweiteilchenzustinde:
. (S = 1/2, &
Fermi S, = 1/2) j_& g;
Bose (s =0) g —— e

Maxwell —e—o— —e

Entsprechende kanonische Zustandssummen

Fermi: ZfD=eF¢

Bose: ZBE=1+4 ¢ Pe 4 ¢2B¢

kan

Maxwell:  ZMB=1/2.(1+ 2 eP¢ + e72F¢)

Wir haben also eine Mischform; sind zwei oder mehr Einteilchenzusténde
gleich, so werden diese als ununterscheidbar angesehen. Sonst sind es unter-
scheidbare Teilchen.

= Kombinatorische Mdglichkeiten: N'! Fur unterscheidbare Teilchen und fur
jeden Zustand [], ng!.
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. . * eﬁ'u'N
Zorop = Tr(e FA+AHN) = Z i e~ BE
N=0 1 unterscheid-
Gibbs-Korrektur phare Quanten-
Zustinde
Neben- C = N!
) ek en-, N = z n, : E= Z £en,  un ' unabhingige
emerkung —~ ] Hk 1 Ng! Zustdnde
= Zyop= Tr( Wi
eﬁ wnN Z NI . e_ﬁ’Zloco=1 Exg Nk
= . O voo .
I NYg—qng ) |
N= N nq,Nny,.. Hk:l nk.
Z (Z > e_ﬁ'zloco=1(€k_#)'nk
5NZ
k=1Tk o |
nima. [Tie=1 mu!
Z e B Zk:l(sk wng
= o '
Nl [Tie=q !
2 & e BEwne 2
1_[ Z H exp(exp(—f - (& — 1))
k=1 nk=0 k=1

und somit:  Qyp=—kgT - z e~ B-(er—1)
k=1

Mittlere Besetzungszahl
Hamiltonoperator des idealen Quantengases ist H = Y, &7, wodurch die
mittlere Besetzungszahl des Zustands m sei:

N =Tr(fRyy, - P)

1
:ZgrOB -Tr <ﬁm - exp <—ﬁ Z Ny + up - Z nk>>

k k
f— 1 a T Z A + z A
B Zgrol} B Oe, r|exp B - ekl + up _ n
0 Z
1 E groB3 0 a0
=——+————=—kpT - —1n(Z,, = 3e
.B Zgroﬁ g a ( £ B) m
aQ
Bosonen: n,, = BE Z 0_1“(1 + e B(ex— u))
_ 1
N 1 + eB(ex—1)
Fermi-Dirac-
Verteilung
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!
Istep = 0und mitn, =0,1:0<e Pt <0 = —oo<pu<oound
0<z<oo.

Maxwell-Boltzmann (unterscheidbare Teilchen)

= _00us _ Z e—ﬁ () = L
G ‘ 1 +1 , Fermi-Dirac
enl\lleltnatlme: m = mit a=4{ 0 , Maxwell-Boltzmann
otation a+eriim —1 , Bose-Einstein
Ny
Maxwell- Bose-Einstein
Boltzmann e

 emibime oS
F )

ermi-Dirac
0 B - (gm -

Zustandsgleichungen:
Kalorisch: aus Q=F —TS — uN = —pV

folgt E=Q+TS+ uN
a0 00
oder E=Q-T- ( ) —,u-(—)

aT ouly»
alternativ mit — _
mittlere Besetzungszahl’ E=H= Z EkTlc
Thermisch: p= (6V>Tu oder Q= —pV
Teilchenzahl: ( ) oder N = z N
K

4.5 Das ideale Bosegas
In der Regel ist die Teilchenzahl bekannt:

N—Z‘ _z 1 Da N>O0folgtu<eg Vk
N e = eB(ee-1) — 1 mit gg = 0 woraus folgt, dass 4 < 0 ist.
K K

Man betrachte freie Bosonen in Volumen L3. Hierbei seien die Eigenwerte

hEZ X - Ny le ny
Ex = mit k= (27t T 2m - 1 2m - T)
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Der Ubergang zum Integral sei:

Zf(ﬁ)= z f(k)-An, - An, - An, mit An; =1
k

{nx;ny,nz}

- Yr0=(z) Y s ﬂzn o

Ny, My, Nz}

~(5) 270 HAk

Die Intervalle Ak; = 2m - An; /L sind sehr klein, wodurch der Ubergang zum
Integral moglich sei

>0 = () [ e

Der Fehler hierbei sei, dass der Grundzustand k = 0 im Integral unterdriickt
wird, da d3k = k?dk dQ wodurch der Betrag dazugerechnet werden muss:

2.1®=( 5[ r@ e o

h2k? A%k
= de=——2dk
m

= e = e(k )—

) o=l o e

4V 2m - £ m
= jf() / de

= (22% . (2m)*2. f fe)-Vede

Definiere die Zustandsdichte g(e):
2 V = [ee]
(27:[}51)3 . (2m)3/2 . \/E = Zf(k) = j(; g(g) . f(g) de +f(0)

g(e) =

Aus grofiem Potential fur Boseteilchen folgt:
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= z In(1 - e—ﬁ~(s—u))
K

Fugazitit z

= f g(&) - In(1 — e P M) de + In (1 - Zﬁ)
0

Q o
= ﬁszT'f g(e)-ln(l—z-e"ﬁ's)de-i-kBT-ln(l—z)
B
= kgT - (2 h)3 f (2m)3/% e -In(1—z-e P*)de + kgT - In(1 — 2)
4tV
= . Jo2m)3/2.£3/2 . 1n(1 -z - e~ B¢
ksT eI DE [2m)3/% - ¢ n(l—z-e )]0
koT -2 (2m)*/2 fooem'z'ﬁ'e_ﬁ'gd + kT - In(1 — 2)
8L 3 nny Y ) T 1oz e pe CET BT
2 g(e) - ¢
:—kBT§ ﬁ f _1 eﬁg d +kBT ln(l_Z)
2 (* g(e)-e

:—g' . mdé"{'kBT'ln(l—Z)

Analog flr innere Energie:
€ @ £)-¢€
= = _ 9
eBlex—1) — 1 0 z71.eB€ -1
k

Wodurch die Zustandsgleichung des Bosegasens grofien Potential = —pV
2
pV = §E = —kgT - In(1 —2z)
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Teilchenzahl: N = L (7 9© .7
clicnenzani: —ZW—L Z—l,eﬁ',u,_l £+1_Z
k
21V o Ve z
=——.(2 3/2.f d
=z e G -
21V (2m)3/2 f°° Vx et z
= - | — .
(2rnh)® \ B o z27l-e¥—1 XT1 2
) / (2mh)?
mit 4= 2m-m - kgT
2V Vx
= N dx +

:\/E./13. z7l.ex—1 1-2z

Polylogarithmische Funktion:

1 0 xM1 \
| wn(z) = F(Tl) fo Z—lex_ldx |
_ 1 o xM1 /
- (n—1)!f0 z-Tex—1%%
l

= 0)3/2(Z)+1T
3 V-kgT
= :E-T-ws/z(z)+kBT-ln(1—z)

Eigenschaften der Polylogarithmischen Funktion w,,(z)
Fir Bosonen ist z € ]0,1[ und x € [0, oo
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1 z-e ¥

z7l.eX—1 1—z-e°%

k=0 k=1
= w (Z)ZL'ZZ’( foox”_l e k¥ dx
n
I(n) k=1 0
1 i zk «©
—-— . - s;n—l e—f df
n
L) k=1 0
rn)
=Z ﬁ Z:l (n) Riemannsche
£ n Zeta-Funktion
. _(C(z2) , n>1
- Emwn(z)_{oo , n<1
- Zk z—-0
= wy(2) = I - Z
k=1
d w,_1(z
AuBerdem: —w,(2)=—" 1(2)
dz VA

Nebenbemerkung: Die Riemannsche Zeta-Funktion ist eine duRerst interes-
sante Funktion unter anderem wegen dem von Ramanujan beschriebenen Be-
weis:
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(=) ke x = —1
k=1
> (-1)=) k=1+2+3+- |- (—4)
o —4-((—1)=—4~ k=—-4-8-12-16—-- |4+¢(-1)
S {D-4(-1)=-3 D)

o (1) -4-{(-1)= Zk 4Zk

_1+Q—4y+&+m 8) + 5+ (6—12) + -
=1-2+3-4+5-6+--

-—i——=zzk~@«ﬁﬂ- =1
(1+x)2
k=1
LI Ook (-D*¥1=1-2+3-4+5-6+
2
1+ 4 &L
1
= 7="3:¢(-1 |- (=3)
1
o =D =1+2+3+4+5+-

Eigenschaften des Bosegases
Gegeben seien T und V mit Teilchenzahl

|4 z
N:N£+N0— (1)3/2(Z)+—Z

FE
LV |4 %4 N, = o
N;:‘Ila =A3 (,l)3/2( ) 13'C<2) ﬁ 2612 und ;_) 1
N 1
max = ~ = ~ - 1 — —
Ist also N> N¢ N 1= z N1 1 N

z=1alsofiur N = o

Thermodynamischer Limes: 7 = N/V konstante Teilchendichte bei N und
V- o
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. N; Ny (U3/2(Z) . Ny
= Jim (F )= im

(1) z=+1:

endlich

N,
> lim—=0 = w3/2(2) = 0

N—-oo

Kann aber nur giiltig sein, solange

N _ NP ((3/2)
v v A3

.. . Np {(3/2)

(i) z=1: 1\111—r>rc}oﬁ=1_ —

= Solange 71 - 13 < {(3/2) werden vornehmlich angeregte Zustande
(k > 0) besetzt, und N, /N ist verschwindend gering. Daher sei die Fugaziat
z < 1. Bei zu hoher Dichte sind die Teilchen zunehmend im Grundzustand

Ny {(3/2)
= = Ilim—=1-
(k =0) N N A3-n
mit  im e =SG/2)
Nooo N 237
Mit Kontrollparameter: n=n-A3
< 3\ Woraus folgt, dass Ny < N,
= n<¢ (E) und z folgt aus 7 = w3/,(2)
3
ist n=¢ (E) > z=1
Fir ein endliches N _w3/2(2) z
ergibt sich z aus’ S B.a N-(1-2

z Ableitung sei unstetig
/

1

7 zm)~n+0(®)

1G/2) n

Besetzung des Grundzustandes
Der Thermodynamische Limes beschreibt 7 = const. Die Bedingung

n - A3 = ¢(3/2) definiert eine kritische thermische Wellenlange und somit
eine kritische Temperatur

Montag, 07. Februar 2022 Simon Macaillan Hutton
793500



Skript Theoretische Physik 1V (Ralf Metzler), 4. Das 88
GrolRkanonische Ensemble, 4.5 Das ideale Bosegas

_ (@2mh)?
CT2meom-kg- ¢
Fiir T>T, ; A< = z<l1
. Ny N,
= lim—=0 und lim —=1
N-ooo N N—-oo
Fiir T<T; ; A>1A; = z=1
N, ((3/2) #m-A3-c r-c\>  [T\?
= lim —= — = =( >=<—>
Noo N  A3.nm A-A3 A T
N, T\3/2
-1 7)
R ALY T,

1

T/Tc

Thermische Zustandsgleichung:
%4
aus Q=-p-V = p-V=-Q=kgT 5 ws;(2) —kgT -In(1-2)

A3
kT kT
= p:?-a)5/2(z)+7-ln(1—z)

Beim Thermodynamischen Limes: fiir z < 1 verschwindet der zweite Term;
firz=1mitz = 1—%
kBT ﬁ 1 N—-oo
T-In(l—z) ~ kBT-N-ln(N) —

Es folgt, dass im thermodynamischen Limes immer
kgT kgT
—ln(l—z)—>0 = p:?'wS/Z(Z)

%4
im thermodynamischen
Limes
3 kT -V 2
aus =§-T-w5/2(z) = pV=§E

Druck, Dichte, Temperatur
Feste Dichte unterhalb der kritischen Temperatur T, = z = 1 und
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unabhéngig von Gasdichte!

kgT k T 5, ——
T<T p= w05p(D) =5 ¢ (3] TR
k T
T >Tg: n-2°=ws3/,(z) und pz%-a)s/z(z)
T>»T; > z-wy(z)~z
kgT kgT _ N
R St E
klassisches
ideales
Gas
N,
E
Vl) B

Bei fester Temperatur sei eine kleine Dichte mit z — 0, wodurch es wie beim
klassischen Idealen Gas gilt, pV = N - kgT. Bei hoher Dichte wird z = 1 er-

reicht, wodurch es gilt, p = kBT . (g) und der Druck bleibt fur weiter Erho-

hung der Dichte konstant. Glelchzeitig wird ein Anteil der Teilchen im
Grundzustand erhéht und ein Phasentibergang sowie Bose-Einstein-Konden-
sation (Nebenbemerkung: Kondensation sei im Impulsraum).

Die Grenzkurve, bei der Besetzung des Grundzustands makroskopisch rele-
vant wird, sei wenn N und T konstant sein sollen. Das kritische Volumen sei
dadurch V., bei dem z = 1 erreicht wird.

3 (3) s V_N-/13
=2 =G/
{(5/2) 5/3 _ (2mh)? 5(5/2)
=kgT - v = - N5/3
=z p=kpl-—7— = Pl 2im {(3/2)
p - V5/3 =const
p
_________________ y
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Kalorische Zustandsgleichung

0E
mit Definition Cy = —T) und fur T < T¢ konstante Fugazitét z
VN
= it z =1 folgt E—3 d kgT - C(5/2)
mit z = 1 folg =5 {(5/
15 5(5/2) ;
=—. /2
= Cy 2 WE T
V %
T>TC: E:EFkBTwS/Z(Z) und N:F.ws/z(z)
3 ws/(z
substituiere A = E==-N-kgT- 5/2(2)
2 0)3/2(2)
N & _3. ws/2(z) 3. 0 wsp(2)
N-kp 2 ws3/(2) a71(03/2(2)
0
0 wss(2) 0z w3/,(2) '&ws/z(z) — ws/2(2) - 57 w3/2(2)
aT ToT 2
(1)3/2 (Z) ((1)3/2(Z))
0 1
da &wn(z) =E Fwp-1(2)

0 wspp (z) 0z(1 Y (2) - ws2(2)

7 T (z) oT\z 2
3/2 (0)3/2(2))
0 Ja _
aullerdem 37 “3/2 (z) = aT <A
6 0 az
= 3/2( z) = T 3z w3/2(2) == w1/2(Z)
6 3 n- /13 3 a)3/2(z)
— 7.3 == —.
und A=y =T T
0z 3 z-w;3/,(2)
= =, e
aT 2 T N a)l/z(Z)
N Cy _E 0)5/2(2) 9 0)3/2(2) 1 0)1/2(2) * Ws)2 (2)
N-kg 2 4 - 2
B w3/,(2) W1/2 (Z) (a)g/z(Z))
E ws/2(2) 9 w3/2(2)
4 w3/2(z) 4 (U1/2(Z)
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Cv

N * kR
Y R et L

O

T/Tc
3 .
T»3 = z&1 = Cr=5"N ky Elragsjéﬁlsles

¢, 15 ¢(5/2)
N - kg T'((3/2)~1925

z=1 also T-TF

4.6 Das ideale Fermigas

—oo < u < oo wie gesehen ist jeder Zustand maximal einfach besetzt aller-
ding existiert Entartung durch innere Freiheitsgrade, von denen &, unabhan-
gig ist. Zum Beispiel: Wenn ein Spin s groRer als Null ist, so folgt eine Ent-
artungg = 2s +1

Maximal g Teilchen im Grudzustand, die im
thermodynamischen Limes irrelevant werden

- €
Gesamt N = an _j g9(e) AN Jp

teilchenzahl 7z 1-efet+1
h? - k? 2m
= - —. 3/2. ¢1/2
€ > und g(e)=g Zh)? (2m) €
Grofles _ ] * ) B¢
Potential QO=—kgT jo g -In(2+z-eF¢)de
4 -V g3/2
=—G  —— (2 3/2.f—d
9 3 s B 1+z1-epc™
Innere Energie: E=g 22 (amyr G
nnere energie: =g m . ( m) . f m &
-1
mit  0,(z)= F(n) f T dx
_V % 3 v
= N=g-—3-a3/2(z) ; QZ—kBT'g'_g'Us/z(Z) ; E:—'kBT'g'_g'US/z(Z)
A A 2 A
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Eigenschaften von a,,(2)

1 1
stz<1l;, ————=z7-¢7 % ———
= gz l.ex41 1+z-e*

= =z-e‘x-i(—z-e‘x)l
=z.e°% Z( 1)1 1, e lx

= 0,(2)= F() f Z( DL b e x L x gy
ozb 1 @ n
= Un(Z)=;(—1)l 11_”Tn) . e™-y"ldy
r'(n)
_i(_l)l—l _l
=1 ln
= on(2)=z ; zK2
z>1 y=In(z)=p-u
= TI(n) an(z)zfoox" 1 (@(y —x)) dx

mitx =y-n:

© 1
=10 77 <€y n-1) +1 6(1 - 7])) dTI

Reduzierte Fermiverteilung
1 y — 00

ey'm-1) 41

ey od T y=5

i Y]

Ist y sehr groR, so ist die Differenz 1/(e?@~ + 1) — ©(1 — n) sehr klein

und lim (I,,_,/y™) = 0. Es folgt die Reihenentwicklung in y~1. Dazu starte
y—00

man mit
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Y 1 1
Im=f0 xm'(ex—Y+1_1>dx+fy xm.(ex—Y+1>dx
y x™m © xm
=—J;) de‘FJy mdx

=—fdeu+medu
0 0

o

et +1 e +1

© (a) _ 2 yM o0 m
=L WD ==y gy
m,fom (1+Eu);"u;(11—€u)mdu=l(§,)

J (&) Man entwickele die k-te Ableitung:

2m! ® ok
. f ——du , kungerade
0

O ={m—-k)! ), T+e
0 , k gerade
. ©uk
verbleibt: Ly = j; 1T on du
1 (o]
. . ek U, ,—lu _ -1, -
fiir u > 0 gilt T er- 150 Z( 1) - “—;(—1) 1L.eg-tu

[o9]
o

= Ly = Z(—l)l‘l . f uk e ¥ du
0

=1

had (_1)1—1 00 ~ © (_1)1—1
:z lk+1 -ka-e”dvzk!- lkT

=1

T'(k+1)

LIS T N
=1

SOkt DS (kD) =(1-55)-C (k+1)
2m!- k!

— -(1—1) ¢l +1)

= (@)= er(:)(o) = ;F(m—TZk) (1 — %) {2k 4 2) - §2k+1

Iy =2y™ ) 1—— 2k
> n-1= 4y 'kzor(n—2k+1)'( 22k= 1) <@k -y~

I
=
HMS

V k ung-
gerade ist

Jn(0) =—
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Diese Reihe hat Probleme bei der Konvergenz, man kann aber zeigen, dass
die ersten Terme eine gute Beschreibung liefern (Nebenbemerkung: I,,_,
existiert):

Liy=y"- <(n -1)-3(2)-y~?

7
+2 - DO =DM —3) @)yt )

(ln(Z))“ 7(2)
= on(2) = T+ ) 1+n-(n—-1)- ) + . ()
Aullerdem (2) = 1 *© .jl xn1 p
gilt mit’ i ( ) Z 0z\z 1.ex 11 X
1 le—l . Z—1 . ex
= T(n) ' , @l er+1)? dx
az
Partielle “2 Cod :
. . = —_ A . j+1
Integration’ Ll fG) - gCx)dx Z( D s f(x) J Jg(X)d x
J=0 a
1 xn-1 o
= O'n( ) F(n) <[_ Z—l .eX 4+ 1]
- x
d?
ﬂ (Z‘1 ex + 1)2 x)
®(n—-1)- -x" Zd
F(n) zlext1
Tl 2
F(n -1) f z7l.ex 41 = On-1(2)
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Thermische Zustandsgleichung

4
. Q= —pV ; sz'ﬁ'o-?)/z(z)
Mit i v 3 v
Q= —g'kBT‘F'Us/z(Z) 5 EZEQ‘kBT'F'US/z(Z)
2 05/2(2)
= V=—-E=N-kgT-
P 3 g 03/2(2)
N
Mit n = v folgt ebenfalls g - 03,,(2z) =7 - 2°
. i l
Wir, . 1 2
hatten’ on(2) = Z(_l) n
=1
z? n-A3 bexich , n-A3  z?
= Z oz 7 eziehungswelse zZ= 3 +m
nullte- und_ o _ -3 e _T_l-/13 4 1 . -3\
erste Ndherung'’ 2= g > EF g 23/2 i
Aus z = eP*  folgt in dieser Néherung:
n-A3 1 7n-A
u = kgT -In(z) = kgT - | In i +23/2- 5

mit  In(1+ x)

Q

X

Diese Naherung von z verlangt offenbar 71 - A3 sehr klein ist, oder wegen
A~T~1/2 bedeutet, das hohe Temperaturen T gibt oder niedriges 7. Fiir sol-
che kleine z hatten wirg,,(z) *z = N - kgT verdinntes Fermigas bei
hoher Temperatur wie ideales Gas. Mit z(1 lasst sich auch eine Korrektur
angeben. Umgekehrter Fall mit# - A3 > 1 folgt mit (+) (vorige Seite):

r(1+3) n@)¥*

2
pV =N -kgT - z ==N-kgT -In(z) =--N,
I(1+3)- (n(2)*? 5 5
um u zu bestimmen, benutzen wir (*) und
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In(z))3/2
g'03/2(2)=ﬁ-/13 = n-A3 z'g_.%
r(1+3)
~.2/3 2
__H n (2mh)
> In() =3 ~ (rs/2 E) L
. (2mh)?
t = —
3w\ (@2rw)? 3
= u~(g-§) ‘= mit r(5/2)_1.\/;
Damit _ :E. I'(5/2) 2/3 . (2mh)? R unabhingie
folgt P ="Pr 5 7 Tm von T

T

Daher sind alle Zustande unterhalb der Fermienergie e sind besetzt und da-
mit tragen sie zum Druck bei, anders als die Bosonen.

=0 [°F 41
Mit N = — g —— . (2m)3/2. 32
it JO gle)de =g 3 2nh)? (2m) &p

(3 ﬁ)m (k) Al li
= = | —" — . —
&F it g 2Zm 50 TI—I:%(M ) =er
7
€r
~T. = —
F ks
0 T

Wenn 7 - A3 sehr groR ist, so wird es als entartetes Fermigas bezeichnet.

Warmekapazitat des Fermigases
0, (2) hat identische Rekursionsregeln wie w,,; pV und E sind unter Vertau-
schung von a,, und w,, fiir Fermionen und Bosonen identisch
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~1,9256717

G 15 o05,,(z) 9 03,,(2
L G 15052 9 05p(@) g0
N-kg 4 035(2) 4 01/2(2)

Fur hohe Temperaturen T und 72 - A3 seien sehr viel kleiner als 1, so gilt dann

3
CV = ENkB

Welches das klassische Ergebnis sei. Wenn

Cy

n-A>»>1 = —
n Nkg

z3-<<2)-"f;—T aus (%)

Da u zeitabhangig ist, folgt C,~T. Denn der Beitrag kommt vornehmlich um
Fermienergie, und Breite der Aufwertung bei kleinen T ist = T

Cy
Nk

3/2 1
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5. Thermodynamik

In dem thermodynamischen Limes N,V — co mitn = N/V = const sind
alle Ensembles physikalisch gleichwertig (abgeleitete GréRen sind identisch,
da relative Fluktuationen um Energie E und Teilchenzahl N verschwinden).
Die Zustandssumme ist jeweils mit thermodynamischen Potentialen ver-
knupft, welche bestimmte nattrliche Variablen (ZustandsgroRen) besitzen.

Mikrokanonisch Kanonisch Grol3kanonisch
Zustands- 6(H—-E e BH e~BH .y® ,puN
Zmikro = ¥dr Zk n — ————dl' | Z o — ZN_O dar
summe (2mh)3N - N! 2 (2h)3N - N! gro (2mh)3N - N!
Dichte p=231 - 5(H(ﬁ) —E) p=2;1. e BH p=2Zgk o~ BH+BuN
Thermodyna-
misches Po- s = kg - In(Z o) F = —kgT - In(Zya) Q= —kpT - In(Zyop)
tential:
Natdrliche
Variablen: E,V,N T,V,N T,V,u
Physikalische _ aS oF 00
el o (Z) s=—(2) . (i
olsen: aE V,N aT V,N au. TV

Es folgt, dass die Entropie (als wichtigster Reprasentant physikalischer Gro-
Ren) in allen Ensembles gleich sei. Zum Beispiel S,;.o (E, V, N) muss gleich
sein zu S, (T, V, N) im Sinne, dass

Skan (T' V' N) = Smikro (E(Tmikm' V' N): V' N)

1 0 S :
= S R
Tmikro 0E mirko
oder
umgekehrt,  Smikto(E:V, N) = Sian (T (B, V., ), V, N)

5.1 Beweis der Aquivalenz der Entropien
(Hier fir mikrokanonische und kanonische Ensembles) Eigenschaften der
Thermodynamischen GroRen:
0] Zu jeder Energie (zum Beispiel im mikrokanonischen System) ge-
hort genau eine Temperatur
ko = Trikio (E,V,N) =

mikro mikro

0

ﬁsmikro(E’ Vv, N)

und T wéchst monoton mit E (siehe zum Beispiel im Gleichver-
teilungssatz!). Strenge Monotonie ist verletzt zum Beispiel beim

Phasen(bergang.

(i) Temperaturnullpunkt fiir minimale Energie: Tjx,o — 0 fUr E — 0
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(“I) E/N—)OO = Tmikro_>Oo
(iv)  Statistische Unabhangigkeit von Subsystemen. Denn
Smikro(AE: AV’ AN) =1 Smikro(E: V’ N) = mit A= N_1
1 EV
= Smirko (E, V’N):N'Smikro (ﬁ,ﬁ.l)
N.§ (E V)
*"\W'N

Nun gilt im kanonischen Ensemble:

Shannon

Sian(T,V,N) = ~kep(In(pan 5 o = Zigh - e7P¥
=—kg - (In(e™P1)) + kg - In(Zyan)
=—kp B - (H)an *+ kp - In(Zyyn)

d
(H>kan =- @ ln(Zkan)
0

> SwTV,N) =k (~f 55+ 1) i)
Siehe Kapitel "Grof3-
kanonisches Ensemble"

* !
wobei Zian =f e~ BE . Zmikro(E, V,N)dE
0
Daaber  Spiro(E,V, N) =kp - I(Z i (E, V, N))
= Zkan =] e_ﬁE+k§1'Smikro(E,V,N) dE
0
Wir def- 1

inieren ¢(E' V’ N' ﬁ) = ﬁE - E aSmikro(E; V, N)

Wie verhalt sich ¢ als Funktion von E? Es ist ein Extremum, falls

o¢ 9 1

220 alsofalls kpyB=—S 4 =——
oF also falls - kpf = 5% Smikro T (B, V,N)

Wir wissen aber (sieche oben), dass Ty, < E eindeutig istund 0 < T < o
= V B >0 fur alle genau ein E, fur welches Extremalbedingung erfullt
ist. Dieses E nennen wir E* = E*(8,V, N). Insbesonders

Tmikro(E*: Vv, N) = (kB,B)_11 und
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5.1 Beweis der Aquivalenz der Entropien

. d¢ 1 )
1151_% (kB : ﬁ) =kgf — T WOVN) —00 da  Tyieo = 0 Das Extrem-
9 b um ist ein
I ( - —) —kof — —k Minimum
El_r’l‘;lo kB O0E kBﬁ Tmikro(OO, v, N) Bﬁ >0
(0]
' E

Montag, 07. Februar 2022 Simon Macaillan Hutton
793500



Skript Theoretische Physik 1V (Ralf Metzler), 5. Thermodynamik, 101
5.1 Beweis der Aquivalenz der Entropien

. o 20
mit ¢ Ziay = e~ PE VNG . f e~ (PEVNH-EVND) g
folgt 0

Reskalieren

. — — -1, .
VOl’l(p' ¢(E’V)N’,8)_:BE kB Smlkro(E'VﬂN)

(BE 1 _(EV\\_
= (W_ES(N'N))ZNd)(E'ﬁ"B)

5 2o = e BEVND . J " N (s 08) g
an
0
Fiir Ny, verschwindet der Integrand bis auf der Umgebung um &*. Daher

die Sattelpunktnédherung um &*

a¢p 102¢ \
¢(e,9,8) = p(e, 19,6’)+— (e—¢)+ (e—e)? +
e=¢* ‘v——’ g=¢*
_O Da es ein >0
Minimum ist
. N 02
= Zian = e PEVNL LN j exp( — —(f (e - s*)z) dE
0 2 0e*| _.
e=¢
o o0 N 9%¢ .
~ e ¢(E ,V.N!B) . N -]-0 exp< E F ._(f — ¢ )2) ds
e=¢
_ e_¢(E*!V!N!B)
2 _1
J G4
0%¢
= In(Zy,) ~ —p(E*,V,N,B) +In| [27N - 3z
O(N) € e=¢*
0(In(N))
= _¢(E* Vv, N ﬁ) 5 Skan = kB ' ln(Zkan)
S San(TV,N) = kg - (ﬁ 5 1) ¢V, N, )
da E* explizit von 8 abhéngt
0% 0 09
= —kg - $(E",V,N :
—0 Minimum!

- _kB ' (:BE* - klgl ’ Smikro(E’ v, N)) + kB.BE* = mikro(E*: V;N)

Daraus folgt die Aquivalenz mikrokanonischer und kanonischer Entropien,
falls in mikrokanonische Entropien die innere Energie E durch die Lésung

der Gleichung —/= as‘““‘“’ = kg[8 ersetzt wird. Aullerdem ist
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Definition
von ¢

0 d
E(T:VJN):<H)kan:_ﬁln(zkan)z@(p(E*'VlNuB) E*

= Alternative Formulierung der Aquivalenz:

Skan(T) V’ N) = Smikro ((H)kan) V) N) = Smikro (E(T, V, N), V, N)

-1 .
und schlief3- _ L _ ( i ) _ . Aquivalent der
lich ~ kgp \OE Smikro —_— mitao(E", V, N) Temperatur

Ahnlich kann man die Aquivalenz zur groRkanonischen Entropie/Temperatur
zeigen.

5.2 Hauptsatze der Thermodynamik

Hauptsétze sind Axiome, auf denen die Thermodynamik vollstandig aufge-
baut werden kann. Die Hauptsétze kdnnen in der Statistischen Mechanik auf
fundamentale physikalische Prinzipien aufgebaut werden.

Nullter Hauptsatz: Transitivitat der Temperatur
Sin zwei Systeme A und B jeweils mit einem dritten System C im Gleichge-
wicht, so sind A und B auch untereinander im Gleichgewicht

C C

Aquivalenz
—

T |

Adiabatisch isoliert im Warmekontakt

Abgeschlossenes System: adiabatisch (gegen Warmefluss), mechanisch und
chemisch isoliert.

Offenes System: mindestens eine Energieform kann ausgetauscht werden.

Abgeschlossene Systeme kénnen nicht miteinander im Gleichgewicht stehen.
Gleichgewicht bei offenen Systemen liegt vor, wenn T, p und u tGbereinstim-
men.

Existenz einer Temperatur:

Gleichgewichtszustande der Systeme A, B und C werden durch die Koordi-
naten {A;, A,, ... }, {B4,B5, ...} und {C,,C,, ...} beschrieben. Gleichgewicht
zwischen A und C impliziert eine funktionale Abhangigkeit der Koordinaten
von A und C. Wird zum Beispiel A gedndert, missen sich

Montag, 07. Februar 2022 Simon Macaillan Hutton
793500



Skript Theoretische Physik 1V (Ralf Metzler), 5. Thermodynamik, 103
5.2 Hauptsatze der Thermodynamik

{Az, A, ...; C,,Cy, ...} dndern, um das Gleichgewicht zu wahren

Fac(Al, Ay, ...; C,Cy,...)=0 Zwangsbedingung
Ahnhch #BC(BPBZ’ - Cl,Cz, ):0

Betrachte nun die Anderung von Koordinate C, aufgrund der Anderung aller
anderen Koordinaten:

Cl = FAC(AllAZI . Cz, C3, ) = FBC(Bl’BZF ey Cz, C3, )

Aufgrund der Kopplung von A, B und C.

Der Nullte Hauptsatz impliziert aber auch #25(A4, A,, ...; By, B,). Erflllt
ein Koordinatensatz {A,B} diese Zwangsbedingung #p, und wir setzen diese
in die Gleichung fir C; ein. Aufgrund des Nullten Hauptsatzes muss dann
aber die Relation flr C; unabhangig von den {C} erfullt sein. Dies gilt aber
fur alle zulassigen {A,B}. Aufgrund dessen muss nur die folgende Relation
erfullt sein (Elimination von {C}inC; = -+ ):

G)A(All AZ; ) = GB(BIJBZJ )

Zustandsgleichung

Eine Isotherme ©,(A;, A,, ...) = © beschreibt die Anderung der A;, A,, ...
so, dass ®, = O konstant bleibt. O ist die Temperatur des Systems. Wir ha-
ben unabhangig der Ergebnisse der Statistik gezeigt, dass es eine Grolie ©
gibt, die den thermischen Zustand eines Systems im Gleichgewicht be-
schreibt.

Standardisierung 1954: Tripelpunkt von Wasser entspricht 273,16K Mit ei-
nem idealen Gasthermometer gilt:

zlgiir(l) (p ' V)System

T(K) = 273,16 - &
1191{)1’(1) (p : V)Tripelpunkt

Erster Hauptsatz: Energieerhaltung
In einem adiabatisch isolierten System hangt die Arbeit bei einer Zustands-
anderung vom Anfangs- und Endzustand ab, nicht vom Weg der Prozessfih-
rung.
XZ b 2
Arbeit
AW = E(X;) — E(Xy)
1 X4
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Ohne die Adiabatizitat ist die Arbeit nicht mehr gleich der Anderung der in-
neren Energie: die Warmeaufnahme des Systems ist AQ = AE — AW. AQ
und AW sind nicht unabhangig voneinander:

T = const Adiabatisch isoliertﬁ

AQ —AW

— —

AA=AQ =0

In beiden Fallen ist AE = 0, die Prozessfiihrung ist aber verschieden.

Differentielle Form des ersten Hauptsatzes:
dE = dQ + dw

Wobei dE ein totales Differential. d beschreibt eine kleine Anderung der
GroRe, ist aber kein Vollstdndiges Differential
JE = Z a—Ed _ fiir dQ und d@W existiert
0 > im Allgemeinen keine solche Form
l

Ander Form des ersten Hauptsatzes

Es existiert kein perpetum mobile erster Art, also es existiert keine Maschine,
die als Kreisprozess ausschlie3lich Arbeit abgibt.

Ein quasistatischer Prozess ist ausreichend langsam gefiihrt, sodass sich das
System zu jedem Zeitpunkt im Gleichgewicht befindet. Zum Beispiel das
langsame Ziehen einer Feder wandelt Arbeit in potentielle Energie um.
Schnelles ziehen erzeugt zusatzlich Wérme.

Aquivalenz der Formulierung: Betrachte einen

Kreisprozess. Da dE ein Totales Differential

ist, folgt A

erster ’]

Hauptsatz
jEdEzo jg(dQ+dW)

2

Perpetum mobile, dass nur Arbeit verrichtet, alsodQ =0 = dW = 0;
ist also die differentielle Form gultig, so folgt auch die zweite Form.
Umgekehrt: Die Annahme, dass dQ + dW auf dem Weg A verschieden zu
dem Weg B ohne Beschrankung der Allgemeinheit:

2A 2B 2A 2B
(@Q +aw)< (@@ +aw) = (dQ + aw) — (@+daw)<o
1A 1B 1A 1B
2A 1B
oder j (@Q + aw) +f (@ +daw)<o
1A 2B
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und somit: f(dQ +dW) <0 = yng < —f aw
Wir konnen den Weg so wiéhlen, dass
jg =0 = yg dw <0

Woraus folgt, dass das System Arbeit verrichten wirde, und dass dies ein
Wiederspruch zur Nichtexistenz eines perpetum mobile erster Art ist.

= ¢ dW kann nur Maximal 0 sein. Damit wére aber dQ + dW unabhéngig
vom Weg, im Widerspruch zur Voraussetzung. Dies zeigt, dass dE ein totales
Differential ist. Die Allgemeine Form der Arbeit sei

verallgemeinerte Krifte
: : -
diw = ] i dxi
—

i verallgemeinerte Auslenkungen

Kraft Auslenkung
Federkraft F Langenanderung x
Oberflichenspannung S Fliche A
Druck -—p Volumen V
Elektrische Feldstirke  E Polarisation P
Chemisches Potential Teilchenzahl N

Die Auslenkungen sind extensive Grolien, die Kréfte sind intensive Grof3en.

Warmekapazitat C:
Warmezufuhr ist wegabhéngig. Bei einem Gas kénnen wir bei konstantem
Druck oder VVolumen zufihren.

dQ dE dw _dE dV 2Q
Cy = arl, =2~ ar == —_<
dQ dE O0E
“=ar| Tar TP dT| | e aT| > by
Ideales Gas: E nur Funktion von T Experlment
o)) 7)) dE av
ﬁv=ﬁp=ﬁ = Cp—CV= p'ﬁL’:NkB

Zweiter Hauptsatz: Nichtexistenz von idealen Warmekraft- oder Kélte-
maschinen

Es existieren also weder ideale Warmekraftmaschinen, noch existieren ideale
Kéaltemaschinen.
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Quelle Abluft
(Verbrennung) (Abwirme)
1 Qn 1Q,
N4 W —| Kiihlschrank
(Wirmekraftmaschine) (Kiltemaschiene)
‘l’ QC T QC
Senke Kiihlform
(Kiihlung)

Joule-Experiment: Gewicht treibt Schaufelrad in Wasser an, wodurch die po-
tentielle Energie dissipiert in Warme. Umgekehrt lehrt uns die Erfahrung,
dass man nicht potentielle Energie aus Umkehr des Experiments enthalt: Es
existiert keine vollstandige Umwandlung von Warme in Arbeit.

Reversibler Prozess:

Ein Reversibler Prozess kann rickwaérts laufen mittels Umkehr von einge-
speisten und abgefiihrten GroRen, ahnlich wie Reibungsfreie Bewegung in
der Mechanik. Zeitumkehr kann nur mdoglich sein, wenn das System im
Gleichgewicht ist. Woraus man schlief3en kann, dass jeder reversibler Prozess
quasistatisch ist.

Beim irreversiblen Prozess ist der Arbeitsaufwand grofer als beim reversib-
len, um eine bestimmte Anderung am System hervorzubringen, wodurch es
gilt dW,,., = dW.,.,. Dies ist eine Form des zweiten Hauptsatzes. Da aber dE

ein vollstandiges Differential ist, muss gelten
dE = erev + dVl/rev = inrrev + d]/Virrev = inrrev < erev

Kelvinsche Form des zweiten Hauptsatzes:
Es gibt keinen Prozess, welcher nur Warme in Arbeit umwandelt.

Clausiussche Formen:

Es gibt keinen Prozess, welcher nur Warme aus einen kélteren und dann in
einen Warmen Korper tberfuhrt, wodurch es keine ideale Warmekraft, be-
ziehungsweise Kaltemaschine gibt (oder: der natirliche Warmefluss ist von
warm zu kalt).

Aquivalenz der Formulierung
(i.)  Clausius = Kelvin:

Montag, 07. Februar 2022 Simon Macaillan Hutton
793500



Skript Theoretische Physik 1V (Ralf Metzler), 5. Thermodynamik, 107
5.2 Hauptsatze der Thermodynamik

heil3
Q Qn Qn—0Q
= W — 14
C Motor — = K |—
7
Annahme: =
Es existiert Q QC '\Q
eine Anti- kalt So beschrieben, dass Q. = Q
Clausisus-
maschine

Wenn man den Motor dazuschaltet, dann nimmt die kombinierte
Maschine Q, — Q@ vom heiBen Reservoir auf, gibt Arbeit
Qn,—Q.=W ab und Q. — Q geht in das kalte Reservoir. Ist
Q. = Q, dann wiirde eine Antikelvinmaschine entstehen.

(ii.)  Kelvin — Clausius:

heifl}
Q QL Qn—0Q
— w .. _
K Kihlschrank = C
QC QC
kalt
Carnomotoren: heil3 T,
Carnomotoren sind reversible Motoren, die einen
Kreisprozess zwischen zwei Reservoirs T, und T, @n
durchlaufen. Warmeaustausch findet wahrend der Carmnomotor w
Isotherme bei T}, und T, statt. Die beiden Isotherme —
werden durch Adiabaten verbunden. Als Beispiel Q.
verwenden wir ein ideales Gas als Arbeitsmedium
des Carnotmotors. kalt T,
p

—— Adiabaten (AQ = 0)

—— Isotherme (AT = 0)
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Isotherme: pV =N -kgT = pV = const

3 3
Adiabate: E==N-kgT = sz

2
auf quasistat- _ (3 5 3
tischon Weg' 4@ =dE —aw =d (EpV> +pdV =2pdv+SVdp
dp 5dV pVY =const
iQ=0 = —=—-——=— = In(p)=-InVY) =
p 3V P y=5/3

Carnotscher Satz:
Kein anderer Motor, der zwischen den Reservoirs T;, und T, lauft, hat einen
héheren Wirkungsgrad als der Carnotmotor.

Beweis:

Ty,
Qn Qx Qn— Qf
Allgemeiner w Carnot _
Motor
+ QC Q(I: Qc - Qc, Tc

Carnotmotor wird umgekehrt betriebene (also eine Kaltemaschine) und wird
von einem allgemeinen Motor betrieben. Die Arbeit W ist identisch fur beide
Motoren. Nach Clausius gilt aber Q, > Qy,, sonst hatte man eine ideale Kal-
temaschine. Daraus folgt, dass fur die Wirkungsgrade gilt:

wow W
— == = Namot =77 = Naligemeiner Motor
Qn ©Qp Qy

Aus diesem Beweis folgt auch: Alle Carnotmotoren haben dieselbe univer-
selle Effizienz n(T}, T,).

Wirkungsgrad und Absolute Temperaturskala

T
Q1 Schalte zwei Carnotmotoren
Wi, hintereinander  (4quivalent
12 -
zu einen Ersatzcarnotmotor).
Q, Wys =Wyp+Wos Die Effizienz ist jeweils uni-
T,— = I verselle und nur von den je-
Q, weiligen Reservoirtempera-
Wy turen Ty, T, undT; abhan-
— gig. Daraus folgen die Bi-
Q4 lanzgleichungen:
T3
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Q2= Q1 = Wi =0Q; - (1 =n(Ty,T2))
Q3 = Q2 = Wy3=0Q, - (1 =n(T,, T3))

=Q1- (1 —n(Ty,T)) - (1 —n(T,,T3))
Q3= Q= Wi3=Qy - (1 —1(Ty,T3))

f(T2)
= (1 - T](TlJTZ)) : (1 - U(TZ'T3)) = (1 - TI(T1'T3)) = 1-n(T,T) = f(TZ)
1
Konventionell f(T2) T, QT
(einfachste Form) ist f(T) T, = 1-nT) = 0, T,
N qory="Te_q L
Nn Le) = Th - Th

Definiert absolute Temperatur bis auf Proportionalitatsfaktor. Dieser wird
durch den Tripelpunkt von Wasser geeicht. Alle Temperaturen sind positiv,
sonst kdnnte man einn > 1 konstruieren, was den Kelvinschen Satz wider-
spréche.

Entropie:
Zustandsfunktion, die zur Temperatur konjugiert ist. Dazu betrachten wir den
Clausiusschen Satz.

Claussiusscher Satz:
Fir jeden Kreisprozess (reversibel oder nicht) gilt, dass § dQ/T < 0 is, wo-
bei dQ die Wéarme ist, die bei der Temperatur T an das System Uberfthrt wird.

Beweis: Unterteile den Kreisprozess in infinitesimale Schritte mit dQ und
dWw.dqQ wird bei jedem Schritt durch einen Carnotmotor bereitgstellt oder
abgenommen. Das andere Ende des Carnotmotors ist mit einem Reservoir T,
verbunden. Da dQ positiv oder negativ sein kann muss der Carnotmotor vor-
warts oder riickwarts arbeiten.

To Lieferung von dQ an dem System, das

dQr (lokal) auf der Temperatur T ist. Dazu

AWiotr  nimmt der Carnotmotor dQr aus dem
Reservoir bei T,.

d0r = 2 dq
= =—
AW kor

System I RN

Carnotmotor

dQy T

Aufgrund der Definition von .

Nach Kreis gilt: Qr = $ dQr aus dem Reservoir abgezogen und in Arbeit um-
gewandelt. Der Effekt des Gesamtkreises ist die Erzeugung von
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Laut Kelvin geht dies aber nur, falls Qp =W < 0
1 1
.p=do < —do <
= T, ngdQ_ = deQ_O
Ist der Prozess Reversibel und man betreibt ihn umgekehrt, dann gilt

1
erev - _erev = % T ereV

muss gleichzeitig nicht positiv sein und nicht negativ.

1
= f?erev =0
1
Damit gilt auch, dass T dQ.., wegunabhdngig ist, denn
51 A1 B1 51
® ) ® )
@+ [ rae@=0 =5 [ sde@=[ rde®
L r]’v1 re B TZ e A 7’v1 re A 7’v2 re
Die Entropie zwischen zwei Punkten A und B
B
1
S®) -5 = [ 740w
A

ist somit ein vollstandiges theromdynamisches Potential. und

1
ds = T dQ.., ein vollstindiges Differential

1 ist somit ein intigigrierender
T Faktor fiir dQ,.,

Fiir jede beliebige Prozessfiihrung A — B ldsst sich ein quasistatischer
Ersatzprozess finden, mit dem sich

B
AS = j ds berechnen 1asst.
A

Fiir einen reversiblen (und damit auch quasistatischern Prozess) ist

d0=TdS  und dW=Z]idxi

L
> dE=dQ+dW=TdS+Z]idxi
i

S ist also die gesuchte konjugierte GroRe zu T.

Haben wir n konjugierte GroRe (J;, x;) fur die Arbeit, die aus dem System
ausgetibt werden kann, so ist das System uber n + 1 unabh&ngige Koordina-
ten festgelegt (wenn keine zusatzliche Zwangsbedingung zwischen den Gro-
Ren existieren).

Montag, 07. Februar 2022 Simon Macaillan Hutton
793500



Skript Theoretische Physik 1V (Ralf Metzler), 5. Thermodynamik, 111
5.2 Hauptsatze der Thermodynamik

Far irreversible Umwandlungen von A nach B: komplettiere Kreis mit rever-
siblem Prozess (inverser Ersatzprozess), Wodurch folgt, da im allgemeinen

gilt $§dQ/T < 0

fBld +fA1d <0 = fBld <SB)-SA) e dS>dQ
ATQ BT QI‘GV— AT Q— _T

In einem adiabatisch isolierten System giltdQ =0 = dS > 0: jede in-
nere Umwandlung fiihrt zwangsmaRig zu einer Entropieerhohung. Dies legt
eine bevorzugte Zeitentwicklung fest.

Kdnnte man nicht doch ein perpetum mobile zweiter Art bauen

Perpetum mobile zweiter Art

R Beispiel Maxwell-D&mon: ein Ddmon 6ffnet eine Tdr,
wenn ein besonders schnelles Molekiil ankommt. Daher

*\Zé wird das System S immer warmer und kann Arbeit ver-

richten (Teilchenzahl in S kann konstant gehalten wer-
den durch Riickpassage langsamer Teilchen aus S.).
Losung: Mechanismus des Ddmons wird thermisch an-
geregt!

Dritter Hauptsatz (Absoluter Temperaturnullpunkt):

Nernst: isotherme Prozesse (chemische Reaktionen, Phaseniibergénge,
Druckénderungen etc.) bedingen ein AS. Es gilt AS — 0 fiir T — 0 (Nernst-
sches Theorem)

. S(T)
Plancksche Form: %Hré —->0

Betrachte den Dichteoperator: p= e_BHA = Zn e Prnln)(n|
Tr(e—FH) >, e PEn
Py + Xk >k, e P En=Eo) |n)(n|
- G + Xp,>5, e F (En=Eo)
wobei P, der Projektionsoperator auf dem Grundzustand ist. Im Limes T = 0
ergibt sich:

P
pr=0== = S(T = 0) = —kp - (In(p)) = kg - In(g)
_ : _S(T'=0)
Selbst wenn g = O(N) wird lim ——==0
N—-oo N
Thermodynamische Konsequenzen:
Waérmekapazitat (X = p,V):
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ar’

Cy=T- (Z_;)X = S(T)—5(0) = fOT CXT(,,TI)

= Cx(T) - 0 fiir T - 0 denn sonst wire S(T) = S(0) + © =
Das heif3it, dass wir schreiben konnen
Cx(M)=T* (1+b-TF+-) mit af>0
a b-TE
= S(MH=SO)+T*- |—+——+ -
a a+p

Ebenfalls verschwinden ander Ableitungen, zum Beispiel:
1 oV 1 (0S

= — | — - — — | — T
“Tv (aT)p v (619)7,_)0 - 120

Daher geht die ,,Handhabe* am System gegen null, und dass die Temperatur
T gegen null geht, kénnte experimentell nur in unendlich vielen Schritten er-
reicht werden:

T Adiabatische Abkiihlung
/

/

: Isotherme Abkihlung
£ S
Restentropie

(i.)  Ungekoppelte Spins: N Kerne mit Spins s haben (2s + 1)V Spin-
einstellungen
= S(T=0)=N-In(2s+1) Beis=1/2
also S(T=0)=N-In(2) Hieralsog =CV,C > 1
S(T = 0)
N

:SO>0

(ii.)  Metastabile Molekulkristalle. Beispielsweise kristallines Kohlen-

stoffmonooxid CO
T > 0: Anordnung CO — OC — OC — CO — --- ungeordnet

T = 0:1ideal CO - CO—-CO —CO — -+ geordnet
Aber experimentell ist bei T =~ 0 das System immer noch unge-
ordnet (metastabiler Zustand):

S == kB . ln(ZN) == NkB . ln(Z)
(ili.)  Rasch abgekihlte Legierungen, wie zum Beispiel Glaser etc.

(iv.) Eis: verschiedene Mdoglichkeiten, wie die Wasserstoffatome zwi-
schen dem Sauerstoffatomen sitzen.
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5.3 Thermodynamische Potentiale
Betrachte Freie Energie F(T,V, N) mit natlrlichen Variablen Temperatur T,
Volumen V und Teilchenzahl N und den konjugierten Grof3en

oo _ (OF) . _ (O_F) . _ (8_F> Zustands-
Entropie \OT NV ’ gru;( av T,N ’ rleldu;erte oN TV gleichungen

Masse

Die innere Energie ist E(S, V, N), etc. Wie lassen sich die Potentiale ineinan-
der transformieren?

In der klassischen Mechanik wurde die Legendre-Transformation einer Funk-
tion f (x4, x5, ... ) mit Variablen x4, x,, ... in einer Funktion g(y;,y,, ...) mit

Vi = ¥i(xy, %3, ...) = :—£ eingefihrt:

m
g(le Y2, ) =f(x1,x2, ) - Z XiYi
i=1

0
wobei m < {Anzahl der x; = M} Esgilt x; = —%
i
Beweis: dg=df — Z(xl dy; +y; dx;)
m m
und df = z dx; = z y; dx;
xl
M m
dg= ) yidx+ ) xdy
i=m+1 i=1
dg
= j=—— fur 1<i<m
ayi
dg . .
und y=——— fir m+1<i<M
axi

Variable und Ableitung der Funktion nach der Variablen tauschen ihre Rolle.

Innere Energie:
Innere Energie: E=E(S,V,N) und dE=TdS — pdV + udN
Euler-Gleichung: E =TS —pV + uN  Gibbs-Duhem: 0=SdT —Vdp + Ndu

Kalometrie: Messung geschlossener (dN = 0) und isochorer (dV = 0) Sys-
teme, wobei dE = §Q,., = TdS. Die charakteristische GroRe hierbei sei

c dQ (6E> 1 = (OE) (65) _7 (65)
v=ar ~\ar/),y *°° T \ar), \or), T \ar),
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Gleichgewichtsbedingung: isotroper Prozess im geschlossenen System:
dE = 6A.., < 044, ISt keine Arbeit verrichtet, so gilt offenbar dE < 0
wodurch sich das selbst iberlassene Systeme sich zu einem Minimum der
inneren Energie entwickeln wird.

Enthalpie:
H(S,p, N)=EYI(S,V,N) =E(S,V,N) +pV
=TS —pV + uN =TS + uN
dH=dE +pdV +Vdp =TdS+Vdp
oH
=TdS —pdV+udN und V = (—)
op/sn

Spezifische Warmekapazitat:
Ein reversibler, isobarer Prozess, bei dem nur Volumenarbeit verrichtet wird:
dH = dE +pdV =6Q,., + W, +pdV
=TdS —pdV + udN + pdV = 60Q,,

6Q OH\ H(Sp.N) 0H as as
- o () () () ()
oT oT /pn 0S/pn \OT /N oT/p N

ideales. _E ) S
Gas' E= szT N Aus pV =N - kgT

5 O0E 3
= H=E+pV=§NkBT = CV=<—)
Cp:NkBT = Cp_CV :NkB
Woraus bei konstantem Druck mit Erwarmung verknipft ist, wodurch Volu-

menarbeit notwendig ist.
Gleichgewicht fiir ein reversibles, geschlossenes, isentrop-isobares System:

6Q,,=TdS und SW,., = —pdV

dH =dE + pdV +Vdp
=0

=00y + Weey +pdV SWeew = SWygl + SWrey
~—— ~—— e’
TdS=0 <6Winey —pdv

vollstindig abge-

— rest < rrest .
5VVrev — 6W ? SCthSSCH dH < 0

rrev

Schnelle chemische Prozesse (zum Beispiel Motoren) seien praktisch adiaba-
tisch und 6Q = TdS =~ 0. Bei Exotherme Reaktionen (Gegensétzlich zu En-
dotherme Reaktionen) gelten AH < 0, wodurch die Reaktion spontan ablauft.
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Freie Energie:
F(T,V,N)=EBI(S,V,N) = E —TS = —pV + uN

dF =—=SdT — pdV + udN ; Gleichgewicht: dF <0

Freie Enthalpie:
G(T,p,N)=ESVI(S,V,N) =E—TS+pV =uN

dG=—-SdT —Vdp + udN

mit  G(T,p,AN)=1-G(T,p,N) /1=%

= N-G(T,p,1)=G(T,p,N) u(l,p)=06(T,p1)
aG dG
)=

aulerdem mit: H=G+TS = H=G-T- (ﬁ

Helmholtzgleichung

Gleichgewicht: dG <0

Grol3es Potential
Q=EISNI(S vV, N) =—pV

und dQ=-SdT —pdV — Ndu =dQ(T,V, u)
Gleichgewicht: dQ<0

Thermodynamisches Viereck:
Auch Guggenheim-Quadrat genannt:

-5 E Vv E die innere Energie ; S die Entropie
u Fl wobei H d¥e Enthalple ' ;  V das Volumen
F die Freie Energie ~ ; pder Druck
—p G T G die Gibbs-Energie ; T die Temperatur
Dies kann man lesen, wie
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S E V
e - -6 -
av) . V).
G T
S E V
oF oF
H F (=) (&
= T (6(—5))V (as)v
-p G
und
-S 14

H|\N”| F| = dE=(—p)dV+Td(—S)=—pdV —TdS

- G T

Dies geht auch Seitwarts.

Maxwell-Relation:
Totales differential der Funktion

< , oh; O
df = Z h;dx; Koeffizienten miissen — = — erfiillen
= axj axi

Fiir E folgt damit aus dE = TdS — pdV + udN ,dass

=6, G0, =), ¢ &), =G
WV/isy  \0Slyy  \aNJgy " \aSlyy 7 \aN/gy — \aV/sy

Dies sind die Maxwellrelationen fiir E
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Isotherme Druckabhangigkeit der inneren Energie:

0E 0

(—) =|—E(S,V,N)
Ip T.N Ip TN

_(aE) (65) N (GE) <6V>

aS w ap T.N aV SN ap

um S—Abhingig- f’?(;zessvorgabe
keit zu finden

T,N

Maxwell fiir
oS ( ) av Enthalpie oV oV
() rer (), =51 () )
Op T,N Op T,N aT p,N ap T,N
" _ l (O_V ) isobarer thermischer
mi @= vV \oT/,y Ausdehnungskoeffizient
L @) foherme Komprssvil
K=E—— |— isotherme Kompressibiliti
V \odp TN

OE
(—) =V -(pxk—Ta)
P77

Verschiedene Phasen und Komponenten
a=1,..,K Komponenten (Stoffe, Teilchenarten) und

i=1,..,P Phasen (fest,...);

N Anzahl der Teilchen der Komponente a in der Phase;

N® = Ya Néi) Gesamtzahl der Teilchen in der Phase; = ), Néi) /N® =1
Ny =2 NOED Gesamtzahl der Teilchen der Komponente a

Druck p und Temperatur T seien gegeben, wodurch sich das System so ent-
wickelt, dass freie Enthalpie G minimal ist. G = ¥; G® im Gleichgewicht

muss die Variation von G verschwinden; §G = 0 aufgrund von SNOE"). Ge-
samtzahl der Teilchen einer Sorte « seien konstant:

DN =N e D NP =0
i

i
mit Lagrangemultiplikatoren A:

G W .
5G=Z<ﬁ—la)-6N§l) =0
Zi\oN

a

Insgesamt existieren P - K Variationen. SNOEL) sind Komponenten durch (x)
festgelegt (K Gleichung). Man bestimme also A, so, dass K der P - K Klam-
mern in 6G verschwinden. So seien (P — 1) - K Variationen sind wirklich un-
abhangig, und diese Klammern missen gleich null sein.
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ac® _ Chemisches Potential eines
= o= A, oder ,ug) =A, = Stoffes im Gleichgewicht ist
aN, identisch in allen Phasen!
Thermisch-mechanisches Gleichgewicht zudem seiT; =T, = --- = Tp und
b1 = P2 = = Pp-

- Anzahl der Zu erfiillende Gleichung
T:(P-1) ; pa(P-1 ; wd:(P-1-K

- 2-(P—1)+ (P —1): K unabhéngige Gleichungen zwischen Pha-
sen P.

- Anzahl der Systemvariablen: P Temperaturen, P Driicke, in jeder
Phase K — 1 unabhédngige Konzentrationen der K Komponenten,
wodurch 2 - P + (K — 1) - P intensive Variablen, von welchen aber
2-P-1)+P—-1)-K=(K+2)-(P—1) durch Gleichge-
wichtsbedingungen festgelegt sind.

Dadurch sei

F = Anzahl freier Variablen = Anzahl thermodynamischer Freiheitsgrade

=2.P+(K—-1)-P—(K+2) - (P-1)=K—P+2

Gibbsche Phasenregel:
Bei einen K-Komponentensystem mit P Phasen existieren F Freiheitsgrade

Einkomponentensysteme:
K=1 = F=3—-P = -eskodnnenl,2 oder3 Phasen existieren.
Eine Phase: F = 2, charakterisiert zum Beispiel durch die Temperatur
T und dem Druck p. Ist zum Beispiel die Teilchenzahl N
bekannt, so istG(T,p,N) = N - u(p,T) ein homogenes
System.

Zwei Phasen: F = 1, nur eine GroRe frei wahlbar, zum Beispiel T
= p=p() und u=u(T) nur extensive Grolen
frei sind. Zum Beispiel N; und N, (Die Anzahl der Teil-
chen in den jeweiligen Phasen)

Drei Phasen:  F = 0, wodurch alle intensiven GroRen festgelegt sind und
N;, N, und N frei sind, was einen Tripelpunkt impliziert.
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5.3 Thermodynamische Potentiale

Uber- Spezialfall: Wasser {Jper-
B p g
P Schmelz- DE#%desnljgk- . lgl:l_tlSCh Schmelz- FlﬁSSIg Ik—r—l‘}SCh
dru;kkutrve ~ [kurve Kritischer dru;l;ksutrvee Eampfdruck- Kritischer
N
Sub“isati_ Punkt Sublimati- & Punkt
onskurve \y Tripelpunkt onskurve Tripelpunkt
Gasformig Gasformig
T

. T
Uberkritisch = Wo flissig und Gas ununterscheidbar ist

Clausius-Clapeyron-Gleichung:

K = 1: Einkomponentiges System, welches in P = 2 Phasen existiert. Fir
das Gleichgewicht ist die Temperatur T und der Druck p gegeben. Man kann
sich nun fragen, wie der Druck geéndert werden muss, wenn die Temperatur
T sich nur infinitesimal um dT umjustiert wird, damit beide Phasen immer
noch im Gleichgewicht koexistieren.

Gleichgewichtsbedingung: h i & i r ;o u(T) =pu(p, T)
P1=DP2=DP
Man starte mit _ _
Gibbs-Duhem' 0S4l —Vdp+Ndu
5 dm=—-ar+Lap fir =12
Hi = N, Nip ur t=4

Si  und spezifischen Vi

mit Entropiedichte S =— v =—

P ‘ V; Volumen LN

Es muss nach Temperatur/Druckidnderung gelten: dp, = du,
dp _s1—S5;
dT v, — v,
Clausius-Clapeyron-
Gleichung

Hierbei ist Aq1,(T) = T (s, — s1) die spezifische Phasenumwandlungs-
warme

d_P _ Aqy (T)
dT T(v, —v,)
Ist Phase 1 fliissig und Phase 2 gasformig, so sei

p _ Adnissig-es(T)

= > = ~
Ve > ¥ dT T - v,
Clausius-Clapeyron
Dampfruckkurve
Angenommen, dass die Gasphase sei ein ideales Gas
N v, = kBT N d_p — . AQﬂﬁssig—gas(T)
2 p ar ~ P kgT?
Aqﬂl’issig—gas (T) 1 1
p(T) =po - exp ( ks (T To>
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Es gibt ein analoges Ergebnis fiir ein fest-gas Ubergang. Bei einem fest-fliis-
sig Ubergang giltv, ~ v, = Ableitung Z—: wird sehr groR. Je nachdem,

Wi€ Vg0 UN Vg groRer/kleiner sind, wird ﬁ positiv/negativ.

5.4 Phasenuibergange

Van der Waals-Gas:
Das van der Waals-Gas ist ein einfaches Modell, welches qualitativ Phasen-
ubergénge beschreibt (van der Waals 1873, Maxwell 1874). Man bestimme
die Freie Energie des van der Waals-Gases aus Virialentwicklung und Len-
nard-Jones-Potential:

3
F=V~n-kBT-ln<

n v X
—e-(l—b-n)>_ ‘a-n ©)

nur abstoBender Teil
{

_nkgT s seen (VBN S
_1—b-n a-n 5 = Kp n

N - A3 2
_1. (1 A3n +b-n-2a-n )
H="Kp n 1—b-n 1—-b-n a-n
i E=T+T-S E—3N krT N?
mit =T+T- = =5 N kg _CTlV

nur anzichender Teil

via Differentiation: p

p/pd p/pe|
T/Tc
1,0t 1,2 1,01
1,0
0,51 0,51
0,8 \
t t t V/V ——t ' “: - t V/V
1 2 5o V/Ve Spinodale Binodale /Ve
T < T: 2 Extrema
T = T: 2 Extrema fallen zusammen = Wendepunkt mit
P 0%P B
v avz
Ve=3b-N ; kpTp = -2 .
c > Kelc =57 Pc >7h
NkgT, 8
und === 27
pc-Ve 3
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Innerhalb der Binodalen: ~ Phaseniibergang (Maxwellkonstruktion, siche unten)

apP
Innerhalb der Spinodalen: instablier Bereich mit (—) >0
T

. o av
also negative Kompressibilitét.

Im Koexistenzbereich existieren zwei Phasen mit Volumina V; und V, und
Dichte n; und n,. Mit der Dichte ¢ der Freien Energie, also F =V - ¢(T,n)
verallgemeinern wir (x) zu

F=V-¢(T,n) +Vy (T, ny)

Gleichgewicht: F ist minimal, mit der Nebenbedingung, dass
N = Viny + Vyon, = const ist
- far infinitesimal Variationen §N;, =V - 6n, = =8N, = =V, - dn, in
der Umgebung des Minimums
- OF = (uy — 1) - 6N; = 0, wie zu erwarten war (siehe Kapital Pha-
senkoexistenz oben).

Van der Waal-Modell gibt uns eine differenzierbare Funktion ¢, die zwi-
schen den Gleichgewichtswerten n, und n, interpoliert. Es gilt die Gibbs-
Duhem Relation in der Form
dp F +pV
K=o =N
=> p(,—-V)=—(F,—-F)
2

oF 2
Es gilt aber F,—F =f (—) dv = —f p(V)dVv
1 \OV 1

= pl,—V) =j p(V)dV
1

Maxwellkonstruktion

Das System bewegt sich wahrend des Phaseniibergangs auf dieser durch die
Maxwellkonstruktion festgelegten Geraden.

Nebenbemerkung: Formal folgt dieses Ergebnis aus den thermodynamischen
Hauptsatzen:

Instabil
N\

T-¢dS=¢dE—ppdV T

N =t

" : =y =

Fir den Kreisprozess um den roten 'S ' D!

Bereich. Im Kreisprozess gilt aber =1 'S
1 1 ! V

Vv, v,

jﬁds‘:fdb":o = fpdv:o
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Identisch mit der Maxwellkonstruktion. Das Problem ist, dass der Prozess
nirgends im Gleichgewicht innerhalb des instabilen Bereichs ist.

Charakterisierung der Phasentbergangen

Phasenubergéange werden durch verschiedene Parameter kontrolliert, zum
Beispiel dem Druck p oder der Temperatur T (in der Regel intensive Zu-
standsgréRen). Freie Enthalpie G(T,p, H,E, ...) enthélt neben Teilchenzahl
N die intensiven GroRen Temperatur T, Druck p und weitere GréRen wie Ent-
halpie H oder die innere Energie E ... Beim Phaseniibergang hat die Gibbs
Energie G als Funktion eines der Felder (zum Beispiel der Druck p) auf und
halt die anderen konstant. So findet man in der Gibbs Energie G typischer-
weise einen Knick (Phaseniibergang erster Ordnung)

G
Andere Phase kann Uber h. hinaus-
reichen, ist dann aber instabil

h < externes Feld

Phase I "< Phase 11
GroRen wie

oG oG — 0G
S N o) NN W bl )
Entropie \QT N,p,..  Volumen ap N,T,.. Magnetisicrung 0H

N,T,..

Haben bei h, eine Unstetigkeit. Skalierung dieser extensiven GroRen mit 1/N
erzeugt einen Ordnungsparameter ¢,. Sprung eines oder mehrerer ¢, zeigt
generell einen Phasentibergang erster Ordnung an. Man kann ¢, ausdriick-

lich durch ¢, = — %;TG definieren. Der Sprung in ¢, erzeugt eine Divergenz
in der Suszeptibilitat.
a¢a _ a(pﬁ

Xaﬁ:%—@:)(ﬁa

zum T (65) ‘ 1 (av) d 1 (6V)
Beispiel  ? TN "\ar Np.. Ty op NTO A=y or Np,..

¢ X Zum Beispiel der
,/_ Fliissig-Gas-Uber-
i gang
/= h | h
he he

Es existieren ,,schwichere* Arten von Phaseniibergéingen, zum Beispiel nor-
malleitender-supraleitender Ubergang ist in zweiter Ordnung:
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G‘\Qf) X

h

: : h ? h
he h¢ he

In endlichen Systemen ist die experimentelle Bestimmung der Ordnung nicht
immer eindeutig, zum Beispiel beim Denaturierungsiibergang von DNA (zu
Deutsch DNS).

Kritischer Punkt und Skalenverhalten:
Beispiel: van der Waals Gas mit

b= kgT — a P flissig.j-.
v—b v? Kritischer 2
. . . . L Punkt
im pT-Diagramm endet die Koexistenzlinie im gas
kritischen Punkt. Fiihrt man den Prozess um den T

kritischen Punkt herum, so l&sst sich ein direkter
Phasenuibergang vermeiden.

Kritischer, AP _  kgT N 2a _ o denn Bionodale und
Punkt dv  (v—b)2 v3  Spinodale fallen zusammen
d?p 2kgT  6a
d = - =0
e e (v—»>b)2 vt
3b T 8a a
—3 = : = : =
ve T 7kgb ° PCT 2712
Reduzierte, dimensionslose Grofien
p v T
T=E— ; n=— ;o T=o
Pc Uc Tec

3 welches eine universelle
8t = (n + —2) -(3n—1) Gleichung sei, da keine
n Materialparameter auftreten

reduzierte van der
Waals-Gleichung’

Der Kritische Punkt in der reduzierten van der Waals-Gleichung sei

T=N=1= 1
Analyse um den kritischen

Punkt herum durch’ T=n,+0m=1+6mr ; t=1,+61=1+67

n=1+6n

Wodurch auf der kritischen Isothermen 67 = 0:

om = 8 3 1
7T_2+3-577 (14 dn)?
=-3-6n3+0(6n3) oder p—p.~w—vc)3
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Im Allgemeinen gilt, dass p — pc~(v — v.)? Skalenrelation mit Skalenex-
ponent §. v ist ein Ordnungsparameter zum externen Feld p, wodurch die all-
gemeine Form sei ¢ — ¢po~(h — h)*/® um T = T,. Phianomene mit glei-
chem Wert von § bilden eine Universalklasse. Fir die Kompressibilitat auf
kritischen Isochore (n = n, = 1) gilt:

o 24t N 6
e o Bn-1D% 7’
an
folgt %=6-(1—r)=6(rc—1’)=—6-6r
an 1 _ _
= K~%~E~(T —To)™t generell k~(T —T.)7Y
i 0
und damlt: (_d)) (T =T
allgemein Oh/ p=¢,

Landautheorie:

Definieren wir ¢ als Abweichung von kritischen Wert (also 6¢ = ¢ — ¢
und nun §¢ — ¢), so entwickeln wir die Freie Energie in der Form (¢ und
externe Felder sind klein)

niedrigste Ordnung in ¢, die symmetrisch sind
%=%—nc{>+%~(T—TC)-¢lZ+%-¢l4
im externen Feld die lineare Antwort(Respons)funktion
Ist das System im Gleichgewicht, so ist die Freie Energie F minimal
i£=—h+a-(T—TC)-qb+n-qb3 =0
Jdp N

Entlang der kritischen Isotherme sei T = T, somit gilt: ¢>~3\/ﬁ
und Suszeptibilitit bei ¢ = 0:

dh
= (50) ~ -1 Lalso x ~ (T-TO
d¢ $=0
Allgemeine Nullstelle fiir T < T¢ und h = 0:
a
¢1/2 == E'(TC_T) und ¢35 =0
e . 0°F
¢5 Stabilitdtsbedingung: W =T-T,<0

Ap =1 — P, ~ VT —=T¢

Die Landau-Theorie wird in der Feldtheorie als Ausgangspunkt zur Berech-
nung von Kritischen Exponenten angesetzt.
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Nichtgleichgewicht und Eta(H)-Theorem:

Man betrachte ein geschlossenes Quantensystem mit Mikrozustanden r, Ei-
genzustinden zu Hy mit Eigenwert E,.. H = H, + V beinhaltet Stérung ¥ be-
ztiglich Ubergangswahrscheinlichkeit (Siehe Quantenmechanik):

Wahrscheinlichkeit fiir den Ubergang r — 7’

Wiy = Zeit
21 ~
== |tr|0l)" - 6B — BN =W

P, set Wahrscheinlichkeit dafiir, dass sich das System im Zustand r
befindet. Mastergleichung: System verlisst System kommt

den Zustand r aus den Zustand 7’

_P(t)— Zwrr’ P+Zwrr' r!
:ZWTT"(Pr’_Pr)
rl

Betrachte: H(t) = z P. -In(R.)
T
= dH(t)—Z(dP ‘In(B) + dp)
ac =L \ae " dt
T
" d PY+ _dh
m Dt oS @
1 dp,
= _H()_E < — ln(e P’))

Zwrr (P.—P,))-(In(e - B.) — In(e - P,))

P, P,
wa- (1-%) (3

> (1-x)In(x)<s0 VvV x>0

= <0

Eta-Theorem: hierdurch wird eine Zeitrichtung ausgezeichnet, die Master-
gleichung ist nicht Zeitumkehrinvariant! Relation zur Enthalpie:

S= ks H=—kp ) B-In()

Fur ein abgeschlossenes System: Fir das Gleichgewicht ist% = 0, also hat

H ein Minimum, wodurch S maximal ist.% =0, wenn B. = P, fur aller
undr’ und somit seiE, = E,,, was heiflt, dass alle Mikrozustdnde
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gleichwahrscheinlich sind im Einklang mit der Definition des mikrokanoni-
schen Ensembles. Man leite nun die Mastergleichung her. Man starte mit dem
Dichteoperator:

1 N
p=x Y lixil = p(®
N i=1 von-Neumann-Gleichung
L 0 L 0D
> A iheglo=AlD =g = (0]
= P.(t) =(r|p(®)|r)

i i
Nunist p(t+ dt) = exp (— ﬁHdt ) -p(t) - exp (+ EHdt)
= PB.(t+dt) =(r|p(t+dt)|r)

= z <r| exp (—%ﬁdt ) |r’> Ny -<r”| exp (+%ﬁdt

ern mit’

rI,rII
hE .t' ! ! n 144 A n
nach Erweit-. H=Z|r )| =Z|r W'l e = (1RO
Py !

Ein Makrozustand beinhaltet viele Zwischenzustiande |r'), |r") man nehme
an, dass sich die Phasen von <r| exp (— % q dt) |r’> statistisch wegmitteln,

wenn r’ # r' ist.
d
=Wrr' dt _Epr’,r’

= Bera) =y |(rles(~fAa )| - P

dP.  P.(t+dt) — P.(t)

A
e dt dt
folgt die Max-
=ZWrr"Pr’(t)_zWrr"Pr(t) 8
r! r!

well-Gleichung

Die Boltzmanngleichung:
Mikrozustand eines idealen Gases aus N Teilchen: r = (7, ..., Ty, P1 .- Pn)-
Man betrachte die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir ein einzelnes Teilchen.

Phasenraumvolumen

Anzahl der Teilchen im
f(#p,t) ,sodass f(#pB,t)d3rd3p = }
d3r d3pum 7, p.

Fur die Bilanzgleichung fir f gilt, dass es sich um ein verdiinntes Gas han-
delt, sodass

A

_ 2mh « %4
w/ZTEkaT N
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In Typischen Bedingungen seien in etwa 3 - 101° Gasmolekiile pro Kubik-
zentimeter. Wenn wir d3r ~ 10~1° Kubikzentimeter nehmen, dann seien die
Anzahl der Molekiile in d3r immer noch in etwa 3 - 191° Gasmolekiile pro
Kubikzentimeter. Flr die Normierung gilt

ff(?,ﬁ, t)d3rd3p=N
Sind die Molekiile gleichméBig im Raum verteilt, dann gilt:

R N

ff(r,p,t) ’p =5

Das Ziel hierbei sei, dass man f fiir eine bestimmte Art der Wechselwirkung
berechnet. tlim f(#, p,t) beinhaltet dann die Information des Systems im

Gleichgewicht. f ist zeitabhangig, da Molekdile ein bestimmtes Volumen ver-
lassen oder betreten. Man nehme zuerst an, dass keine Kollision stattfindet:
Ein Molekil mit den Koordinaten (7, p) zum Zeitpunkt t hat die Koordinaten
(7 + - 8t,p + F - 5t) zum Zeitpunkt ¢ + §¢t. Dadurch seien alle Molekile
in d3r d3p um den Punkt 7,5 zum Zeitpunkt t waren, werden in d3r'd3p’
um den Punkt (7 + ¥ - 8t, 5 + F - 6t) zum Zeitpunkt t + &t sein. Die Liou-
villegleichung besagt, dass d3r’'d3p’ = d3r d3p und damit

fF+0-6t,p+F-8t,t+6t)d*'d?p' =f(Fpt) d®r d°p
Molekiile haben den

wird zu Stofquerschnitt o.
StoBe konnen Molekiile

f(? +v- 6t,ﬁ + ﬁ -Ot,t + St) = f(?’ ﬁ, t) stark auslenken, und

somit die Bilanz-

Sind Kollisionen vorhanden, so erhalten wir gleic[hung storen
4 hd = o - - af
f(r+v-6t,p+F - Ot t + 61:) = f(#p,t) + <_> St
ot coll
5t -0 a+ﬁV+ﬁV (#,B,t) (af)
— U Ey vy ' 7 N gl =\5
at m 1 s 1.y At/ on

Gradient in ¥ und p

Bilanzgleichung fir den Kollisionsterm kommt aus der Annahme, dass
d3r d3p so klein ist, dass jede Kollision das Teilchen aus d3r d3p heraus-
schielt. Gleichzeitig kommen andere Teilchen aufgrund der Kollisionen von
einem anderen Teilvolumen hinzu:
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Anzahl der Kollisionen =
swischen t und t+8t Anzahl der Kollisionen,

) ot = bei denen eines der + bei denen am Ende ein St
coll

: 3. 43
originalen Molekiile aus Teilchen nach d*r d°p
kommt.

(G
at
aus d3r d3p fliegt.

=(R—-R) 6t

Wir nehmen nur binare Kollisionen an:

Anzahl von Streuungen | __ | Wirkungs- Stromdichte Anzahl
pro Zeit = ) querschnittf ° stoBBender * 4 gestoflener
. Teilchen. Teilchen.

MY

J f@pt)d3rd3p

Fiir ein endliches Geschwindigkeitsintervall ist
J=f@p.0)d°p

Fiir die Anzahl der Stof3e ist die Relativgeschwindigkeit

p_h

m

V= wichtig, = J=V-f@#p,t)d3p

Fiir den Wirkungsquerschnitt im endlichen Raumwinkel, ist

do =% 4q
7740
Wenn wir anschlieRend tber alle p und dQ integrieren erhalten wir die Bolt-
zmanngleichung:

0 P - L5 o

do(Q)
4

-V dQ d3r

Sei f gleichverteilt (unabhéngig von 7), kraftefrei mit F = 0 und im Gleich-
gewichtszustand sich befinden. Das heif3t die linke Seite der Gleichung ver-

schwindet. DaZ—; # 0 muss der Klammerausdruck im Integral null gleichen.

fO(FJﬁ,' t) ) f0(7,ﬁ1; t) - f0(7ﬁﬁ' t) ' fO(F'ﬁli t) =0 |+f0(77)'ﬁr t) ’ fO(Frﬁlr t)
< fO(F;ﬁ)t).f0(7pﬁ1)t):f0(7pﬁ”t) fO(Flﬁiﬂt) |1n()
e In(fp75,0)+In(f,(7p,0) =In(f/o( 7, 0) + In(fo(7 P, t)) = ErhaltungsgroBe
vor Stof3 nach Stof

ErhaltungsgroRen beim elastischen StoR, die nur durch Geschwindigkeiten
ausgedruckt werden, sind kinetische Energie und linearer Impuls (also nicht
Drehimpuls)
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Impuls: m-W+v)=m-@ + 7

und kinetische

m 5 m L2 5,2
— . (12 2y = . (! 4
Energic’ 2 (2 + v2) > (' + 94

Die allgemeinste Erhaltungsgrof3e, die daraus entstehen kann, ist die
Linearkombination:

ln(fo(ﬁ))=a+5-13+c-172
Wodurch fiir die mittlere Geschwindigkeit folgt:
(ﬁ)«ff fo-Bd3v b

Man betrachte das Inertialsystem, in den () = 0 verschwindet.

2
= damit £,(B) = N - exp (—B - 2p_m>

mit der beliebigen Konstante [ sei dies die Maxwellverteilung.

Durch Integration folgt:
m -z _E J4
2 VT2

=  Verglichen mit dem Aquipartitionstheorem sei

_ 1
p= ksT
Die Berechnung von St6RRen bildet einen Zentralen Teil der kinetischen Gas-

theorie, aber auch der fortgeschrittenen Quantenmechanik.
StolRtermn&herung: seien die Abweichungen um f; klein:

f(?!ﬁ' t) :fO(p) + 6f(7,ﬁ, t)
1
= _;f(?:ﬁ:t) zJ (f(?,ﬁl,t) f(F:ﬁLt) _f(Frﬁ't) f(Frﬁl't))

V- do dQ d3r
dQ
Dies muss von der Ordnung 6f sein. T muss die Dimension einer Zeit haben.
Die Abschétzung von t sei:

jdadﬂ do f () dPp ~n =
qqimde 5 | fo(p)d®prn=y
V =~ (v) Relativgeschwindigkeit
1
= —=(v)-n-o
T

T ist also die mittlere StoRRzeit zwischen Gasteilchen.
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Zentraler Grenzwertsatz:
Gegeben seien die ZufallsgroRen X;, X,, ..., Xy die unabhdngig sein sollen
und durch die gleiche Zufallsverteilung w bestimmt seien (iid — independent,
identically distributed random variables). Mittelwert und Varianz der X, sol-
len existieren. Was ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir die Summe Y im
Limes N — oo:

Y=X, +X,+ -+ Xy?
Beispiele: -  Systeme nicht-wechselwirkender Teilchen:

X; = Einteilchenenergie

- Randomwalk: X; = Distanz beim i-ten Schritt; Y = Posi-
tion nach N Schritten

Betrachte: Z—L-ZN:(X-—(X))—i-(Y—N-(X))
' VN i=1 l VN
N
1
= wz(z) = | - 6(z+\/ﬁ-(x)——- xi)
@) L,
cw(xy)  w(xy) « - wl(xy) dxg dxy -+ dxy
pikz . it -
=f o dk-f--~fexp<tk\/ﬁ-(x)——N-;xi>
cw(xy) - w(xy) « - w(xy) dxg dxy -+ dxy

denn j e~ kS gy = J e ™ * . §(x — f(x)) dx

1 . .
= Sx—f()= %'le”‘x : J e~ kS dx di

N
= wy(z) = % . j pikz+ik-VN-(X) | ()( (\/%))
mit x(k) = f e~ . y(x) dx

Kummulantenentwicklung von y(k): « .
ommulante

[o%] —k n .
X(k)=eXp(z( ;!) 'Cn>

Ci=(X) ; C=(X?)—(X)?
C3 = (X3) — 3(X?)X) + 2(X)® und so weiter

N W, (2) = i - f eikz+ik-\/ﬁ(x)—ik-\/ﬁ(x)—%-kz~((x2)—(2x)2)+---+5—%+--- dk
21 (@x)
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N—-oo 1
—_ e
21

1 x?
N (‘ 2- (Ax)2>
Mit der Definition von y folgt:
OPR m—— N Oy
\/m 2-(Ax)?-N

Zentraler Grenzwertsatz

. 1
) eLkz—Ekz'(Ax)z dk

Die Gaussverteilung ist universell, da wir keine Voraussetzung an
w haben, auller dass der erste und zweite Moment existiert.

A_Y_AX-\/N_ AX
Y)  N-(X) VN-(X)

(Y)=N-(X) und

Die relative Schwankung geht gegen null, wahrend N gegen unendlich geht

Verallgemeinerter zentraler Grenzwertsatz (nach Lévy 1915):
Grenzverteilung der Summe von iid Zufallsvariablen, bei denen erstes und
zweites Moment nicht notwendigerweise existieren, hat die folgende charak-
teristische Funktion

w(k) = e o Ikl

Wobei
a = 2: Gaussverteilung
. a auch Lorentz-
a = 1: Cauchyverteilung w(x) = m (VC rteilung )

0<a<2: W(}C)~W (x2) > o

(Ix[1) <0V g<a
Divergenz von (x?) bewirkt eine Skalenfreiheit des Prozesses.

Skalenfreiheit in der Praxis:
- Léange der Kiste von GroRbritannien, Norwegen, Deutschland, etc.
hangt von der Lange des MaRstabs ab: L = L(¢)

ln(L (e)) /

In(1/¢)
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- Ganze Dimensionen:

_____

Spalt : 1 L
paltung & > >
Stiickzahl N(e): 2 4 8
In(N)
D = : 2
In(1/¢) 3
- Fraktale Dimension

ﬂ‘smm W own W own

Von Koch Kurve Cantormenge
In(4) 126 In(2) 0.63

In(3) ~ In(3) ~

Am Beispiel der Von Koch Kurve kann man sehen, dass wenn man das Ob-
jekt drittelt und zusammensetzen mochte, braucht man vier dieser drittel, um
das Original wieder herzustellen. Bei unférmigen Fraktalen kann man Vier-
ecke verwenden, um zu raten, was N (&) ist. Man nehme hier zum Beispiel
die Britische Hauptinsel.

. 258 F
Normal 43/104 87/288
Felder Felder

Also gilt
In(288/104) L 445 D _
ln(87/4-3) ~ 1, mensionen

Wobei es in Wahrheit in etwa 1,21 Dimensionen haben soll.

Zufallskrafte und Maxwellverteilung:

Wir haben die Maxwellverteilung aus der Boltzmanngleichung hergeleitet.
Hier soll das Einfuhren von Zufallskréften im Langevinschen Sinne erfolgen.
Wir reduzieren die Bewegung eines Testteilchens auf eine Eindimensionale
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Beschreibung. Betrachte man die Teilchen der Masse m in einer Flussig-
keit/Gas mit Newtonscher Betrachtung:

m-v=—a-v Stokesreibung
. a —
V= - VE-—-y-v (%)

Wodurch dir Relaxation einer anfanglichen Geschwindigkeit vy:
v(t) =vy-e "t
Aquipartionstheorem in einer Dimension
m 1
— - (v?) =< kgT
> (v?) 5 B

Laut Gleichung (*) kann dies nicht die volle dynamische Beschreibung

des Teilchens sein.
Langevin (1908): Man betrachte die effektive Zufallskraft I'(t)

v=—yv+T(t) ([(t)istKraftpro Einheitsmasse)
Wir fordern:
(F@®)=0 und (I()-TEX))=q-6(—1t")

Die Amplitude von T sei Gaussverteilt, sodass die Verteilung p(I") nur
durch die ersten beiden Momente gegeben ist. Es sei

t
v(t=0)=v, = v)=vy e "+ J e V() () de’
0
Die Geschwindigkeit folgt der Korrelation

ti b2 I
(w(ty) - v(ty)) = v2 - e~V (titt) 4 f f eV (tittz—ti—t3) . q-6(t; — ty) dt; dt)
0 0

tl tz min(tlJtZ) ’
mit f f ..dtidt} =q-f e~V (tattz=2t1) gyt
0 0 0

q _ _ _

=—. (¢ ylti—ta| _ e y-(t1+t3)

T )

(U(tl) . U(t2)> = Ug . e—)/'(tr"tz) + % . (e—V'|t1—t2| _ e—V'(t1+t2))

Y i . e_V'ltl_tzl
yti>1 2y
R —

Statischer Zustand

Die kinetische Energie in statischen Zustand sei:

By =" wre) == L L kyr
T W Eg g, T
kgT o .
= q=2y- o welches die Einsteinrelation sei.
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Da T Gaussisch ist, ist laut

t
v(t) =v,-e " + f e v(t=t') . r(t)dt’
0
v sei somit ebenfalls Gaussisch (eine Linearkombination einzelner Gausscher

Grolken). Damit konnen wir die dynamsiche Gleichung fir die Verteilungs-
funktion (Wahrscheinlichkeitsdichte) P (v, t) bestimmen:

aP( 0 = d P4 kgT 02%P
ot Y TV g v Y T 2
= 1 =j P(v,t) dv
Denn Wy=—yWw) = W) =vy-e "
k,T ;
(v?) = _5 o mit Anfangswert (v(0)2) = v
m Problem
kgT
= == _p2
m
2\ — /4,2 2 2 -2yt 2\ _ kgT
= (17 ) = <U )eq + (170 - (17 >eq) e (veq) - 7

=g e+ (VP) - (1 —e™ )
Die Rayleighgleichung ist also gleichwertig zu unserer Langevingleichung

(*x) heiflit auch Ornstein-Uhlenbeck-Prozess, dess statistische Losung sei:

kyT 0
0=yv-Py(v) +y- el %Pst(v)

= Pst(v)=N-exp(—ﬁ'%-v2)= /#-exp(—ﬁ'%-vz)

Welches also die Maxwellgleichung sei.
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Ubersicht

Mathematische Hilfsmittel

Funktionen
T (+1 , y>0 _
(E'{—l , ¥<0 » x=0
Arkustanges 2:  arctan2(x,y) = y 0, x>0
arctan(—)+n-{+1 , y=20 |, x#0
X -1, y<o0
Integration
partielle . dk it
cgration: | 1)+ 9G) dx = kZ(—n @ [ [ geata
_— =0

Kosinus Transformationen

Addition: Z Yk - cos(x + x) = \/Z Vi Vi, * cos(xk1 — xkz)
K

kikz
* COS (x + arctan?2 (2 Vi - cos(xy), Z Vi sin(xk))>
k k
In| kg "
Multiplikation: cos(n-x) = Z Z (—1)kaFa . (ZITIil ) . <k1> - (cos(x))2ka+2k;
1 2
k1=0 k2=0

Ubersicht Grundlagen
Guggenheim-Quadrat

—S Vv Wobei man das liest -S 4
fur zum Beispiel

U=—pdV —TdS

-p T -p T
Wobei
U die innere Energie ; S die Entropie
H die Enthalpie ;  V das Volumen
F die Freie Energie ~ ; pder Druck
G die Gibbs-Energie ; T die Temperatur
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