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Kapitel 1

Newtonsche Mechanik

1.1 Kinematik

Die Aufgabe der Mechanik ist es, die Bewegung materieller Kérper quantitativ
zu beschreiben und zu berechnen.

Wir wollen uns zunéchst mit der Punktmechanik befassen. Dabei werden mit
Koérpern Massenpunkte, das sind punktformige Teilchen der Masse m, gemeint.
Diese Objekte haben keine rdumliche Ausdehnung, besitzen aber eine endliche
Masse m. Ob eine solche Idealisierung moglich und zweckméafig ist, hdngt von
den physikalischen Umsténden und von der Fragestellung ab.

Hier sind einige Bespiele von Koérpern, fiir die diese Idealisierung angewandt
werden kann:

Radius Masse
Elektron 2.81792- 10" %m 9.1093897 - 103! kg
Billiardkugel 3-1072 m 2-107! kg
Erde 6.378 - 105 m 5.976 - 10** kg(Erde-Sonne-Abst: 1.496 - 101! m)
Sonne 6.96 - 10° m 1.99-10% kg

Zur quantitativen Beschreibung der Bewegung von Massenpunkten bendtigen
wir mathematische Modelle fiir Raum und Zeit.

Die Zeit wird als Menge aller Zeitpunkte durch die Menge der reelen Zahlen
beschrieben. Die tégliche Erfahrung sagt uns, dafl die Zeit universell zu sein
scheint, d.h. dafl sie unbeeinflufit vom physikalischen Geschehen ablauft. Mate-
matisch bedeutet das, dafl man die Zeit als unabhéngige Variable betrachtet,
von der andere Variablen abhéngig sind. Die Zeit wird als ¢ bezeichnet, manch-
mal auch als 7.

Wir benotigen ein matematisches Modell des Raumes, in dem sich Massenpunk-
te bewegen. Als ein solches Modell nehmen wir den dreidimensionalen reelen

4
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Vektorraum. Ein fester Punkt O wird als Ursprung oder Bezugspunkt ausge-
zeichnet. Dann ist jeder Punkt durch den Vektor 7 bestimmt. Der Vektor 7
heiflt auch Ortsvektor beziiglich des Bezugpunktes O. Nun beschreibt mit fort-
geschreitender Zeit der Ort des Massenpunktes 7(t) eine sogenannte Bahnkurve
in Raum.

Die Bahnkurve sowie der Ort wird oft in Bezug auf ei-
ne spezielles Koordinatsystem beschrieben. Man kann z
z.B. ein Ortonormalbasis wéahlen, d.h. drei Einheitsvek-
toren (4,7, E) die zusammen mit dem Bezugspunkt O
ein Bezugssystem definieren. Wir werden oft schreiben e
T =1ix 4+ Jy + kz so dafl der Ort auch durch das Tripel £
von reelen Zahlen (z,y, z) charakterisierbar ist.

=~

X

Fiir die Bewegung 7(t) lassen sich die Geschwindigkeit und die Beschleunigung
definieren. Die Geschwindigkeit ist die Ableitung von der Bahnkurve 7(¢) nach
der Zeit:

i o ade -dy  ~dr - - -
17(t):—T:F(t)—zd—f+j di+kd_j vy + Ju, + k.

Zu bemerken ist, daf3 der Geschwindigkeitsvektor v ein Tangentialvektor an die
Bahnkurve ist. Das folgt aus der Betrachtung des Grenzwertes: ' ~ Ar/At.

Die Beschleunigung definieren wir als

L dv

i=— = v(t).
Im Gegensatz zum Ortsvektor hdngen der Geschwidigke-
titsvektor und der Beschleunigungsvektor von der Wahl
des Ursprungs (Bezugspunkts O) nicht ab. Beweis: Der Ortsvektor 7 beziiglich

eines verschobenes Bezugssystems ist 7(¢) = 7#(t) + R, so daB

dr'(t) _ dr(t) dR(t)  dF(t)
dt  dt dt  dt

T()
T(t+ At

Beispiel 1.1 Enfache Bewegungsformen
1) Geradlinig-gleichformige Bewegung

—

T(t) = 7?0 + Uot
u(t) =

(1) =0

gl

@l

2) Wurfparabel:

(1) = (vat + 2o, vyt + Yo, vt + 20 = gtz)
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U(t) = (vg, vy, v, — gt)
a(t) =(0,0,—g)

3) Darstellung in Polarkoordinaten

r(t) = (r(t) cos (1), r(t) sino(t))
¥ = (Fcos¢ — r¢sin ¢, 7 sin ¢ + r¢ cos @)
a = (i — 2r¢sin ¢ — r¢? cos ¢ — résin ¢, i + 2rd cos ¢ — ré? sin @ + ré cos ¢)

Falls die Bewengung auf einem Kreis r = const stattfindet und ¢ = w eme
Konstante ist, erhalten wir

ad=—w’(rcos¢,rsing) = —wr

Beispiel 1.2 Drei Probleme zur Wurfparabel
Problem 1 (einfach): Finden Sie den maximalen Punkt, der durch werfen mit
Geschwindigleit V' erreichbar ist.

Lésung:

(a) Zuerst uberlegt man, dass wegen Symmetrie das Problem kann als ein zwei-
dimensionales Problem (x, z) betrachtet werden

(b) Wéhlen wir Urspring im Anfangspunkt, und fiihren den Winkel a ein:

F(t) = (tV cos @, 0,tV sina — gt?/2)

(c) Endpunkt wird aus der Bedingung z = 0 gefunden, das ergibt tV sina —
gt?/2 =0, odert = 0 und t = 2V sina/g. Die erste Losung ist Anfabgspunkt
und die 2. Losung ist der Endpunkt. Finsetzen in x(t) ergibt

2V V?
X = —sinacosa = — sin 2«
g g

(d) sin-Funktion hat mazimum bei 7/2 und minimum bei —m /2, so dass
V2

T
Xma:z: — qmar = +—

4

Problem 2 (mittel):
Das selbe Problem, aber auf einer schiefen Ebene (Winkel 6).

Lésung: Wir betrachten hier nur den 2-dimensionalen Fall (x,z). Die Trajek-
torie 7(t) = (tV cosa,0,tV sina — gt?/2) ist die selbe, nun aber muss man
Schnittpunkte mat der Gerade z = tanfx finden, also die Gleichung

tVsina — gt?/2 =tV cosatan @
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losen. Diese quadratische Gleichung hat 2 Lisungen

2V 2V

t=20 t:7(sinoz—cosoztan8):gcosesin(oz—ﬁ)
Daber
2V?% cos asin(a — 0)
Tr =
gcosf

Wir finden amximalen Wert von x bez. a aus der Bedingung

d 2V

o cos(2a—0) =0

da gcosf

Die Gleichung cos(2ce — ) = 0 hat Ldsungen

T nm 0
=—4+—=—+4= =...—2,—1,0,1,...
o 4 + 2 —l_ 2 n Y 707 Y
Weil 0 < o < m+ 0 giltr, haben wir zwei Losungen on = 7/4 + 0/2 und

ay = 31 /4 4+ 6/2. Entsprechend berechnen wir die mazximalen Koordinaten

v 5 cos(6/2 4 7/4) sin(0/2 + /4 — )

_ 2V (? cos /2 — gsinﬁ/Q)(\/icosﬁ/Q — gsinﬁ/Q) =

z(a) =

B gcosf 5
2\/2 1 V2
960892(COS Z sin.f//2) gcose( sin 6))
(az) 2V cos(30/2 + w/4)sin(0/2 + 3w /4 — 0)
- in _
e gcosf T Q
gcose( 5 cos 6/ 5 sin/2)( 5 cos /2 + 5 sin6/2)
2V2 1 . 9 V2 .
_—gcose§(cost9/2+smt9/2) __gcosﬁ(1+81n9)
Entsprechend
V2sin @ V2sin 0
1T ycos26 (L—sind) 2 gcos20 (14 sin6)

War kénnen jetzt iberpriifen, indem wir Extremfdlle betrachten:
Fiir 0 = 0 erhalten wir £V?/g wie im problem 1

Fiir 0 = m/2 2z = —oo und

~ VZsind V?  sinf(1—sing)  V?

(1 —sinf) = —

- gcos? 0 g (1+sin0)(1—sinf) 2¢
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Problem 3 (schwer):
Finden Sie den Bereich, welche durch werfen mit Anfangsgeschwindigkeit V
erreichbar ist.

Lésung: Finden wir zuerst die Trajektorie z(x). Aus 7(t) = (tV cos v, 0, tV sin a—

gt?/2) folgt
; 22 1
TR T o o2 o
Der Winkel « ist der einziger Parameter. Um den gegebenen Punkt (x,z) zu

erreichen, sollen wir aus dieser Gleichnung o bestimmen. Durch nutzen von

ﬁ = 1+ tan® kann man diese Gleichung als

2 2
tan2oz2g—‘x/2 —tanozx—l—z—kg—‘g;z =0
umschreiben. Dies ist eine quadratische Gleichung, die entweder 2 oder 1 oder
keine Lésungen hat. Im erreichbaren Bereich hat man zwei Ldsungen: man
kann einen Punkt auf dem Weg “hin” und auf dem Weqg “zuriick” erreichen. Im
verbotenen Bereich hat man keine Losung. Auf der Grenze hat man genau eine
Losung. Die Grenze wird also durch die Gleichung det = 0 bestimmt, wobei det

die Determinante der quadratischen Gleichung ist:

2 2
2 gr g
— 4= —) =0
R e
Das erqgibt eine Parabel

Ve 2 9

Z P — [

2¢ 212

1.2 Das II. Newtonsche Gesetz

Das physikalisch Wesentliche der Mechanik eines Teilchens ist in Newtons zwei-
tem Bewegungsgesetz enthalten. Das Gesetz basiert auf folgenden experimen-
tellen Beobachtungen:

1) jeder physikalischer Korper hat die triage Masse m. Die Masse ist stets positiv
und eine extensive Grofle, d.h. ein Korper, der aus zwei Korpern der Massen
my und meo zusammengesetzt ist, hat die Masse my + mo.

2) Die Wechselwirkung physikalischer Korper 148t sich durch spezielle Vektoren
~ Krifte F' ausdriicken.

Das zweite newtonsche Gesetz gibt uns die Beziehung zwischen der Kraft und
der Bewegung eines Teilchens. Zuerst definieren wir den Impuls eines Teilchens
als
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Dann wird das II. Gesetz als

dp 7

dt
geschrieben. Dieses Gesetz kann als grundlegendes Postulat angesehen werden.
Diese Gleichung kann man als die Bewegungsgleichung des Massenpunktes be-
trachten. Besonders haufig ist der Fall, daf§ die Kraft gegeben ist, und man
will die Bewegung 7(¢) berechnen. Das Aufstellen von Bewegungsgleichungen
und deren Behandlung, d.h. das Aufsuchen der Losungen und ihre physikalische

Interpretation ist ein wesentliches Ziel in der klassischen Mechanik.

Matematisch gesehen bilden die Impulsdefinition und das II. Gesetz ein System
von gewohnlichen Differentialgleichungen 1. Ordnung:

ar _ P
dt  m
dp R
&y _F
dt

Oft wird dieses System als eine gewohnliche Differentialgleichung 2. Ordnung
geschrieben
T
e
wobei der gewohnliche Differentialquotient von 7(¢) in zweiter Ordnung auftritt.

Es war Newtons Ruhm, dafl er die Gleichung fiir den Impuls geschrieben hat:
Obwohl es damals ihm nicht bekannt war, bleibt diese Form des II. Gesetzes
auch fiir geladene Teilchen im Magnetfeld, bei Raketen und relativistischen
Teilchen giiltig.

1.3 Bewegungen in einer Dimension

Bei eindimensionaler Bewegung &ndert sich nur eine Koordinate, sei es x. Das
2. Newtonsche Gesetz kann man dann als

mx = F,

schreiben. Die Kraft F, kann im Allgemeinen von x, ,t abhéngig sein. Allge-

mein, die Gleichung
1

¥=—F,(x,1,t)
m
ist eine Differentialgleichung 2. Ordnung. Die Losung ist von zwei Werten
abhéngig, bei uns sind diese z(0) und #(0), also die Anfagnsposition und die
Anfangsgeschwindigkeit. Eine allgemeine Formel fiir die Losung existiert nicht.
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Im Falle Dgl 1. Ordnung

T = f(x,t)
existiert die allgemeine Formel fiir die Losung auch nicht. Aber enfache Fille
kann man analytisch betrachten.

Die Gleichung
&= f(t)

wird einfach dirch die Integration gelost
t
z(t) = x(0) +/ f(t)dt
0

Die Gleichung

&= f(z)
wird zuerst durch die Umformung
dx
—— =dt
f(z)

und dann dirch die Integration gelost
x(t) d t
/ B / dt =t
2(0) f(z) 0

Beispiel 1.3 Bewegung im konstanten Kraftfeld
Falls die Kraft eine Konstante ist, dann gilt

mi = f

Schreiben wir diese Gleichung als ein System von zwei Differentialgleichungen
erster Ordnung:

dv, _ f
dt  m
dx_
aw

Die erste Gleichung kann man einfach integrieren

td'UI t
dt = dt
/to v / f/m

t—t) =  w(t)

f

0t) — (1) = L = L)+ oat)
Die zweite Gleichung:

Ccll_f = %(t — o) +vato) = @ =uz0+v(lo)(t —1o) + %(t — to)*
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Um die Bewegung vollstindig zu bestimmen, ist es notig, die Werte von In-
tegrationskonstanten x(ty) (die Anfangskoordinate) und v, (ty) (die Anfangs-
geschwindigkeit) vorzugeben. Diese ist die allgemeine Regel: eine Lisung der
Differentialgleichung 2. Ordnung ist von 2 Parametern abhdngig.

1.3.1 Die Storungstheorie

Wir betrachten den Fall, wenn die Wurfparabel durch eine kleine Zusatzkraft
gestort wird. Wir schreiben

T=—-g+ef(x, )

wobei € ein kleiner Parameter ist und die Funktion f die Kraft beschreibt.
Z. B. wird die Reibungskraft durch f = —vx beschrieben. Die Hauptidee der
Storungsmethode ist die Entwicklung der Unbekannten z nach Potenzen von
e: z(t) = xo(t) + ex1(t) + e%w2(t) + .. .. Diese Entwicklung setzen wir in der
Bewegungsgleichung ein, und entwickeln (in die Taylor-Reihe) alle Terme nach
Potenzen von e:

f0+8i1+€2f2—|—...:—g—l—sf(x()—l-EIl—|—82$2+...,$0+€$1—|—82$2+...)
- 0 0
= —g + e[ f(xo, (x)o)+a—£(sx1+52x2+...)+a—f(5:i31+52j32+...)+...]
- 0
= —g+ef . (2)o) + L 0+ o)+

Jetzt betrachten wir getrennt die Terme, die zu jeder Ordnung in ¢ gehéren:
WEeil € klein ist, miissen diese Terme getrennt die Gleichung erfiillen. In der 0.

Ordnung
L 3 gt’
o= —g = ,I()—X‘i‘vt—?

wobei X,V die Anfangsbedingungen sind. In der 1. Ordnung

t t/ g(t//)2
.fl = f(xo, ,I()) = T — / dt,/ dt”f(X + Vt” — 9 ,V — gt”)
0 0

Als Beispiel nehmen wir die Reibung: f = —~v2. Dann
tl2 Vt2 t3
"= /“/d” Vet = [Larve ) - T 0

Hier spielt v die Rolle von ¢, deshalb wir setzen ¢ — . Die ganze Losung in
der 1. Ordnung lautet
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Wir vergleichen jetzt diese approximative Losung mit der exacten Losung der
Gleichung

T+yT=—g
Fiir die Geschwindigkeit v = @ schreiben wir

V4V = —g

Diese DGI wird durch die Variation der Konstanten geltst. Zuerst 16sen wir die
Gleichung

v+yv =20

Wir setzen v = Ce™ ein und aus
ACeN = —~yCeM

erhalten A = —v, C beliebig. Dann setzen wir v = C(t)e™ " in v = —yv — g und
erhalten .
C = —ge

Integration ergibt
t
C(t) = C(0) + / _ge dt’
0

und

M _1
e -
et

v(t) = C(0)e " —g

Hier C(0) = V wobei V ist die Anfangsgeschwindigkeit. Weitere Integration
ergibt

t o »
V(l—e 1— e
SIZ(t):X—f—/ U(t’)dt/:X_Fw_gt_}_g(—;)
0 Y vy o
Wenn wir den Exponent entwickeln e™ =1 — ~t + %W%? _ % 33 4 .. dann
V2 gt
r=X vt 9y

2 2 6
Die Geltung dieser N’aherung ist vt < 1.

Berechnen wir in der 1. Ordnung in v, wie sich die Fallzeit von Hohe L mit
Anfangsgeschwindigkeit V' = 0 dndert. Die Gleichungs fiir die Fallzeit ist

9.9 943
L—=T =T° =0
ot 7%

Wir entwickeln T' = Tjy + 7T} + 7275 und setzen in diese Gleichung:

L— g(Tg + 2TV Ty + AA(TE + 2Ty Ts) +...) + vg(Tg’ F3YIET +..) =0
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Wir trennen jetzt verschiedene Ordnungen in 7:
Ordnung 0: L — 475 = 0 ergibt Ty = | /%.

Ordnung 1: gTyT) = 4T; ergibt Ty = :%02.
Ordnung 2: 4(T¢ 4 2T,15) = 43131 ergibt
TR -TP TP T 5T

o, 12 72 712
Das Endergebnis bis zur 2. Ordnung ist

o, L 5 /20\%?
SR

15

Anderer Zugang.
Zuerst transformieren wir die Gleichung

T4+yr=—g

zur dimensionslosen Form. Wir definieren z = L& und ¢t = \/gT, wobei £ und

7 dimensionslos sind. Dann

&2 L d¢
@S i S |
d72+7 g dr

Hier ¢ = W\/% ist ein dimensionsloser Parameter. Diese Gleichung hat keine

Parameter ausser ¢, und die Anfangs- und Endwerte fiir £ sind 1 und 0. Deshalb
die Fallzeit 7 ist nur von € abhéngig: 7 = F'(¢). Diese Form folgt auch aus der

exakten Losung

l—er—e°7

=1+

=2
Man kann einfach den Wert fiir ¢ = 0 finden: F(0) = v/2, und ein Wert fiir
e — oo finden F(g) — e. Fiir ursprungliche Variablen

L L
T =/—=F|v{—
g g

1.3.2 Die zeitunabhdngige Kraft

Als néchsten Fall betrachten wir die Kréifte, die vom Ort abhéngig sind, also
F = F(z). Dann haben wir
d*x
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Man darf diese Gleichung nicht einfach integrieren, weil x(¢) eine unbekannte
Funktion der Zeit ist, und deshalb ist F' auch eine unbekannte Funktion der
Zeit.

Wir multiplizieren diese Gleichung mit fl—f und erhalten auf der linke Seite

d
5 (ma*/2)

Die rechte Seite ist gleich

dx
—F(x
und wir probiren jetzt, sie als eine Zeitableitung darzustellen. Nehmen wir eine

Funktion U(x) von x und leiten sie nach der Zeit ab, so erhalten wir

d dzx dU
i’ =
Also wenn wir F(z) = —2¢ oder U(z) = — [* F(z) dx wéhlen, dann kénnen
wir die gesamte Gleichung als
d d

(i 2) = = (U())
schreiben. Diese Gleichung kénnen wir jetzt integrieren, was
mi?/2 +U(x) = E

ergibt, wobei E eine von Anfangsbedingungen abhingige Konstante ist. Was
wir erhalten haben ist der Energiesatz. Die kinetische Energie ist m?2/2 und
die potentielle Energie ist U(x), die Gesamtenergie E ist erhalten.

Also haben wir unsere Gleichung einmal integriert, und haben eine Differenti-
algleichung 1. Ordnung bekommen. Diese konnen wir als

do i\/Q(E— Ul(z))

dat m

schreiben, oder
dx

2(E-U(x))

m

= +dt
Wenn wir diese Gleichung integrieren, erhalten wir die Losung

. d
t—ty=+ / e
v [2E-UE©)

Die beiden Parameter x(, E/, die die Losung charakterisieren, stehen fiir die
beiden Anfangsbedingungen x(ty), v(to).
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Beispiel 1.4 Harmonischer Oszillator

Der harmonische Oszillator wird charakterisiert durch das Kraftgesetz F =
—kz, d. h. die wirkende Kraft ist proportional zum Ausschlag x und treibt den
Massenpunkt zum Ursprung zuriick. Die potentielle Energie lautet dann

k
U= —z?
Qx
Die Gesamtenergie, die erhalten ist, hat hier die Form
m k
E = —j 2 w2
5 T+ Qx

Die Lisung hat die Form

v
t—t()::i:/ §
v [UERE )

Um das Integral zu berechnen, schreiben wir die Losung als

T
Lo

R A S 4
:I:\//f/m(t—to)/xo\/@arcsm\/m

So erhalten wir harmonische Schwingungen

— \/?sin(\/k/im(t — 1) — ¢o)

wobei \/k/m die Frequenz, 2E [k die Amplitude , und ¢y die Anfangsphase ist.
Das Vorzeichen-Problem tritt hier nicht an: Alle mégliche Werte von x sind
durch sin-Funktion abgedeckt und die Lésung

2K
T = \/78111(\//{3/?71(25 —t9) — o)
_ 2F
T =4/ - cos(\/ k/m(t —ty) — ¢o)
gilt fir alle t.
Beispiel 1.5 Potentialmazimum

Betrachten wir die Bewegung wenn dir Kraft F = kx abstossend ist. Die Ge-
samtenergie lautet

E=32 ExQ
2 2

und die Losung hat die Form

v d
t—1ty = :I:/ s
zo [ 2(E+KE?/2))

m
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Um das Integral zu berechnen, betrachten wir 3 Fille getrennt.

Fall 1: E > 0. Dann hilft der Ansatz

2F [2F
&= TSinhy ¢ = YCoshydy

und weil \/1 + sinh®y = coshy, erhalten wir

2F k
x:i\/?smhwa(t—to)—kxo

Dies ist eine Bewegung tiber den Potentialberg.

Fall 2: E < 0. Dann hilft der Ansatz

2|F [2F
E=+ %cosby d¢ = + ?Sinhydy

und weil \/—1 + cosh?y = +sinhy, erhalten wir

[2|E [ k
r=+ Lcosh —(t —to) + xg
k m

Dies ist eine Bewegung mit der Reflexion vom Potentialbery.

Fall 3: E =0. Dann
Tod
t—tozi/ S ™
Zo /k_§2 k

T = ixoei\/%(t_t())

Dies ist eine Bewegung bis zur Spitze bzw Bergab.

T
Lo

und

1.3.3 Qualitative Beschreibung der Bewegung in Phasenraum

Es gibt eine anschauliche Form, die Bewegung darzustellen. Weil die Bewegung
vollstdndig durch die Anfangswerte x(), p(ty) bestimmt werden kann, es ist
sinnvoll den Raum mit den Koordinaten z, p zu betrachten. Dieser heiffit Pha-
senraum. Jeder Zustand wird dann als ein Punkt im Phasenraum dargestellt,
und die Bewegung als eine Bahn, oder Bahnkurve. Z.B. gilt fiir den harmoni-
schen Oszillator .

p 2

% + 533 =F
was genau die Formel einer Ellipse ist. Verschiedene mogliche Phasenbahnen

sind Ellipsen, die ein Phasenportrait bilden.
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Im Allgemeinen gilt, dal wenn ein autonomes U
System von gewonlichen Differenzialgleichun-
gen 1. Ordnung vorhanden ist, bildet man den
Phasenraum als einen Raum aller Variablen.
Die wichtigen Eigenschaften des Phasenraumes
sind folgende:
1. Jede Losung des Gleichungssystems wird als P
die Phasenbahn dargestellt, die durch den An-
fangspunkt lauft
2. Durch jeden Punkt im Phasenraum verlauft (0
. : N
genau eine Phasenbahn, was der Existenz und
Eindeutigkeit von Losungen von Differential-
gleichungen entspricht. Das bedeutet, dafl me-
chanische Systeme deterministisch sind, d.h. Anfangsort und Anfangsgeschwin-
digkeit legen die Losung eindeutig fest. Insbesondere heif3t es, dafl zwei Phasen-
bahnkurven sich nicht schneiden.
3. Man kann die Dynamik als einen Flufl oder eine Stromung im Phasenraum be-
trachten und z.B. die Bewegung nicht nur von einzelnen Bahnen, sondern von
ganzen Bereichen untersuchen. Wenn der Phasenflufl kompliziert ist, spricht
man von chaotischer Bewegung.
4. Es ist relativ einfach, das Phasenportrait (qualitatives Verlauf der Trajekto-
rien) zu bilden, ohne Differentialgleichungen explizit zu 16sen. Beschreiben wir
jetzt die allgemeine eindimensionale Bewegung eines Massenpunktes. Erstens,
trigt man die potenzielle Energie U(x) auf. Dann kann man fiir jede gegebe-
ne Gesamtenergie E die Bereiche, in denen sich das Teilchen aufhalten kann,
ablesen. Zu endlichen Bereichen gehoren geschlossene oder eingefangene Pha-
senbahnen, die topologisch dquvalent zu Kreisen und Ellipsen sind. Es handelt
sich um eine periodische Bewegung zwischen Umkehrpunkten. Anderfalls ist
die Bewegung ungebunden. Minima des Potentials entsprechen stabilen Gleich-
gewichtslagen (Fixpunkten), Maxima labilen (instabilen) Gleichgewichtslagen.
Wenn die potentielle Energie ein Maximum beim xz = 0 hat, kann man in der
Nihe des Maximums U(z) & Uy — £2? schreiben. Das ergibt

%

!

Die Losungen dieser Gleichung sind nicht Ellipsen, sondern Hyperbeln. Die
Allgemeine Vorgehensweise zur Untersuchung der eindimensionalen Bewegung
lautet:

1) Man findet alle stabile und instabile Gleichgewichtslagen.

2) In der Nihe der stabilen Fixpunkte haben die Phasenbahnen eine elliptische
Form, in der Néhe der labilen Fixpunkte bildet man Hyperbeln.

3) Man vollendet die Phasenbahnen, die in den instabilen Fixpunkten anfan-
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gen/enden (Separatrixen)
4) Man bildet geschlossene Phasenbahnen zwischen Separatrixen.

Beispiel 1.6 Eindimensionale Bewegung: Storungstheorie
Berechnen wir die Zeitverzégerung gegeniiber freier Bewegung bein einem schwa-

chen Potential. Es gilt
/2 /Tb g — /b dx
m Jr, a \/ E— U(LU)

War fiihren formal einen kleinen Parameter € und schreiben

/b dx 1 /b dx
a \/E— U E a / Ux
g (.I') \/7 1_8%

Die Taylor- Entwicklung ergibt

8 E

L LU 3 (Ul 2+
—¢E

Deshalb (jetzt setzen wir e =1)
Im 1 > 3 *

1.4 Eindimensionale lineare Schwingungen

1.4.1 FEin Freiheitsgrad: freie Schwingungen

Die Bewegungsgleichung lautet
mi + kx =0
oder
i+ w’r =0, w?=k/m

Die allgemeine Losung ist von zwei Parametern abhéngig, es gibt 2 Schreibwei-
sen:
xr = Cjcoswt + Cysinwt

und
r = acos(wt + @)



KAPITEL 1. NEWTONSCHE MECHANIK 19 A. Pikovski, 2009

wobei a = /C? + C% und tan ¢ = —Cy/CY. a ist die Amplitude, ¢ ist die Phase,
und w ist die Frequenz oder Eigenfrequenz von Schwingungen. Die Energie von
Schwingungen lautet

Es gibt auch eine dquivalente komplexe Darstellung. Um die herzuleiten, be-
trachten wir die Gleichung als System von 2 DGI 1. Ordnung

o= [ ol ]

g [ 0] |y

Die Eigenwerte sind +iw, die rechte Eigenvektoren sind
[1 iw] [1 —iw]

Die linke Eigenvektoren sind

L= 1)

w
Wir wihlen diese Eigenvektoren als neue Variablen
1 . 1

2= ——Y =T+ -y
w w

Diese neue komplexe Variablen erfiillen die Gleichungen
Z=iwz 2= —iwz”

Die Losung ist _ o
Z(t) _ Aezwt _ aezwt—i—ng

wobel .
A = ae'
Die reele Variablem erhalten wir durch die Rucktransformation
r="2 —;Z = Re(Ae™") = acos(wt + @)
. L z=z jwt :
y=i=iv—p—= —wIm(Ae™") = —wasin(wt + ¢)

Diese Form ist besonders giinstig, weil in allen linearen Operationen (Addition,
Multiplikation mit einer Konstante, Ableitung, Integration) e™! #quivalent zu
coswt ist, 1aBt aber alle Rechnungen einfacher laufen, weil die Ableitung und
die Integration von Exponenten besonders einfach ist.
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1.4.2 FEwn Fretheitsgrad: erzwungene Schwingungen

Die Bewegungsgleichung lautet
1
i+ wlr = —F(t)
m
Es ist bekannt, dafl die allgemeine Losung der inhomogenen Diffrentialgleichung

r=xy+ 2

ist, wobei x( die allgemeine Losung der homogenen Dgl ist und x; eine parti-
kulére (also irgendeine spezielle) Losung der inhomogenen Dgl ist.

1.4.3 Periodische dufere Kraft

Wir betrachten zunédchst den Fall einer periodischen Kraft
F(t) = fcos(vt + f3)
Wir suchen die partikuldre Losung in der Form
x1 = beos(vt + f3)

und erhalten

f 1
h= L
muw? — v?
Die allgemeine Losung lautet also
f cos(vt + 3)
z(t) = acos(wt + @) + m(w? — 07

1.4.4 Allgemeine dufiere Kraft

Die allgemeine Losung fiir eine beliebige Kraft F(¢) erhalten wir, wenn wir die
Konstanten der allgemeinen Losung als neue zeitabhingige Variable nehmen.
Wir schreiben zuerst unsere Gleichung als ein System von zwei Gleichungen

erster Ordnung

1
T=vy y:—w2x+EF(t)

Dann nutzen wir die komplexe Form

T = E[Ae“"t + A*e ™ r = i[iwAe“"t —iwA*e ]

Dann ergibt sich ein System von zwei Gleichungen

Aeiwt+A*e—iwt — 0

. . 9
iwAe™ —iwAte™™ = ZF(t)

m
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das sich 16sen 1483t: _
F(t) e—zwt

miw
Betrachten wir den Fall, wenn die Anfangsbedingungen gleich Null sind, dann
kénnen wir schreiben . »
F(te !
A(t) = / O™ g
1mw

A=

—00

und fiir z erhalten wir

_ tF/—iwt’ t EF(H) si Y
R [ PO Gy [ PO

feo MW o mw

Beispiel 1.7 Genaue Resonanz
Wenn F(t) = coswt, erhalten wir

) /t coswt’ sin(w(t —t')) ” /t sin(wt — wt’ + wt’) + sin(wt — wt’ — wt')
X — =
0 mw 0 2mw

Das Ergebnis lautet
sin wt

x(t) =1t

2mw

Wir kénnen das Integral so umschreiben

—+00

z(t) = Gt —tF(t") dt’
wobei 0 0
t <
t) = :
G( ) { sn;ﬂ(xt) £>0
oder in kompakter Form

_ sin(wt) _J0t<O
oo =g, 0w -{ ] )30

Die Funktion G heifit Greenfunktion oder Antwortfunktion. Man kann den Aus-
druck fiir z(¢) als eine Summe von Beitragen der &ufleren Kraft zu Zeitpunkten
t’ betrachten. Wegen der Linearitit ist die Bewegung eine lineare Kombination
(ein Integral) solcher Beitriige.

L)

G(t't) F(t) zeit

dt’
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1.4.5 Stof8 und Diracsche Deltafunktion

Betrachten wir die Kraft, die nur eine kurze Zeit zwischen ty—e/2
und tg + £/2 wirkt. Dann kann man die Losung als -

t0+6/2

2(t) = /t Gt — V)P () dt .

0—8/2

darstellen. Fiir kleine € dndert sich die Greenfunktion fast nicht,
also erhalten wir

t0+€/2

z(t) = G(t — ty) / F(t') dt’

t0—6/2

Lassen wir jetzt € gegen Null streben, mit der Bedingung, dafl das Integral

t0+8/2
/ F(t") dt’
t

0—5/2

eine Konstante bleibt. Das bedeutet, dafl die Kraft eine unendlich kurze Zeit
wirkt, diese Wirkung ist aber endlich. Mathematisch gesehen ist der Grenzwert
e — 0 keine stetige Funktion, dieser Grenzwert hat aber ein endliches Integral.
Man nennt den Grenzwert Diracsche Deltafunktion, und die soll als eine verall-
gemeinerte Funktion (Distribution) betrachtet werden. Die hat nur Sinn, wenn
man diese Funktion unter einem Integral hat. Also definieren wir

5(t):{£)i8 /_+Oodt5(t):1

o0

Man kann verschiedene Funktionen als Annédherungen zur Deltafunktion be-
trachten, z.B.

[ V)

€ d I a2
————— un e -
m(e? + 2?) e/

Es ist einfach zu sehen, dafl das Integral der Deltafunktion die Sprungfunktion

t

0(t) = /_ o(t') dt’

o

ist und fiir beliebige stetige Funktion g(t) gilt

/ 9()8(t — to) dt = g(to)

Aus dieser Gleichung folgt
1
d(at) = —0(t)

a
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weil
[ otwstaty at = [ oyot) dy = 29(0)
gilt.

In der Mechanik beschreibt die Deltafunktion einen Stofi. Wenn wir F'(t) = §(t)
in die Losung fiir x einsetzen, erhalten wir

o(t) = G(t)

Hier liegt die andere Bedeutung der Greenfunktion: Sie ist die Antwort auf eine
auBlere Kraft in Form einer Deltafunktion.

Beispiel 1.8 Greenfunktion fiir einen harmonischer Oszillator mit Reibung
Die Gleichung fiir einen Oszillator mit Reibung hat die Form

i+ 2vE 4wl = 6(t)
Mit den Ansatz x = e "y erhalten wir
i+ Q%Y =6(t)e ", 0?2 = w? — 42
Die Losung fiir y lautet

y(t) = ésin(Qt) o(t)

und fiir x erhalten wir

p— Ot

2(t) = G(t) = e "= —0(t)

1.5 Bewegungen in drei Dimensionen

1.5.1 Energiebilanz und Wegintegrale

Wir wollen einen Massenpunkt der Masse m betrachten, der unter dem Einfluf3
eines Kraftfeldes steht. Dieses Feld ist durch eine Funktion F(7) gegeben, also
durch 3 reele Funktionen von 3 Variablen. Dann lautet die Bewegungsgleichung

&oF
m oy = F(i()

Um die Energiebilanz zu analysieren, méchten er wie bei der 1-dimensionalen
Bewegung den Term d(v?)/dt bekommen. Weil v? = 77 gilt, multiplizieren wir

die Bewegungsgleichung mit 7. Fiir die linke Seite erhalten wir
dr d2F m d 42
m— - =
dt di2 2 dt
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was nach der Integration iiber ¢ von ¢; nach %
T(ts) — T(t), T:%&
ergibt.
Fiir die rechte Seite erhélt man das Integral 2
2 dr
F(r(t)) - — dt
| Fem -

Betrachten wir jetzt 7 als unabhéngige Variable, dann
konnen wir das Integral als
7 1
/ F(r)-dr

umschreiben. Dieser Ausdruck stellt ein Wegintegral dar.

E

Das Wegintegral ist nur von der Bahn zwischen 7 und 7% Cy 2
abhéngig, nicht aber von der Geschwidigkeit mit welcher das
Teilchen sich bewegt. Allgemein nennt man das Integral

7?2_) I
/ F(7) - d

laC

die von der Kraft am Punktteilchen lings der Bahn C zwischen 7 und 75
geleistete Arbeit. Im Allgemeinen ist es zu erwarten, dafl die Arbeit nicht nur
vom Anfangs- und Endpunkt abhéngt, sondern auch von der Bahn C.

Was passiert, wenn das Integral von der Bahn unabhéingig ist:
1) Das Wegintegral iiber einen jeden geschlossenen Weg verschwindet.
Es sei C' ein geschlossener Weg, dann kan man das Integral so berechnen:

/ ﬂﬂﬁz/ ﬁmm}/ ﬂﬂﬁz/ ﬁmmg/ F(#)-di = 0

1,C r1,C1 r2,C2 71,C1 1,02
weil die letzte zwei Integrale gleich sind.

2) Es existiert cine eindeutige skalare Funktion U(F), die das Kraftfeld F
vollsténdig definiert.

Definieren wir B
mm:—/ﬁmqﬁ
0

Weil dieses Integral von der Bahn unabhéngig ist, ist also U bis auf eine Kon-
stante (U(0)) bestimmt. Schreiben wir

7+dr
mﬂwﬁ—mm:—/ F() - df ~ —F(7) - dF
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Wiihlen wir d7|7, so erhalten wir

Ulx+dx,y,z) —U(x,y, 2) =~ —F,dx
oder ou( )
- ans

Analog erhalten wir F,, = —0U(x,y, 2)/0y und F, = —0U(z,y, 2)/0z. Zusam-
mengefafit, schreiben wir

- -0 -0 -0
F=—-VU = —gradU, wobei V = (i%’j@_y’ ka)
Mann nennt U ein Potentialfeld oder auch Potential.

Ein Vektorfeld heif3t konservativ wenn es ein Potential hat. Man sieht, dafl ein
konservatives Feld durch eine skalare Funktion (Potential) definiert wird.

Kehren wir zuriick zur Energiebilanz. Fiir ein konservatives Kraftfeld konnen
wir schreiben

o
| o -ar =) - vi)
Zusammen mit der kinetischen Energie ergibt das
To+U(ry) =T+ U(11)

Man nennt £ = T + U die Gesamtenergie, T' die kinetische Energie, U die
potentielle Energie.

Beispiel 1.9 Homogenes Kraftfeld
Es sei U(F) = A7, dann F = —VAF = —AVF = —A.

Beispiel 1.10 Rotationsymmetrisches Zentrallkraftfeld

Sei das Potential nur vom Betrag von r = \/a2 + y® + 22 abhingig: U = g(r).
Berechnen wir das Kraftfeld:
_0g(r) dgdr dg x g

833 _5%_5\/x2+y2+22:?x

Fy

Also ergibt sich

q g (r)r

VU = = (zi4yj + zk) =
r r

Wir haben ein Kraftfeld erhalten, bei dem die Kraft stets auf der Verbindungsli-
nie mit einem Zentrum O liegt, und der Betrag der Kraft hangt nur vom Abstand
r von Zentrum ab. Insbesondere ist die Gravitationskraft mit dem Potential

M,y My
r

U=—vy
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wichtig. Hier ist

ﬁ=—7M1y2F
T
. } P P4 N
- . —= + . +
e | N ~ _ p;

Konservatives und nichtkoservatives Kraftfeld

Beispiel 1.11 Nichtkonservatives Feld
Betrachten wir das Feld

F= (iy, —jx,0)
Wahlt man die geschlossene Bahn entlang der Kreise rund um 0, ist es einfach

zu zeigen, dafs das Wegintegral nicht verschwindet. Ein solches Feld hat eine
endliche Rotation.

Beispiel 1.12 Die Lorentz-Kraft
Die Lorentz-Kraft, die auf einen geladenen Teilchen in Magnetfeld wirkt, ist
F =ev x B, das bedeutet F' 1. v. Also verschwindet das Integral

ta
/ F . ddt
ty

Das Magnetfeld leistet also niemals Arbeit.

1.5.2 Impuls und Drehimpuls eines Teilchens

Der Impuls p ist mit Hilfe der Geschwindigkeit folgendermaflen definiert:

p=muv
Aus den II. Newtonschen Gesetz

dp =

w_F

dt

folgt der Erhaltungssatz: Wenn die Gesamtkraft F Null ist, dann bleibt der
Impuls p erhalten.

Der Drehimpuls eines Teilchens um einen Punkt O wird mit L bezeichnet und
ist definiert durch .
L=7xyp
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wobel 7 der Radiusvektor von O zum Teilchen ist. Wir berechnen nun

dL d*x*—d—FXﬁqL*xd—ﬁ—ﬁx
at at CPT P T

BTl

Wir definieren nun das Drehmoment um O durch N = 7x F. Dann kénnen wir
schreiben ~
dL
dt
und bekommen den Erhaltungssatz fiir den Drehimpuls eines Teilchens: Wenn
das gesamte Drehmoment N Null ist, bleibt der Drehimpuls L erhalten.

=N

1.6 Die Zentralkraftbewegung

Die Bewegung eines Teilchens in einem Zentralkraftfeld wird mit der folgenden
Gleichung beschrieben:
d2 3
e
Das ist ein System drei Differentialgleichungen 2. Ordnung, also ist die Losung
von 3 Anfangskoordinaten und 3 Anfangsgeschwidigkeiten abhéngig.

= —VU(r)

Zuerst priifen wir die moglichen Erhaltungsgrossen:
Der Impuls ist nicht erhalten, weil die Kraft nicht Null ist.
Die Energie ist erhalten, weil die Kraft konservativ ist.

Betrachten wir die Drehimpulsbilanz: N = 7 x F = 0 weil F||7 ist. Deshalb ist
der Drehimpuls erhalten: L = 7 x p'= const. Wir folgern:

(a) Der Vektor L steht senkrecht zur Ebene, in welcher die Vektoren 7 und @

liegen. Die Richtung von L ist konstant, deshalb ist diese Ebene konstant. Das
bedeutet, dal die Bewegung eines Teilchens immer in einer Ebene verléduft. Wir
wahlen die Einheitsvektoren 4, 7 in dieser Ebene, dann L = (0,0, L.).

(b) Betrachten wir jetzt die Bewegung in (x,y) Ebene
in Polarkoordinaten, also r

T =1TCoso vx:fcosgb—rg.bsin(b AS
Yy = rsin ¢ vy:fsin¢+r¢cos¢ A(p

Stellen wir den Drehimpuls in Polarkoordinaten dar:

L. = xp,—yp, = m(r cos ¢(r sin G471 cos ¢) —rsin ¢(r cos p—rosin @) = mre



KAPITEL 1. NEWTONSCHE MECHANIK 28 A. Pikovski, 2009

Also erhalten wir I

6=—5
mr
Diese Gleichung bedeutet auch, dafl der Vektor 7 in einem Zeitinterval At immer
die gleiche Flache iiberstreicht:
2 2 Lz Lz
AS:%A¢:1. At =

2 mr? 2m

At

Dies ist bekanntlich auch die Aussage des zweiten Keplerschen Gesetzes.

Stellen wir jetzt auch die Energiebilanz

D2 +0?)+U(r) =E

2
in Polarkoordinaten dar. Wir haben
2 2 2 212 2 L
Uy U, =T+t =7 +m2r2 [

wobei wir den Drehimpulsbilanz beriicksichtigt ha-
ben. Endgiiltig erhalten wir

%7'“2 +Uess(r) = E

mit
L2
2mr?

Uepp(r) =U(r) +

Der Anteil 2532 heilt Zentrifugalterm. Wir haben genau die Gleichung erhal-
ten, die eine eindimensionale Bewegung eines Teilchens beschreibt, und diese
Gleichung ist im Prinzip 16sbar. Wenn man die Losung r(t) schon hat, kann

man auch die Gleichung fiir ¢ integrieren, und das Problem vollsténdig 16sen.

1.6.1 Qualitative Betrachtung

U(r)

Kreisbewegung bei minimalen moglichen Energie
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T'min Tmazx T

Finite Bewegung

TV

Infinite Bewegung — Streuung

Falls das Potential bei r — 0 stéirker als ~ r—2 abfillt, es gibt keinen minimalen Radius und die Trajektorie ist eine Spirale
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1.6.2 Das Keplerproblem

Wir betrachten das Potential
o

Ur) =——,

r

das man als Gravitationspotential oder als Coulombpotential ansehen kann.
Dann erhalten wir fur das Effektivpotential

a L?
Uepp ==+

2mr?

Dieses Potential hat ein Minimum, so dal sowohl gebundene als auch unge-
bundene Bahnen moglich sind. Finden wir jetzt diese Bahnen, das heifit den
Zusammenhang zwischen r und ¢, explizit.

1.6.3 Variante 1 (alt)

Wenn wir die Ausdriicke fiir (;5 und 7 dividieren, erhalten wir

L. dr
d¢ - 9 /2 o L?
mr \/E(E_f— o 2m§°2)

Mit r = 1/€ ergibt sich
—d¢
VEE e ¢

Unser Ziel ist jetzt, den Ausdruck y/A — n? zu erhalten, das erreichen wir mit

d¢p =

dem Ansatz n = § — Fz. Das ergibt
d = —dn _ 2mkE a’m?

A —
VA—n? L? * Li
Nach der Integration erhélt man daraus

n =V Acos(¢ — )

oder
1 am am 2E1?2
Pz VT e osle — )
Die endgiiltige Formel schreiben wir mit ¢y = 0 als
D L? 2E1L2
= = = ]_
" 1+ecosgp’ P = ma ‘ * a?m

Das ist die Polargleichung fiir einen Kegelschnitt.
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1.6.4 Variante 2 (neu)

1 du __ 1 dr

Wir fiihren eine neue Variable u = >, so dass 5 = —5% gilt, ein. Weiterhin

ersetzen wir die Zeitableitung d/dt durch die Phasenableitung

d d
dt 2=dg
Dann kénnen wir in die Energieerhaltung
m,dr., o L*1
(Y CANRRRp— 1)
2 (dt) r + 2m r?
die Formel
dr  L,du
dt — mdo
einsetzen und 2y 12
m L Uyo z,,2
SRR (RS T = F
2 mQ(dgb) T om
erhalten. Weiterhin umformen wir
L* du., o 2ma«
z - . — E

du ., am., o’*m? 2EL?
(%) +(u_L_§) Bz (a2m

+1)

Die ketzte Formel ist der Energieerhaltungsatz eines harmonischen Oszillators,
deshalb

1 am am 2EL?

uz;:L_ngL_% 1+ - cos(¢ — ¢p)

Die endgiiltige Formel schreiben wir mit ¢y = 0 als

p L2 |, 2B
r = ———— = € =
1+ecosgp’ P= e am

Das ist die Polargleichung fiir einen Kegelschnitt.
Um das offensichtlich zu machen, setzen wir

r = \/36274—3/2 und rCcosp =1
in diese Formel rein:

p=r(l+ecos¢) =22+ y2+ ex

und schreiben die als
231 — €%) + 2epz + y* = p?
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Insgesamt treten folgende Bahnkurven auf:

1) e=0 (Falls E = _W) 2% + y* = p? ergibt einen Kreis

2) ¢ < 1 (E < 0) : Ellipse mit dem Exzentrizitdt ¢ (Ubung: Man finde die
Halbaxen der Ellipse).

kleine Halbachse p/v/1]

2

apoapsis p/(1 — ¢) periapsis p/(1+ ¢)

grofie Halbachse p/(1 — £2)
Elliptische Planetenbahn

2

3)e=1(E=0): Parabel x = p22—py
4) e >1 (£ >0) : Hyperbel

Um die Achsen der Hyperbel zu finden, schreiben wir

2epr — p?
2 2/ 2 2 27 2
— _1)—2 _ 1y e
y=x7(e” = 1) = 2epx +p° = 27 (e” — 1)( xg(sg_l))
2 _
y = a1/ R i Nix\/g2—1(1——8pw )
22 -1) 2 1)
ep
N/ T R
Y €2 -1

D.h., dass die Asymptote hat Steigung tan ¢, = V&2 — 1 oder cos ¢, = —1/c.
Parameter s = \/ng—_l lasst den Impaktparameter b = \/E’% berechnen. Wenn

wir hier p = L?/(ma) und € = 4/

L, _Lz

omE ~ MUs
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oder
L, =bmuy

Der Streuwinkel 0 ist

: 1
sin o = | COS Poo| = B

Hyperbolsche Planetenbahn

Fiir das Streuproblem ist eine andere graphische Darstellung mehr passend. Hier
ist auch die Bahn bei einem abstossenden Potential (o < 0) gezeigt. Stellen wir
die den Streuwinkel durch die Energie und den Impaktparameter dar:

0 1 0
sin—=—- = Cot§:\/52—1:
€

2

 REL?  [2E2mEV  2Eb
—V oazm a?2m  «

Beispiel 1.13 Streuung vs Einfang

Betrachten wir das Zentralkraftproblem mit dem Potential —T%. Das effektive
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Streuproblem

Potential Ugpp = % — 7,% hat ein Maximum: dUeff/dr = —nffg + f,—]; = 0 erqibt
4 4 12 . .

Uetf maz = 16%% = bﬁ wobei b = \/2Lm—E st der Impaktparameter. Im Falle

E > Uectt max oder bt < % das aus unendicheen kommende Teilchen fdllt aufs
Potentialzentrum, sonst wird das Teilchen gestreut.

Nah zum Ursprung kann man Zentrifugalpotential L*/(2mr?) und die Gesam-
tenergie E um Vergleich mit k/r* vernachlissigen, so dass mi?/2 ~ k/rt gilt
oder 1 ~ 1/r%. Die Integration ergibt, dass die Fallzeit t ~ 13 endlich ist.
Dariiber hinaus aus dr/d¢ =~ const folgt die endliche Anzahl von Drehungen.
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1.7 System von Teilchen

Wir betrachten n Massenpunkte m;, die den inneren und dufleren Kréften un-
terworfen sein mogen. Sei F}; die Kraft von j auf i. Die Bewegungsgleichungen
lauten

d?7; ~ o
My = ZFyz + fi
J

wobei f; die duleren Krafte sind. Fiir dieses System betrachten wir nun die
Impuls-, die Drehimpuls- und die Energiebilanz.

1.7.1 Der Impuls und die Impulsbilanz

Definieren wir den Gesamtimpuls P durch
— dr;
P = 5, = i
R
Kann man den Impuls als P=M %% darstellen? Nehmen wir

M = Z m; und R = —Zi]\?m

dann wird P = M %% giiltig. M ist die Gesamtmasse des Systems und R ist der
Schwerpunkt. Summiert man die Newtonschen Gleichungen, so ergibt sich

dP . .
OB

) 7 )
Falls die innere Kréfte den III. Newtonsche Gesetz (gesetz von Aktion und
Reaktion, Kraft und Gegenkraft) erfiillen, also Fj; = —Fj;, verschwindet die
erste Summe auf der rechten Seite. Was bleibt ist gerade die gesamte duBere
Kraft F.: B

dP -

= - F,

dt
Der Gesamtimpuls ist somit eine erhaltene Grofle, wenn die gesamte duflere
Kraft Null ist.

1.7.2 Der Drehimpuls und die Drehimpulsbilanz

Fiir ein System von n Messenpunkten definiert man den Gesamtdrehimpuls

durch
L=Y) Li=Y 7 xp

1
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fragt man nach der zeitlichen Verédnderung von E, so erhilt man

L d dp; L } ,
%:%iﬁX@:ZﬂXCZ:ZHXﬁ—F;WX;Fﬁ

) )

Betrachten wir den zweiten Summanden auf der rechten Seite:
— = ]- N - = —
Z?“i X ZFJ@ = 522(7} X Fj,""?“j X Ej)
) J ) 7

Gilt nun das dritte Newtonsche Gesetz, so ergibt sich

1 L =

52> (Fi =)

i J

Nehmen wir jetzt, dal die inneren Kréfte lings der Verbindungslinie der Teil-
chen 7 und 7 wirken, d.h. F}z”(ﬁ — 7). Dann verschwindet die Summe, und die
Anderung des Gesamtdrehimpulses ist allein durch das gesamte Drehmoment
der dufleren Krifte gegeben:

ﬁ—f:ﬁe:;axﬁ-

Der Drehimpuls bleibt unverénderlich wenn das duflere Drehmoment Null ist.

1.7.3 Die Energie und die Energiebilanz

Wieder schreiben wir die Bewegungsgleichungen
d*7; - >
j

Multiplikation mit ﬁ-, Summation iiber ¢ und Integration von t; nach ¢, ergeben
auf der linken Seite

wobel

die gesamte kinetische Energie ist. Auf der rechten Seite haben wir zwei Terme,
die der geleisteten Arbeit der innneren und dufleren Kréften entsprechen. Falls
aulere Krifte konservativ sind, konnen wir

—

fi=—=VU(r)
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schreiben. Wenn die inneren Kréifte ebenfalls konservativ sind, dann konnen
die Wechselwirkungskréfte Fj; und Fj; aus einer Potentialfunktion U;; = Uy
gewonnen werden:

Fjy = =V,Uy, Fyj = -VUy

Fiir jedes Paar erhalten wir dann
dU;;
dt

HW(=ViUy) + i(=V;Uy) = =

1
32U
1,]

geschrieben werden. Zusammenfassend, kénnen wir eine totale potentielle Ener-

gie als
U= :Ue(ﬁ)+%§ U,
1 1,]

definieren, so dafl die Gesamtenergie T'+ U erhalten bleibt.

und die Arbeit kann als )
1

1.7.4 Das Zwei-Korper-Problem

Wir haben zwei Teilchen min Massen m; und ms, die die Newtonsche Bewe-
gungsgleichungen erfiillen

miT) = F, Moty = Fy = —Fy
Schreiben wir fiir dieses System die Impulsbilanz auf:
P = const MR =0

wobei . .
— miry + mors
R =

mi + mg
ist. Das heifit der Schwerpunkt bewegt sich geradlinig gleichférmig, und die
wirklich interessante Dynamik steckt in der Relativbewegung. Sei

— —

T = 2 —T1
Wir kénnen jetzt dir Ortsvektoren 7 2 durch R und 7 darstellen:
ma

MR- 5 gy
mi + Mo mi + ms

my

ool

,F’
Setz man dies in die Newtonsche Gleichung ein, dann erhaltet man

mims - =
- FP=F
m1 + mzr 12(70)

Das ist genau die Gleichung, die die Bewegung eines Teilchens im rotiersymme-
trischen Zentralfeld beschreibt.
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Beispiel 1.14 Zwei Teilchen mit Grawitationswechselwirkung
Fiir die Relativbewegqung erhalten wir das Kepler-Problem, die ergibt

r(1+4+ecos¢) =p

mit die reduzuerte Masse y = —2"2 . Falls R =0 erhalten wir

mi+me
mn—=——m—m—m———mr, Ty = ————7
mi -+ Ms mi + Ms

Also laufen beide Teilchen auf Ellipsenbahnen um den gemeinsamen Schwer-
punkt, der stets auf der Verbindungslinie der Teilchen liegt. Natiirlich, wenn
me >> my qilt, bewegt sich das zweite Teilchen fast nicht.

"

1.8 Inertialsysteme, Galileitransformationen

Wir betrachten die freie Bewegung eines Teilchens
mr = 0

Die Losung diser Gleichung ist die gleichférmig geradlinige Bewegung. Dies for-
muliert man auch als I. Newtonsche Gesetz. Das physikalisch wesentliche in
diesem Gesetz ist schon in der Definition des Radiusvektors 7 erhalten. Dieser
Vektor ist von der Wahl des Ursprungs abhéngig, d.h. von der Wahl des Koordi-
natensystems. Bezugsysteme, in denen das I. Newtonsche Gesetz im kraftfreien
Fall die Form 7 = 0 hat, heiflen Inertialsysteme. Fiir diese Systeme stellte Galilei
das Relativitatsprinzip auf: Alle Inertialsysteme sind gleichwertig. Das bedeu-
tet inhaltlich, dafl physikalische Vorgéinge in allen Inertialsystemen in gleiche
Weise ablaufen. Oder formal: Die Gesetze in allen Inertialsystemen haben die
gleiche Form.

Die Ubergang von einen Inertialsystem zum anderen kann verschiedene Formen
haben.

1) Eine Verschiebung des Nullpunktes um den konstanten Vektor
r=x4+a yY=y+b Z=z4+c t'=t

Diese Transformation hat 3 Parameter, das bedeutet, dafl der Raum homogen
ist.
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2) Eine Drehung, bei der das neue System K’ gegeniiber dem System K zwar
gedreht ist, der Ursprung beider Systeme aber derselbe ist. Z. B., die Drehung
um die Axe z kann man als

/ : / : / /
r =zxcosa+ysina Yy = —zxsSlna+ycosa 2 =z =t

schreiben. Diese Trasnformation bedeutet, dafl der Raum isotrop ist (alle phy-
sicalische Eigenschaften sind Richtungunabhéngig). Die allgemeine Drehung
héngt von 3 Parametern ab.

3) Eine Verschiebung des Zeitnullpunktes
t'=t+a
(Zeit ist auch homogen)
4) Eine Galileitransformation
d=x—vt yY=y—uvt F=z—vt t'=t

zwischen zwei Inertialsystemen, wobei K’ sich gegeniiber K mit einer kon-
stanten Geschwidigkeit bewegt. Diese Transformation ist von 3 Parametern
abhéngig und entspricht spezielle Relativititseigenschaften der Raum-Zeit.

Man kann alle Transformationen verwenden, so dafl die allgemeine Transforma-
tion mit Hilfe von 10 Parametern charakterisiert wird. Matematisch gesehen,
bilden die Transformationen eine 10-parametrige Gruppe.

Beispiel 1.15 Zentrallkraftbewegung
Die Bewegungsgleichung ist

mr = g(r)7

Diese gleichung ist unter Zeittranslation und Drehung invariant, nicht aber un-
ter Raumtranslation und der Galileitransformation.

Beispiel 1.16 Zweiteilchensystem
Die Bewegungsgleichungen

mir = F(r12)s Moty = —F(r12)F12
sind unter allen Transformationen invariant.
Beispiel 1.17 Periodisches Potential
Die Bewegungsgleichung
mr = —VU(7), Ulz,y,z) =U(z+ X,y, 2)

1st unter Raumtranslationen 7@ = ¥+ miX invariant.
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1.9 Bewegungen in einem Nicht-Inertialsystem

Sei K ein Inertialsystem; sei K’ ein zweites System mit den Orten 7, 7/, k. Das
System K’ bewegt sich relativ zu K. Geometrische Uberlegungen zeigen, daf
die Bewegungen beschleunigter Bezugssysteme als Translationen des Koordina-
tenursprungs plus Rotationen um diesen Ursprung angesehen werden kénnen.

1.9.1 Translationen des Koordinatenursprungs

Hier d&ndern sich die Orte ;,j, k nicht. Deshalb hat man
F=74 R
und deshalb kann das II. Newtonsche Gesetz als
m7 = F — m]%

geschrieben werden. Man sieht, dafl hier die Scheinkraft —mR auftritt. Es ist
bemerkenswert, dafl die Scheinkréfte in gleicher Weise auftreten wie Gravitati-
onskréfte. Fiir ein Massenpunkt im homogenen Schwerfeld an der Erdoberfliche
gilt mr = mg. Im linear beschleunigten Bezugssystem haben wir mr = mg—mb.
Falls wir einen frei fallenden Fahrstuhl wéhlen, so haben wir g = b und in K’
gelten die gleichen Bewegungsgleichungen wie ohne Gravitation.

Beispiel 1.18 Der Fuallturm Bremen
Der Fallturm Bremen ist ein in Europa einzigartiges GrofSlabor, dafi Wissen-
schaftlern aus aller Welt die Mdéglichkeit zu erdgebundenen Experimenten unter
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kurzzeitiger Schwerelosigkeit bietet. Im Gegensatz zur orbitalen Mikrogravitati-
onsforschung besteht hier eine permanente und kostengiinstige Nutzungsmdglich-
keit. Seit Inbetriebnahme im Sept. 1990 steht das 145,5m hohe Betonbauwerk
auf dem Geldinde der Universitit Bremen zur Verfigung und ist eine wichtige
Erginzung zu den bestehenden und geplanten Laboreinheiten der orbitalen und
suborbitalen Schwerelosigkeitsforschung. Mit der Anlage ist es mdglich bis zu
dreimal téaglich fiir jeweils 4,74 Sekunden den Zustand der Schwerelosigkeit zu
erreichen. Um die Schwerelosigkeitszeit auf ca. 9 Sekunden zu verdoppeln, wird
in einer geplanten Ausbaustufe am Fufle des Turmes ein Katapult als Abschuf-
vorrichtung installiert. Weiteres siehe http://www.zarm.uni-bremen.de/

1.9.2 Rotierende Bezugssysteme

Die Drehung wird mit Hilfe von 3 Parametern definiert, deshalb es ist zu er-
warten, dafl die Rotation durch einen Vektor definiert werden kann.

Wir zeigen zuerst, dass jede Bewegung eines Koordinatensystems ¢
mit fest bleibendem Ursprung als eine Rotation um eine Achse L
angesehen werden kann. Stellen wir uns ein Kugel vor, seine Po- / Pz,
sition wird durch Angeben eines Bogens wohl definiert. Gegeben E 5 /
seien zwei Positionen des Bogens, x1z; und x225. Dann konstrui- X2
ren wir die Grofikreise durch die Mittelpunkte der Bogen x5 und |

2129 und senkrecht zu diesen Bogen. Der Schnittpunkt dieser Kreise ergibt die
Drehachse, Rotation um welche die Bégen z12; und x929 iiberlappt.

Die Rotation wird von drei Parametern bestimmt: zwei geben die Position der
Achse an und ein Parameter ist der Winkel. Diese drei Parameter bilden aber
keinen Vektor. Wichtig ist, dass zwei Rotationen man nicht durch Addition
von zwei Rotations-Vektoren darstellen kann, weil die Rotationen nicht kom-
mutieren (aber Vektorenaddition ist kommutativ). Im Gegenteil, infinitesimale
Rotation 148t sich durch einen Vektor darstellen, da infinitesimale Rotationen
kommutieren (bis zu vernachldssigbare Terme):

Ar = Ad x 7
AT = ADy x [FH AP x 7] = [ADy+ A, x 7+ Ady x [AD) x 7] & [ADy+AD | x 7
Zum infinitesimalen Rotationsvektor AP gehort die Winkelgeschwindigkeit w =

A®/At. Deshalb es ist zu erwarten, dass die Anderung des Ortsvektors durch
einen Ausdruck

dr

— ~WXT
dt

gegeben wird. Wir erhalten diese Formel jetzt auch auf einem formalem Wege.
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Betrachten wir zwei Koordinatensysteme:

- =

das Inertialsystem K mit Basisvektoren ¢, 7, k . .
das rotierende System K’ mit Basisvektoren #'(t), j'(¢), k'(t). Jeder Vektor A
1a8¢t sich in beiden Systemen darstellen:

A=A+ Ayj+ Ak = Ad + AyJ + Ak
Man kann dieser Vektor sowohl in K als auch in K’ nach Zeit ableiten:
dA L L dA L. oo
— ) =(As+ A+ Ak) — ) = (Ad' + A + AK')
Es ist einfach zu sehen, daf
dA dA R z 5
— = | — A + A, 7 + Ak
(40), (), oo areae

Das letzte Term auf rechte Seite berechnen wir so (Einfachkeit wegen lassen wir
Strich fallen):

i = ()7 + DR
j = GO+ GRF
K= (B)i+ (kD]
= 5 i 5
(Aci + A,y + Ack) =

0

— () Ay + (FDA] + F167) Ae + (F) A + FIGF) Ae + GF)A,)

Wir bezeichnen

we = (7F) = — (k)

—— ——

wy = —(ik) = ]“)

—~

und erhalten

—,

(Aed + Ayf + AK) = (& x A)
das bedeutet, daf fiir jeden Vektor A
dﬁ) (dﬁ) L
— ] =(— +Wdx A
< dt ) dt )

gilt. Es gibt Vektoren, die in beiden Systemen gleich sind, z. B. 7 unf F , aber
die Geschwidigkeit und die Beschleunigung sind nicht gleich. Fiir die Geschwin-

digkeitsvektoren
. dr . dr’
v = —_— UV = —_—
dt ) .’ dt )
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gilt
T=UV4+dXT

Fiir Beschleunigung erhalten wir

i= (D) — (WY pup (WIS s raxr) =
C\adt), \dt) . B dt K a

— A2 XT+BX (BXF)+ & XTF

Wir haben jetzt 3 zusézliche Beschleunegungen. Das II. Newtonsche Gesetz hat
die Form B _
ma=F —m2d XV —md X (JdX7T)—mid X7

Im rotierenden System K’ ist der Massenpunkt aufler der wirklichen Kraft F
noch

e der Corioliskraft —m2w x v

e der Zentrifugalkraft —mw x (J x 7) und

e der Trigheitskraft der Rotation —md x 7

unterworfen. Die letzte Kraft verschwindet falls die Rotation konstant ist.

Die Zentrifugalkraft liegt in der Ebene, die durch # und & aufgespannt ist. Die
ist von die Geschwindigkeit ¢" unabhéingig.

Beispiel 1.19 Erdrotation
Die Zentrifugalkraft ist am Equator mazimal. Fiir die Erde w ~ 7.3 107, also

7.3210719 6.4 10°

~ 321073
9.8

wQRe/g =

Die Coriolis-Kraft ist die wichtigste Kraft fiir die Bewegun- ®
gen auf der Erdoberfliche. Der Drehgeschwindigkeitsvektor
& ist parallel zu Erderotationsachse und ist von Siiden nach
Norden gerichtet. An einen Punkt auf der Erdoberflache be-
trachtet, hat dieser Vektor sowohl eine vertikale Komponente
|J,| = |w|sin ¢ als auch die horisontale Komponente |&| =
|w| cos ¢. Auf der nordlichen Halbkugel ist &, nach oben ge-
richtet, und &, nach norden. Die Komponente &, wirkt auf horisontale Bewe-
gungen, und zwar erfahrt der Massenpunkt auf der nérdlichen Halbkugel eine
Rechtsabweichung. Die Coriolis-Beschleunigung 2vw sin ¢ ist sehr klein, kann
aber sehr deutliche Effekte auf der Erde und in der Atmosphere verursachen,
u.A. Abweichung von Fliissen, die aulertropischen Zyklone und Antizyklone,
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Passatwinde. Zu bemerken ist, dafl die Coriolis-Kraft dasselbe Form hat wie die
Lorenz-Kraft, leistet auch keine Arbeit.

Bei einer vertikalen Bewegung ist nur &, wirksam, auf der nérdlichen Halbkugel
ergibt sich daraus eine Ost/West-Abweichung. Dies zu berechnen, schreiben wir
die Bewegungsgleichung

h X U

&l

F=g-2
In die erste Nahrung

—

=g = F:F0+ﬁot+§t2/2

=y

Dan folgt in der zweiten Nahrung
AT = =23, x (Gt + ¥p)
oder

1
AP = 2w(gt — vgy) cos ¢ = Ar = w(ggt?’ — vpt?) cos ¢

Setzen wir hier vy = 0 und t = \/2H /g ein:

1
Ar = gwg_1/2(2H)3/2 cos ¢ ~ 2.2 10 °H2 cos ¢[m)]

Fiir der Bremer Fallturm H = 145m, ¢ = 53° erhalten wir 2.5c¢m.



Kapitel 2

Lagrangesche Mechanik

Die Newtonsche Mechanik hat einige Nachteile.

1) Die Bewegungsgleichungen sind nicht kovariant, d.h. sie haben in verschie-
denen Koordinatensystemen verschiedene Form. Z.B., zweidimensionale Bewe-
gungsgleichungen schreibt man in kartesischen Koordinaten als

ma = F,, my = F,

In Polarkoordinaten hat man dagegen sehr komplizierte Gleichungen, die auch
7, ¢ erhalten.

2) Fiir einige Probleme sind die Newtonschen Gleichungen nicht un-
mittelbar anwendbar. Als Beispiel betrachten wir das ebene Pendel.
Der Massenpunkt wird durch eine Stange der Léange [ auf einer Kreis-
bahn gehalten. Die Beschrdnkung der Bahn kann man durch folgende
Zwangsbedingung schreiben

2242 =1

Die Stange iibt eine Kraft aus, die wir nicht kennen. Beispiel: das Programm
“xspringies”, das unter LINUX l&uft, 148t verschiedene Kréfte modellieren, nicht
aber eine Pendelbewegung.

Um die Newtonsche Mechanik zu verallgemeinern, gehen wir von Minimum-
prinzip aus. Aus der Statik wissen wir, dafl stationdre Zustédnde als Minima
vom Potential beschrieben werden kénnen. Und das Minimum wird Koordina-
tensystemunabhéngig als VU = 0 beschrieben. Wenn wir auch die Bewegung
als Minimum darstellen wollen, sollten wir einen matematischen Formalismus
haben, der die Minimum-Berechnung von Funktionen verallgemeinert.

45
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2.1 Variationsrechnung,
Euler-Lagrange-Gleichung

Eine Funktion y = y(z) ist eine Vorschrift, die jedem z-Wert eine Zahl (y-Wert)
zuordnet. In der Variationsrechnung betrachtet man dagegen Funktionale, die
jeder Funktion ¢(t) eine Zahl (den Wert des Funktionals) zuordnet. Am héaufig-
sten definiert man ein Funktional mit Hilfe des Integrals:

to
[t sty
t1

Das Funltional kann auch von ¢ und ¢ abhéngig sein:

Slq = / "t Lq.0.)

ty

Beispiel 2.1 Wegstrecke
Die Wegstrecke entlang der Kurve y = y(x) zwischen den Punkten x1 und xs
wird durch

l=/ dS:/ \/d:z:2+dy2:/ V14 (y)*dx

gegeben.

Unsere Ziel ist das Minimum von S zu finden. Es
sei nun ¢(t) die gesuchte Funktion, die das Funk-
tional S minimal macht. Dann muf§ S{g + d¢| mit
einer beliebigen Abweichung d¢q grofler als S[q] sein.
Dann andert sich in erster Nahrung das Funktional
nicht, und diese Bedingung wollen wir jetzt explizit
schreiben. Sei dq eine Stérung, die Randbedingun-
t  gen dq(t1) = dq(t2) = O erfiillt. Betrachten wir die
Variation von S:

65 = /dt[Lq+5qq+5q,) L(q,4,1)]

Die Funktion L 148t sich ableiten:

. . oL oL
L(qg+dq,q+dq,t) =~ L(q, 4, )+5qa— +5qaq

Das ergibt
8L>

58 = / dt 5qa—L+5q
dq

t1
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Schreiben wir den zweiten Teil des Integrals um:

oL d,_ 0L d oL
56 ) — §g——
G—= (qaq) I3 9

0q
So erhalten wir

to

oL doOL oL

) dt5 — = —— 0q—
5= / q dq dt@q)—'_q@qtl

t1

Der letzte Term verschwindet wegen Randbedingungen. Wir sehen jetzt, dafl
die Variation von S in erster Ndherung Null fiir jede Stérung wird, wenn die
Gleichung

doL 0L

dtdq¢ Oq
gilt. Diese heifit Euler-Lagrange-Gleichung. Falls S von mehreren Funktionen
41, G2, -.- , g, abhéngig ist, erhélt man fiir jede Variable die Euler-Lagrange-

Gleichung.

Zu bemerken ist, dafl die Euler-Lagrange-Gleichung nicht unbedingt das Mi-
nimum von S beschreibt, sondern auch das Maximum, oder, im Allgemeinen,
stationdre Funktionen.

Beispiel 2.2 Gerade Linie als Minimum der Wegstrecke
Schreiben wir die Euler-Lagrange-Gleichung fiir die Wegstrecke in kartesischen
Koordinaten:

/
SZ/de L+ (y)?% L=+v1+ () 2—520 oL _

0y’ 1+ (y)?

Die FEuler-Lagrange-Gleichung lauetet also
d Yy
dr \/1+ (y)?

=0

Sie ldasst sich losen:
/

N S———— = 4y =a, y=axr+b
1+ (y')?

Wair haben eine gerade Lineie erhalten. In Polarkoordinaten schreibt man die
Wegstrecke als

| = /ds:/\/(dr)2+r2(d¢)2 = /d¢ V2402

War erhalten also
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und die FEuler-Lagrange-Gleichung lauetet

T/

d r
N N N

man kann die auch als

101
/7,2 / rr —|—T7’
\/7’2—1- r

r2 4+ (T/)2 r2 4 (r)?

umschretben. Endlich erhalten wir

r'r —2(r")? —r? =0

Der Ansatz r = 1/& laft die folgende einfache Gleichung entstehen
§'+¢=0

deren Lésung
§ = Acos(¢ — o)

ist. Letztendlich erhalten wir die Gliechung fiir eine gerade Linie in Polarkoor-
dinaten

Arcos(¢p — ¢p) =1

2.2 Hamiltonsches Prinzip

Wir vergleichen jetzt die Euler-Lagrange-Gleichung mit der Newtonschen Glei-
chung

d . oU
E(mxl) - _8332-
doL 0L
dtog; g
Wenn wir wéahlen
oL . oL oU
B I - 9q; N _3%‘

dann stimmt die Euler-Lagrange-Gleichung mit der Netonschen Gleichung iibe-
rein. In der Mechanik heifit L Lagrangefunktion, S die Wirkung oder Wirkungs-
funktional. Wenn wir die Lagrangefunktion in der Form

L= Z@xQ— (1, ...,xp,t) =T = U
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wéhlen, also als Differenz kinetischer und potentieller Energien, dann erhalten
wir die Bewegungsgleichungen, die man Lagrangesche Gleichungen 2. Art nennt.

Dies ist Inhalt des Hamiltonschen Prinzips: Die Bewegung lduft so ab, daf} die
Bahnkurve die Wirkung stationdr macht. Manchmal wird das auch als Prinzip
der kleinsten Wirkung genannt.

Man nennt:

q; verallgemeinerte (generalisierte) Koordinaten

g; verallgemeinerte Geschwindigkeiten

OL :
0d. verallgemeinerte Impulse

5. verallgemeinerte Kréfte.
qi

a,7
a7 3
. . t
g b t,
Vi - /é/
% t
tl t2

Beispiel 2.3 Kraftfreie Bewegung

Falls das Potential eine Konstante ist, muss die kinetische Energie minimal
sein. Seien die Zeitpunkte t1 o und die Koordinaten q(t1) = q1, q(t2) = q2 gege-
ben. Die Frage ist, welche Bewegqung liefert das Minimum der Wirkung S?¢ Man
kann sich verschiedene Bewegungstypen vorstellen (siehe Bild), nun muss die
Bewegung mit minimalem S gefunden werden. Wir betrachten Bewegungen mit
verschiedenen Geschwidigkeiten v(t). Weil die Endpunkte fixiert sind, gilt

to
/ v(t)dt = g —

131
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Wir bezeichnen v = %

ta t2 m
]=/ E(v_ﬂ)zdtZ/ Evzdt”—’z'(@—tl)i

tl tl

und betrachten das Integral

Dann kénnen wir die Wirkung in der folgender Form darstellen
m
2

Weil I > 0 ist, wird das Minimum von S bei I = 0 erreicht, d. h. bei v = v =
const. Wir stellen fest, dafi die Bewegung mit konstanter Geschwindigkeit die
Wirkung minimisiert.

to
S:/ %vzdt: I+ 0 (ty — 1)
ty

Beispiel 2.4 Zentralkraftbewegung
Schreiben wir die Lagrangefunktion in Polarkoordinaten aus:

L=T-U=2(2+r¢) - U(r)

2
Die verallgemeinerten Impulse sind
% = mr, (2—; = mrd  (Drehimpuls!)
Die Lagrange-Gleichungen sind
%(mr%) =0 (Drehimpulserhaltung!)
und d oL ., U
%(mr) = mi = o = mre* — Fm

2.3 Systeme mit Zwangsbedingungen

Falls die Massenpunkte eines mechanisches Systems sich nicht vollig unabhéngig
voneinander bewegen konnen, sondern gewissen Nebenbedingungen unterliegen,
spricht man von Zwangsbedingungen. Betrachten wir wieder das ebene Pendel.
Der Massenpunkt ist zwei Kréften unterworfen: der Gravitationskraft mg und
der unbekannten Kraft K .

Wir nutzen jetzt die Kovarianz von Lagrangegleichungen beztiglich der Koordi-
natenwahl, und schreiben die Lagrangefunktion in Polarkoordinaten L(r, 7, ¢, ¢, ).
Dann lauten die Bewegungsgleichungen

doL 0L dOoL 0L

dtoy 0¢’  dtor  Or
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Wegen der Zwangsbedingung ist aber r konstant, also ist nur die Gleichung fiir
¢ nichttrivial. In der Lagrangefunktion kénnen wir deshalb r = [ = const, 7 =0
einsetzen und die Lagrangefunktion fiir das Pendel bekommen, die nur von ¢
und ¢ abhéangt:

L(g,p,t) =T —U = %02 + mgr cos ¢ = %l%z + mgl cos ¢

Die Bewegungsgleichungen lauten
doL

doL e _
o (9g.b ml=¢ mgl sin ¢

oder

b++/g/rsing =0

Im allgemeinen Fall
- es gibt N Teilchen, die im 3-dimensionalen Raum mit 3/N Variablen
beschrieben werden

| - es gibt K Zwangsbedingungen, die als K Gleichungen

gl(xlayla EEE) ZN7t) = 07

gK(xla Yty -5 2N, t) =0
beschrieben werden kénnen. Solche Zwangsbedingungen, die nur von Koordina-
ten abhéngig sind, nennt man holonome (“ganzgesetzliche”). Man unterscheidet
auch zwischen zeitabhéngigen (rheonomen) und zeitunabhéngigen (sklerono-
men) Bedingungen.

Man kann ein allgemeines Rezept zur Losung von mechanischen Problemen
formulieren:

1) Man wahlt verallgemeinerte Koordinaten, um die Zwangsbedingungen zu
erfiillen. Die Zahl solcher Koordinaten ist 3N — K.

2) Man stellt die Lagrangefunktion L =T — U in diesen Koordinaten dar

3) Die Bewegungsgleichungen sind dann die Lagrangesche Gleichungen 2. Art

Beispiel 2.5 Geoddten auf einem Zylinder

Wir betrachten einen Massenpunkt, der sich auf einem Zylinder frei bewegen
kann. Hier haben wir N = 1 und K =1 (die holonome skleronome Zwangsbe-
dingung lautet 2% +y? = 1?). Wir wéihlen zylindrische Koordinaten, wobei nur z
und ¢ unsere verallgemeinerte Koordinaten sind. Die kinetische Energie lautet
T = 2(z* 4 1?¢*). Die Bewegungsgleichungen sind einfach:

Z2=0 p=0
und als Losung erhalten wir die Schraubenlinie

2= zy+ vt O = ¢ + vyt
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Beispiel 2.6 Massenpunkt auf rotierender Stange

Wir betrachten einen Massenpunkt, der sich lings einer rotierenden Stange be-
wegen kann. Die Stange rotiere mit einer konstanten Winkelgeschwindigkeit w.
Wir haben hier zwei (eine rheonome und eine skleronome) Zwangsbedingun-

gen \/r?2+y?/z = tana und y/x = tanwt. Wir wihlen den Abstand r zum
Zentrum als verallgemeinerte Koordinate. Dann gilt

Z =TCoSa T = rsinacoswt Yy = 7 sin asin wt

Aus

T'=—v

5 U = mgr cos

erhalten wir
m
L=T-U-= 5(7'“2 + r%w? sin @) — mgr cos

(Diese Lagrangefunktion ist zeitunabhdngig, obwohl die Zwangsbedingungen rheo-
nom sind!) Dies fihrt zur Bewegungsgleichung

i@_L_ ,__8_L__ cos a + 2
gy = =5 = —mgcosa+rmw

War erhalten eine eindimensionale Bewegung mit dem effektiven quadratischen
Potential

sin? o

1
U(r) = mgcosar — §r2w2 sin® o

Fiir nicht-mechanische Systeme ist es nicht einfach, die Lagrangefunktion zu
schreiben. Gliicklicherweise sind alle wichtigen Kréifte gut genug und lassen
sich mit dem Lagrange-Formulierung beschreiben.

Beispiel 2.7 Elektromagnetisches Feld
Die Lorentz-Kraft
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15t geschwindigkeitsabhdngig und deshalb existiert ein tibliches Potential nicht.
Wir zeigen jetzt, dafS es ein verallgemeinertes Potential U(q,q,t) gibt, das die
elektromagnetische Krdfte als verallgemeinerte Krifte ergibt.

Erstens dricken wir die elektromagnetischen Felder E und B durch das Skalar-
und das Vektorpotential ® und A aus:

E=-Vo(Ft) - %Mg;’t),

Zweitens, wdhlen wir fir das Teilchen

B = rotA(7,t)

U = e®(F,t) — A7 )i
c
Die Lagrangefunktion lautet dann

m - - €L
L=T-U= E(IQ —e®(q 1) + —gA(q:1)
Wir berechnen jetzt den verallgemeinerten Impuls

e
Di =sz'+EA¢

Dieser Impuls hat nicht nur den mechanischen Teil, sondern einen elektroma-
gnetischen Beitrag. Die Lagmngeschen Glez’chungen lauten

d
att = (9ql + Z @i (9ql

Die linke Seite konnen wir als

m+€iA—m+E %% E%
di cdt T di p j @qj' o ey

schreiben. Endgiiltig bekommen wir
8@ e@Ai e Z(aAj 0A;

8ql c Ot +E - dg;  Ogj

mg; = — -) = eE; + ( x B);
C

Fiir elektromagnetische Felder hat die Fichtransformation eine spezielle Form

L 1 ¢
A— A+Vy(gt), &— _1ox(e.t)

c Ot
Die Lagrangefunktion wird dann so transformiert werden:
edx(q,t) e ) d e
L — - ——(V =L——(-
—L--— (VX)q ()

War haben wieder die gleichwertige Lagrangefunktion bekommen.
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2.4 Ein Freiheitsgrad: freie Schwingungen

Wir betrachten ein System mit einem Freiheitsgrad, der durch die generalisierte
Koordinate ¢ beschrieben wird. Die Lagrangefunktion sei von der Form
. _ alg)d®
L(g,4) = —5— —~Ula)
Das System besitze eine stabile Gleichgewichtslage bei ¢ = ¢, d. h. das Potential
U hat bei ¢ = qy ein Minimum. Die Taylorentwicklung des Potentials um g = g
lautet

U(a) = Ulao) + g — )

Wir setzen nun die Auslenkung aus der Ruhlage z = ¢ — ¢ ein, dann entwickeln
auch die kinetische Energie bis zur quadratischen Ordnung in x:

T — a(go) ,jj'2
damit wird die Lagrangefunktion fiir kleine Auslenkungen zu
k
L(x, &)= M2 Fp
2 2
wobei m = a(qy). Die Bewegungsgleichung lautet
mz + kx =0
oder
i+ wir =0, w?=k/m

Die allgemeine Losung ist von zwei Parametern abhéngig, es gibt 2 Schreibwei-
sen:
x = Cycoswt + Cysinwt

und
r = acos(wt + @)

wobei a = /C? + C% und tan ¢ = —Cy/CY. a ist die Amplitude, ¢ ist die Phase,
und w ist die Frequenz oder Eigenfrequenz von Schwingungen. Die Energie von
Schwingungen lautet

OL mi? k1,

g2z g mM 2
Y oi 5 Ty Tgmwa

Es gibt auch eine dquivalente komplexe Darstellung:
r = Re(Ae™")

wobel .
A = qe'?
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Diese Form ist besonders giinstig, weil in allen linearen Operationen (Addition,
Multiplikation mit einer Konstante, Ableitung, Integration) ™! #quivalent zu
coswt ist, 1aBt aber alle Rechnungen einfacher laufen, weil die Ableitung und
die Integration von Exponenten besonders einfach ist.

Beispiel 2.8 Zweiatomiges Molekiil
Hier haben wir ein Zwei-Korper-Problem und die Bewegungsgleichung ist

mimsy . oU

mi + mo _E

Die Figenfrequenz ist
w'=k——
myma
Falls ein Molekil aus Isotopen mit Massen my, my zusammengestellt ist, wird

die neue Figenfrequenz lauten (die Konstante k hat den selben Wert - warum?)

_amamy(mi + my)

w/ 2
() mimb(my + mg)

Beispiel 2.9 Ebenes Pendel
Die Lagrangefunktion lautet

L= %ZQQ'SQ + lgm cos ¢

Fiir kleine Winkel

cosp =1— ¢*/2
und wir erhalten )
L ="0( - )
wobei
st

Beispiel 2.10 Rotierende Raute
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War betrachten eine rotierende Raute. Die Lagrange-Funktion lautet
L = m[(1$)* 4 (wlsin ¢)?] — 2mg(l — L cos ¢)

Die Bewegungsgleichung st

o2mi?p = 2mw?l% cos ¢ sin ¢ — 2mgl sin ¢
War finden zuerst die Fizpunkte:

w?l? cos ¢ sin ¢ = glsin ¢

Es gibt zwei Lisungen

sing =0= ¢; =0 cos (g = gw 21!

Die zweite Losung existiert wenn w? > g/l. Wir linearisieren die Bewegungs-
gleichung direkt. Am Punkt ¢1 = 0 fir kleine Auslenkungen gilt sin¢ =~ ¢,
cos ¢ =~ 1, was ergibt

é+(%—w2)¢:0 = Q= %—uﬂ

Am Punkt ¢o entwickeln wir

cos(¢g + ) & cos o — (Sin o) sin(¢y + ) & sin ¢g + (€08 ¢o)x

Das ergibt
" 24q2 mlg?
mi*i = mw?*[2 cos® ¢y — 1]z — mgl cos gox = [mw’I? ﬁ —1- Wzgl Je
oder
), O
T+ (w —W)x—o = =y W22

2.4.1 FEichtransformation

Es kann verschiedene Lagrangefunktionen geben, die zu den selben Bewegungs-
gleichungen fiithren. Z. B. kann man eine gegebene Lagrangefunktion mit einer
Konstante multiplizieren oder addieren.

Eine wichtige Klasse von gleichwertigen Lagrangefunktionen ergibt sich aus den
sogenannten Eichtransformationen: Dabei wird zu L die totale Zeitableitung
einer beliebigen Funktion f(q,t) addiert:

P(g,0.1) = L(a,4,1) + 5 7(a. 1)
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Das Wirkungsintegral fiir L’ lautet

5 = / Car L = / Cdt L f(alta).ts) — Fla(t), )

Weil die Randwerte bei der Variation festgehalten werden, also dq(t1) = dq(t2) =
0, bekommen wir 65" = 05: Die Lagrangefunktionen L und L’ fiihren zu den-
selben Bewegungsgleichungen.

Beispiel 2.11 Galileitransformation
Fiir emn freies Teilchen haben wir

L:%v2

Unter einer Galileitransformation erhalten wir

m ~ m - m m d > m
="z 2 __ M o o My Moy 4 ms o
2(v+V) 5 Y +va+2V 5 Y +dt(mFV+2Vt)

2.5 D’Alembert-Prinzip

Die Newtonschen Gleichungen fiir ein System mit Zwangsbedingungen lauten
mr=—VU + K

wobei die Zwangskréfte K zuerst nicht direkt angegeben sind. Man kann diese
Krifte berechnen wenn die Bewegung schon bekannt ist (z.B. durch Losung der
Lagrange-Gleichungen 2. Art), dann ist auch 7 bekannt. Eine andere Moglich-
keit ware, die Lagrange-Methode 1. Art zu verwenden. Es gibt eine allgemeine
Eigenschaft der Zwangskrafte, die ihre Richtung charakterisiert. Diese ist als
d’Alembert-Prinzip (Prinzip der virtuellen Arbeit) formuliert:

Ko7 =0
Hier 7 ist eine sogenannte virtuelle Verriickung. Sie ist nicht eine mogliche reelle
Verschiebung eines Teilchens, sondern eine infinitesimale Verschiebung, die mit
Zwangsbedingungen zu gegebenen Zeitpunkt vertraglich ist. Das heifit, daf} fiir
virtuelle Verriickungen die Zwangsbedingungen gefroren sind. Um den Unter-
schied deutlich zu machen, betrachten wir das Teilchen auf rotierender Stange.
Fiir virtuellen Verriickungen frieren wir die Stangeposition: dies ergibt dafl 7

nur eine Komponente entlang die Stange hat. Im Gegenteil, reelle Verschiebun-
gen haben auch eine Winkel-Komponente, weil die Stange rotiert.

Um das d’Alembert-Prinzip zu begriinden, betrachten wir die Variation der

Wirkung 5 5
d OL L

55:/ it dai( 55— 50)
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Hier ist d¢;(t) genau die virtuelle Verriickung, weil die beiden Koordinaten ¢;(t)
und ¢;(t) + d¢;(t) die Zwangsbedingungen zur Zeit ¢ erfiillen. Um kartesische
Koordinaten einzufiithren, setzen wir

¢—T. g —0or, L=_0-U()
ein und schreiben die Variation der Wirkung als
55:/ dt 67 (mr + VU) :/ dt 67 K =0

Dann folgt unmittelbar das d’Alembert-Prinzip.

2.6 Symmetrien und Erhaltungsséitze

Schreiben wir die Lagrangegleichungen aus

doL 0L
dtdg; g
Es ist einfach zu sehen, dal wenn L von der verallgemeinerten Koordinate ¢;

unabhéngig ist, dann ist der verallgemeinerte Impulse p; = g—gf eine erhaltene

Grofe.

Wir formulieren jetzt ein allgemeines Theorem (Noether-Theorem): Ist die La-
grangefunktion invariant unter einer kontinuierlichen Koordinatentransforma-
tion, so gibt es eine Erhaltungsgrofle. Das bedeutet, dafl eine Funktion von
Koordinaten und Geschwindigkeiten f(q;, ¢;,t) eine Konstante ist.

Wir betrachten hier zwei Falle

1) Zeitunabhéngigket der Lagrangefunktion, d. h. die Lagrangefunktion ist nicht
explizit von der Zeit abhéngig L = L(q,q). Leiten wir die Lagrangefunktion

nach der Zeit ab:
dL B oL oOL. OL.

@& "o o T ag
Beriicksichtigen wir jetzt, daf3 % = 0, und stellen den Ausdruck (??_S durch
Lagrangegleichungen dar, so erhalten wir

b _ 4oL oL, d L.
at ~ atag T aq? T dt ag

Als Ergebnis erhalten wir

OL
—q — L = const

dq
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Die physikalische Bedeutung dieser Grofie kénnen wir fiir iibliche Systeme fest-
stellen: fiir L =T — U = m4?/2 — U(q) haben wir

oL .
aq "

Das ist der Energieerhaltungssatz.

L=mi®-T+U=T+U=EF

2) Betrachten wir jetzt eine allgemeine Koordinatentransformation, wobei die
Zeit unverandert ist:

Qi = QZ(Q7 t) 6)
Wichtig ist, daf diese Transformation stetig vom Parameter ¢ abhéngt und der

Parameterwert ¢ = 0 der identischen Transformation Q;(q,t,0) = ¢; entspricht.
Dann koénnen wir in erster Ndherung in €

Qi = qi + €i(q, t)
schreiben, wobei die Funktion v die infinitesimale Transformation definiert.

Im allgemeinen ist die neue Lagrangefunktion £(Q,Q,t,€) von e abhiingig.
Wenn diese Abhéngigkeit verschwindet, bedeutet das Invarianz oder Symme-
trie der Lagrangefunktion beziiglich dieser Transformation. Schreiben wir jetzt
diese Bedingung explizit:

oL 8622 oL 0Q);
Z 0Q; 86 0Q); Oe

Aus Bewegungsgleichungen folgt 5 M = C‘Zit(%l Aulerdem konnen wir % als
%aa% schreiben. Also erhalten wir

d 0L 0Q);
0= 5% 06
dt 0Q); Oe
Wenn wir die Ableitung nach € bei ¢ = 0 berechnen, dann gilt % = (g, t),
L = L und Q; = ¢;. Die Erhaltungsgrofie ist dann

Betrachten wir die wichtigsten Beispiele.

Wenn L von Koordinate ¢; unabhéngig ist, dann ist L unter der Transformation
Qi = q; + € invariant, das entspricht v; = 1. Wir erhalten

oL
C_%z

die schon bekannte Erhaltung des Impulses.
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Die Symmetrie unter Rotation um die z-Achse.
In kartesischen Koordinaten ist, z. B., diese Lagrangefunktion so invariant:
L=T-U(z*+4>2)
Die Rotation kann man als
X = xcose — ysine, Y = xsine + ycose
schreiben. Die infinitesimale Transformation ist
X =1z — ye, Y =y + e

Das ergibt
¢I = Y, 77/}7; =T
Die Erhaltungsgrofle ist

oL oL
C &iw + 8y¢y ma(—y) + myz

die z-Komponente des Drehimpulses.
Wir kénnen jetzt die wichtigsten Symmetrien mit Erhaltungssédtzen verbinden:

Homogenitét der Zeit — Energiesatz
Homogenitéat des Raums — Impulssatz
Isotropie des Raums — Drehimpulssatz

Bemerkung: Dies gilt nur fiir kontinuierliche Symmetrien, diskrete Symmetri-
en (z.B. ©+ — —x) entsprechen keinen Erhaltungsgréfien, weil es hier keinen
kontinuierlichen Parameter € gibt.



Kapitel 3

Lineare Schwingungen mit mehreren
Freiheitsgraden

Wir betrachten ein System mit n Freiheitsgraden, die durch die verallgemei-
nerten Koordinaten ¢, ..., g, beschrieben werden. Sei die Lagrangefunktion des
Systems von der Form

n

L=~ Z ai,j(qla 7qn)q2qj - U(Ql) 7Qn>
1,j=1

Bei ¢ = ), ..., ¢, = ¢° habe das System eine stabile Gleichgewichtslage. Wir
entwickeln die potentielle Energie um diese Stelle

0 0?
Ularewon) = Vel )+ Y (50) (0=t +5 3 (550 ) a—al)a=a)

Der lineare Term fallt weg, da in der Gleichgewichtslage das Potential ein Mini-
mum hat. Aulerdem lassen wir den unwesentlichen konstanten Term weg. Fiir
kleine Auslenkungen erhalten wir somit

1 U
U%§Z‘/ijif'fj7 V;J':‘/ji:(aqiaqj)o

In der kinetischen Energie ist bereits der niedrigste Term quadratisch in der
Auslenkung

1
T~ 5 Zaw(q 7qn QZQJ ZE]SU QZJ, /Tij = ’I'ﬂ

Also erhalten wir die Lagrangefunktion in der Form

1
L(z,2) = 5 > (Tjiis — Vi)

61
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Beispiel 3.1 Zwei gekoppelte Pendel (1)
Nehmen wir die Winkel ¢1 und ¢o als verallgemeinerte Koordinaten. Dann

1 -2 1 )
T — — 2 - 2
2ml o+ 2ml b2
und .
U = —mgl cos ¢1 — mgl cos ¢ + 5(—lsin b1 + I sin ¢p)?

Die Gleichgewichtslage ist ¢y = ¢o = 0 und die Lagrangefunktion fir kleine
Auslenkungen lautet

1 .y
=5 (T — Vijwz))
wober
Ti=ml®, Tu=ml? Ta="Ty=0
Vip = mgl + kI* Vag = mgl + kI* Vig = Vo, = —ki?

Schreiben wir jetzt die Bewegungsgleichungen (Lagrangesche Gleichungen 2.
Art) aus

n
ZTZ]xj—l—me]:O izl,...,n
j=1
Das ist ein System von n linearen homogenen gewohnlichen Differentialglei-
chungen 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Wir suchen eine Losung in
der Form

. ] . ) 2
z(t) = a; coswt, T; = —ajw” coswt

und setzen sie in die Gleichungen ein:

Z(—wQT,'j + Vij)ajcoswt =0 i

j=1

1,...,n

Diese Gleichungen sollen fiir alle ¢ erfiillt sein, deshalb

Z(—w2T,’j—I—V,’j)aj =0 1= 1,...,’fL

J=1
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Dies ist ein lineares homogenes Gleichungssystem fiir die Grofien aq, ..., a,. Es
gibt zwei Moglichkeiten:

1) Die Determinante | — w?T}; + V;;| verschwindet nicht, dann ist die triviale
Losung a; = 0 die einzige Losung.
2) Die Determinante | — w?T}; 4+ Vj;| verschwindet, dann ist eine nichttriviale

Losung moglich.
Wir haben also die Gleichung
| = wTjj + Vil = 0

die die mogliche Frequenzen definiert. Diese sogenannte “charakteristische” oder
“sikulare” Gleichung ist eine Gleichung von Grade n in w?. Diese Gleichung
erlaubt uns, n Frequenzen zu finden.

Beispiel 3.2 Zwei gekoppelte Pendel (2)
Wir schretben die Determinante als
mgl + kl? — w?ml? —kl?
—kl? mgl + kl? — w?ml?

=0

Die algebraische Gleichung 2. Grades lautet
wrm?2lt — W (2mi*(mgl + ki*)) + (mgl + kI*)? — K*1* =0
Diese Gleichung hat die Lésungen

k
R L

Y1 L m

Die Losungen der charakteristischen Gleichung heiflen Eigenfrequenzen. Be-
trachten wir eine Eigenfrequenz wy. Wenn wir diesen Wert in die Gleichungen
fiir Amplituden einsetzen, erhalten wir das System

n

Y (—wiTy + Vij)a; = 0
j=1

Dieses System 1afit uns die Amplituden bestimmen, sei diese Losung a§k>. Die
()

Eigenvektoren a;" sind nicht eindeutig festgelegt, man kann sie mit einer Kon-
stante multiplizieren.

Wir nutzen jetzt die Eigenvektoren, um die Normalkoordinaten einzufiihren:

T, = Z aE"”Qk T; = Zaﬁk)c?k

k k
Setzen wir jetzt diesen Ausdruck in die Lagrangefunktion ein:

L = E Tijxixj — Vijxixj
Y]
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Kinetische Energie
DT> ol Qe Qu =323 Tiel 0"
i.J k m km 1,7

Wir finden jetzt der Wert von

D Tyaa)”
]

Schreiben wir die zwei Gleichungen fiir Eigenvektoren k£ und m:

wi Z ﬂj@;k) = Z V;ja;k)
J j
w2 Ty =3 Viga™
J j

(m)

Multiplizieren wir die erste Gleichung mit a, ’ und addieren alle n Gleichungen.

Genauso multiplizieren wir die zweite Gleichung mit az(.k)

Gleichungen. Dann erhalten wir

wkZTZ]a a Z\/,ja a
w2, ZTijajm al- = Z Vijajm ai (3.1)
ij ij

Weil T;; = Tj; und V;; = Vj; symmetrische Matrizen sind, kénnen wir die Indizes
in erster Gleichung vertauschen. Die Differenz der beiden Gleichungen ist dann

(Wi — W2, ZT”J Z- =0

Wir nehmen zunédchst an, dafl die Elgenfrequenzen nicht entartet sind, also
W, # wy fir m # k. Fir m # k mufl dann die Summe verschwinden. Fiir
m = k konnen wir den Eigenvektor so normieren, dafl die Summe gleich 1 ist.

Dann erhalten wir
om0 k#Fm
ij

(Ogm ist analog zur Deltafunktion). Mann kann diese Relation als eine verallge-
meinerte Orthogonalitétsrelation fiir die Eigenvektoren betrachten.

und addieren alle n

Potentielle Energie

Die potentielle Energie in neuen Koordinaten lautet

Z Vij Z 'Q Z =3 ViyaPdM QuQn,

km 1,3
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Entsprechend (1) ist das gleich zu

Wi Y T = b
i

Endgiiltig erhalten wir die Lagrangefunktion
L=T-V =) 6mQiQn — wp0tmQuQm = Y _Qa — wpQr,
km m

Fiir neue Normalkoordinaten (),,, erhalten wir die entkoppelten Bewegungsglei-
chungen

Om + W2 Q=0
Die Losung ist die harmonische Schwingung, die als Eigenmode oder Eigen-
schwingung bezeichnet wird. Die allgemeine Losung ist eine beliebige Uberla-
gung von Eigenschwingungen.

Mathematisch gesehen, sind T" und V' quadratische Formen. Mit Hilfe von Nor-
malkoordinaten diagonalisiert man diese zwei Formen gleichzeitig. Das ist nur
moglich, weil die beide Formen positiv definiert sind, d. h. fiir beliebige z;

ZTijxixj > O, Z Vijxixj >0

Physikalisch bedeutet das, dal sowohl die kinetische als auch potentielle Energie
fiir alle mogliche Geschwindigkeiten und Auslenkungen positiv sind. Aus dieser
Eigenschaft folgt, dafl die Eigenfrequenzen immer reell sind, weil

Vel
T,'ja(.m)az(.

m)

>0

gilt.

Beispiel 3.3 Zwei gekoppelte Pendel (3)

1) Finden wir die Eigenvektoren:
Erste Eigenfrequenz w? = g/l

(mgl + ki* — (g/l)mlz)agl) — kl%é” =0 = agl) = ag)
Normierungsbedingung:
_ by
Ty +Te  2mi2 (@)

(@) + Tl ) =1 = (o)

Zweite Eigenfrequenz w3 = g/l + 2k/m:
(mgl + klI* — (g/1)ml* — 2(k/m)ml2)a§2) — kl2a52) =0 = aﬁ” = —ag)
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Normierungsbedingung:
1 1 2)

@h2 _ — — 2
(al ) — T11+T22 2ml2 (CL2 )

2) Fiigen wir die Normalkoordinaten ein

1 1
Q1+
2ml? ! 2ml?
1 1

vV lele B V2ml?2

3) Setzen wir diese Ausdriicke in die Lagrangefunktion ein

Q2

T —

Q2

o —

2L = ml*@? + mi*i35 — (mgl + ki*)x? — (mgl + kI*)x3 + 2kl*r 125 =

2k1>
2ml?

mgl + ki?
mi?

= QTH+Q3—( J(QT+Q3)+5—(Q1—@3) = Q1 (9/)Qt+Q3—(9/142k/m)Q3

4) Analysieren wir die Eigenmoden:

Mode 1: Qo =0 = x1=ux9
Mode 2: )1 =0 = 1x1=—x9

3.1 Lagrangefunktion fiir elektromechanische Systeme

Die Lagrangefunktion des elektromagnetisches Feldes lautet
1
L=— [ dV(H*-¢&
8T / (H

wobei ‘H und £ magnetisches und elektrisches Felder sind. Fiir einfache Systeme
hat endliche Anzahl von Freiheitsgraden. Einem Kondesator mit Kapazitit C

ordnet man die potentielle Energie 9 Einer Spule mit dem Strom ¢ ordnet

207"
man die kinetische Energie %qz zu. Insgesamt ist die Lagrangefunktion eines
einfachen Schaltkreises
L ¢
L=—-—
2 2C

was die lineare Schwingungen mit der Frequenz w = 1/v/LC' ergibt.

Beispiel 3.4 Gekoppelter Schaltkreis
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£1 EQ
0000 | 0000 |
G c Ch
In diesem Beispiel muss man beriicksichtigen, dass ¢ = —q1 — q2. Dies Ergibt
[ Lt Ledy @ 4 (@t @)
2 2 201 20 2C

Beispiel 3.5 FElektromechanische Kopplung I

Es kann sein, dass die Kapazitit verdnderlich ist. Falls eine Plastine des Kon-
densators ein Pendel ist, dann C = C(¢) und
mi2¢® L 7
L= l 1t
5 + 5 + mgl cos ¢ 50(9)
Bei der Betrachtung mechanischen Schwingungen muss man elektrische Kraft
beriicksichtigen:

mlzgﬁ = —myglsin ¢ + %
J 202

Beispiel 3.6 FElektromechanische Kopplung I

Es kann sein, dass die Induktivitit verdnderlich ist. Falls ein Stab in der Spule
mit einer Feder verbunden ist ist, dann L = L(x) und

mi?  L(x)¢*  ka? ¢

> "T2 T2 Tac
Bei der Betrachtung mechanischen Schwingungen muss man magnetische Kraft
beriicksichtigen:

L:

mi:—ka:Jqud_x



Kapitel 4

Hamiltonsche Mechanik

4.1 Legendre-Transformation und Hamiltonsche Gleichungen

Das Lagrange-Formalismus liefert uns die Bewegungsgleichungen in der Form
von einem System von Differentialgleichungen zweiter Ordnung fiir verallgemei-
nerte Koordinaten. Solches System beschreibt das physikalische System zwar
vollsténdig, ist aber nicht so giinstig fiir Untersuchungen:

1) Das System hat nicht die Form &; = F;(x) eines Systems von 2n Differenti-
algleichungen erster Ordnung.

2) Es ist nicht einfach, die Erhaltungsgrofie zu nutzen, weil die Grade des System
wird nicht gleich reduziert werden.

3) Die Lagrangefunktion hat keine direkte physikalische Bedeutung, deshalb ist
dieses Konzept an Experimentatoren schwer vermittelbar.

Alle diese Nachteile werden im Hamiltonformalismus bewaltigt. Eigentlich wird
dieser Formalismus in 4/5 theoretischer Physik benutzt, insbesondere in der
Quantenmechanik und in der statistischen Physik.

Wir fangen mit dem Ziel an, das System Differentialgleichungen 1. Ordnung zu
schreiben. Weil die Lagrangegleichungen lauten

doL . 0L
atog U 9g

die Idee ist, der verallgemeinerte Impuls p; als unabhéngige Koordinate zu neh-
men. Falls wir auch die verallgemeinerten Geschwindigkeiten ¢; zugunsten der
verallgemeinerten Impulse eliminieren, kénnen wir ein System von Differenti-
algleichungen 1. Ordnung erhalten. Manchmal ist die Beziehung zwischen Ge-
schwindigkeiten und Impulsen einfach (p = mg), aber wir sollen ein Rezept fiir
alle Falle haben. Dies wird mit Hilfe der Legendre-Transformation gemacht.

68
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4.1.1 Legendre-Transformation

Sei f(x) eine konvexe Funktion. Wir fiihren eine
neue Funktion g(p) ein als

f(x) 9(p) = max(pz — f(z))
Die Bedingung fiir ein Maximum lautet
d df
(e = f) =0 = p="
Das bedeutet, dafl wir die Transformation so schreiben kénnen
. df
9(p) =px — f(z), wobei p=-_-

Diese Transformation heiffit Legendre-Transformation. Weil p von z abhéngig
ist, konnen wir die Gleichung nach x ableiten

dgdp _dp . 4

d_pdx N dxx—'_p dx

Also erhalten wir

dg
r=—
dp
Das heif3t, daf die Legendre-Transformation vollig symmetrisch ist
_ _dg _df
g(p) + f(z) =px, x= W YT

In anderen Worten, zwei mal angewandte Legendre-Transformation ist die iden-
tische Transformation.

Beispiel 4.1 Quadratische Funktion

2
2 p p
r) = ax = =2ar = IT=-— = =pr— f(x)=—
f(z) p » 9(p) = pr — fl2) =
Die Legendre-Transformation wird in der statistischen Physik viel benutzt. Hier
verwenden wir sie zum Ubergang von Geschwindigkeit zum Impuls. Wir schrei-

ben

f(z) < L(g,q,7)
T < (

_df 0L

P=a = p_ﬁq

g(p) =pr — f(z) < H(p,q.t)=pd— L(q,q,t)
dg ;- 90H(p.0.t)
dp dp
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Wir haben fast alles erhalten was wir brauchen, nun sollen wir die Lagrange-
Gleichung

p= ER
q
selbst umschreiben. Wir berechnen die partielle Ableitung von H nach der ver-
allgemeinerten Koordinate ¢:

OH  0Opq(q,p;t) 90L(q,4(q:p,1),t) OL.0¢ OL  OL

dg g dq =508 "3~ 9 *
Engiiltig haben wir jetzt statt der Lagrangefunktion die Funktion H, die von
verallgemeinerten Koordinaten und Impulsen abhéngt, und das Gleichungssy-

stem
_ 9H(q,p, 1) . O0H(q,p,t)

A

p q

liefert. Diese Funktion heifit Hamilton-Funktion und die Gleichungen heiflen Ha-
miltonsche bzw. kanonische Gleichungen. Die Koordinaten und Impulse bezeich-
net man als kanonische Variablen. Die Hamiltonfunktion wird als Legendre-
Transformation der Lagrangefunktion

H=pq—L

erhaltet. Diesen Ausdruck haben wir schon gesehen: Das ist genau die verallge-
meinerte Energie, die erhalten bleibt, falls die Lagrangefunktion zeitunabhéngig
ist. Also die physikalische Bedeutung des Hamiltonfunktion ist klar: das ist
Energie, die als Funktion von verallgemeinerten Koordinaten und Impulsen ge-
schrieben ist. Zeigen wir jetzt, dafl der Wert der Hamiltonfunktion erhalten ist,
wenn die Funktion nicht explizit von der Zeit abhéngig ist:

dH O0H. O0H. O0H oH 8H OHOH OH O0H

i ! T 5 T o T Top g T aqop T ot or

Es ist zu betonen, dafl die Hamiltonfunktion eine Funktion der kanonischen
Variablen sein muf} (z.B. H(q, ¢,t) ist keine Hamiltonfunktion).

Beispiel 4.2 Teilchen in _einem Potential

L=—(#+9*+2%) - V(z,y,2)

5 = (47
Der verallgemeinerte Impuls ist
Pz = ’ITLQ'T, Py = mya P = mz

und die Hamiltonfunktion lautet

1 2 2 2
H = o—(pz +p, +p2) + V(w,y.2)
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Beispiel 4.3 Teilchen im elektromagnetischen Feld

. =

m - e
L= — ~(q.
5 e¢+c(q)

Der verallgemeinerte Impuls ist

- L €2
p=mq+-A
c
Wair setzen also
P= (7 “A)
q-mp c
in die Hamaltonfunktion ein:
L. p,Les m, 1 _ ez, el _ e - - (]7—§H)2
H=p5—L=—(p—A)——(—(p——A ——(p——A)A = £
Pq = A) = (P A)) g~ (P A) 5 Ted

4.1.2 Erhaltungsgrdifien

Wenn die Hamiltonfunktion nicht von einer kanonischen Koordinate ¢; abhéngt,
ist der entsprechende Impuls erhalten:

OH

0 N
Man kann dann die Hamiltonfunktion als Funktion von n — 2 unabhéngigen
Variablen betrachten. Das heifit, eine Erhaltungsgrofie fithrt unmittelbar zur
Vereinfachung des Systems. Wire die Hamiltonfunktion von n Koordinaten
unabhéngig, konnte man das Problem einfach losen: die kanonischen Impulse

sind zeitunabhéngig, und die kanonische Koordinaten sind lineare Funktionen
von Zeit.

D = 0, p; = const

4.2 Poissonklammer

Wir betrachten zwei Grofien, die von kanonischen Variablen abhéngig sind:
F(q,p,t) und G(q,p,t). Die Poissonklammer wird durch

" OF0G OF0G
[F’ G] B Z(a% op; a op; 3%)

1

definiert. Die Poissonklammer ist wieder eine Funktion von kanonischen Varia-
blen und Zeit. Aus der Definition folgt sofort

[F,G] = -G, F], [F,F]=0
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Fir die einfachste Funktionen erhalten wir
F=¢ G=q¢ = lg4q]=0

F=p,G=p; = [pip]=0

F=q, G=p; = |q;Dpj] =0
Berechnen wir nun die Zeitabhéngigkeit einer beliebigen physikalischen Grofie
F (q p,t) wobei ¢, p kanonische Gleichungen erfiillen:

dr’ Z@qul OF dp; 8F_28F8H 8F8H+8F OF
Og; dt ~ Op; dt B dq; Op;  Op; 0q; Ot ot

Diese Gleichung hat zwei Folgen:
1) Die Bewegungsgleichungen kénnen mit Hilfe von Poissonklammern als

]'?:[,H], q:[%H]

+[F, H]

geschrieben werden.
2) Fiir die Erhaltungsgrofien gilt

F(p,q) = const & [F,H] =0

Fiir drei beliebige Groflen A, B, C' beweist man die Jacobische Identitét:
[[A, B],C] + [[B,C], A] + [[C, A], B] =

Diese Identitédt hat eine wichtige Folge: Die Poissonklammer aus zwei Bewe-
gungsintegralen F}, F5 ist wieder ein Bewegungsintegral. Wir schreiben

[[F1, 5], H| = —[[F>, HIF\] — [[F1, H)F>] =0

Beispiel 4.4 Drehimpuls

Schreiben wir der Drehimpulskomponenten dar
My = qop3 — P23, My = prg3 — qips, Ms = qip2 — 12

und berechnen die Poissonklammer

OM,0OMy  OM; OMs

dgq3 Ops N dps 0qgs

Das bedeutet, dafl die Erhaltung von zwei Komponenten des Drehimpulses auch
Erhaltung der dritten Komponente erzwingt.

(M, Ms] =

= q1p2 — @2p1 = M3

Man kann die Poissonklammern benutzen, um die neue Bewegungsintegrale zu
finden; manchmal aber erhélt man wieder alte Erhaltungsgrofien oder z.B. Null.
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4.3 Der Phasenraum, die Sétze von Liouville und Poincaré

Der Phasenraum ist eine natiirliche Form von Darstellung der Bewegungen in
Hamiltonschen Systemen, weil sie Systeme gewohnlichen Differentialgleichun-
gen erster Ordnung sind. Also kénnen wir jedem Zustand einen Punkt in einem
abstrakten, 2n-dimensionalen Raum zuordnen, der durch 2n kartesischen Ko-
ordinatenachsen fiir die Groflen ¢; und p; aufgespannt wird.

Bemerkung: In der Theorie der Differentialgleichungen kann man fiir jedes Sy-
stem von Differentialgleichungen den Phasenraum konstruieren. In der theo-
retischen Physik aber wird nur der Raum kanonischer Variablen Phasenraum
genannt.

Wir diskutieren jetzt die allgemeinen Eigenschaften der Phasenraumdynamik.
Fiir ein System mit n Freiheitsgraden hat man den Phasenraum mit 2n Di-
mensionen. Wenn das System autonom (zeitunabhéingig) ist, ist die Energie er-
halten. Deshalb findet die Bewegung auf einer 2n — 1-dimensionale Oberfléche
H(p,q) = F statt.

4.3.1 Der Liouvillesche Satz

Das Phasenvolumen ist erhalten. Diese Erhaltungsgrofle ist nicht das {ibliche
Bewegungsintegral, weil das Volumen keine Funktion von kanonischen Koordi-
naten ist.

Wir leiten erst die Formel fiir Volumenénderung fiir eine beliebige System von
Differentialgleichungen her:
Nehmen wir ein kleines Volumen

Av = Az1Axy... Az,

und leiten des nach der Zeit ab:

dAv  dAz, dAx,,
= Axo.. Az, + ...+ Ax1Axs...
dt g SFreSdn e ANAT T
Wenn wir beriicksichtigen, daf
dAzx oF
dt L = Fl(xl + A,Il,xg, ceey ,In) — F1($1,$2, ceey .In) = 8—xiA$1

ist, dann erhalten wir

dAv @Fl 8Fn
= =+
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Fiir das Hamiltonsche System

gilt

OF oF, 0*H O*H
L Z

dry T Ow,

was den Liouvilleschen Satz beweist. Als eine Verallgemeinerung kann man auch
den Erhaltung von Poincaré-Invarianten

(A0)® = Ag; - Ap, (M)W = Ag; - ApAg; - Apj, ...

beweisen.

4.3.2 Der Poincarésche Satz

Dieser “Wiederkehrsatz” bestimmt die allgemeinen

=0 =T Wiederholungseigenschaften der mechanischen Be-

=l — O wegung. Sei der Phasenraum kompakt, d. h. er hat

! ein beschrinktes Volumen. Z. B. man kann sich die

\ =37 Teilchen mit Wechselwirkung in einem Kasten vor-

‘ 0 _ stellen; weil die Energie erhalten ist, ist das Phasen-

- t=2T : .

Q volumen begrenzt. Die Frage kann man so formulie-

ren: wenn die Bewegung von der Anfansbedingun-

gen ¢, p¥ anfingt, kann man irgendwo wieder diesen

oder fast diesen Zustand beobachten? Die Antwort ist: diese Riickkehr wird fiir

fast alle Anfangsbedingungen beobachtet. Um dies zu Beweisen, nehmen wir

an, dafl es eine Menge von Anfangsbedingungen gibt, die nicht zuriickkehren,

und diese Menge hat das Volumen €. Nehmen wir einen gréflen Zeitabstand T

und betrachten dieses Anfangsvolumen zur Zeiten 7', 27',.... Entsprechend Liou-

villeschen Satz ist das Volumen e erhalten, deshalb ist es unmoglich, dafl sich

keine von Mengen zur Zeiten T', 27, ... schneiden. Wenn es aber eine Schneidung

zur Zeit kT gibt (d.h. die Menge kT schneidet die Menge nT fiir irgendwelche

n > k), dann gibt auch eine Schneidung zur Zeit (k — 1)T etc, also auch eine

Schneidung fiir £ = 0. Das aber widerspricht unsere Einnahme, und der Satz
ist bewiesen.

Folge: wenn alle Teilchen eines Gases zur Zeit t = 0 in einem kleinem Abteil
des Kasten sich finden, dann wird diese Zustand irgendwann wieder beobachtet
werden.



KAPITEL 4. HAMILTONSCHE MECHANIK 75 A. Pikovski, 2009

/ \//\/
LAY .

Beispiel 4.5 Das Pendel

Der Phasenraum wird kompakt, wenn wir das System auf einem Zylinder 0 <
¢ < 21 betrachten. Alle Zustdinde, mit Ausnahme der Separatrizen, wiederholen
sich.

4.4 Kanonische Transformationen

In der Lagrangeschen Mechanik kann man aus dem Hamiltonschen Variazions-
prinzip die Invarianz von Lagrange-Gleichungen zu Variabletransformationen

Qi = Qi(Q)

herleiten. In der Hamiltonschen Mechanik benutzen wir eine andere Form vom
Hamilton-Prinzip, um mehr allgemeine kanonische Transformationen zu erhal-
ten.

4.4.1 Prinzip der stationdren Wirkung

Das Prinzip der stationdren Wirkung lautet

t2 tQ
55:5/ Ldt:cS/ (pg— H) =0
tl tl

Wir betrachten jetzt S als ein Funktional der 2n unabhéngigen Koordinaten ¢
und p mit Randbedingungen dq(t1) = 0q(t2) = 0, dp(t1) = 0p(t2) = 0. Dann
konnen wir schreiben

& OH OH
05 = dt(op - ¢+ pdg — —dp — —3bq) =0
(¢,p) /tl (0p - ¢+ pdq 5~ 3 q)
Wenn wir pdg durch partielle Integration zu —pdg umformen, erhalten wir

0S(q,p) = /tQ dt(dp(q — %_;[) — 0q(p + %—Z)) =0

ty
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was die Hamiltonschen Gleichungen ergibt.
Machen wir jetzt eine Transformation zu neuen Variablen
¢, pi — Qi P

mit der Bedingung, daf die Bewegungsgleichungen in neuen Koordinaten auch
Hamiltonsche Gleichungen sind, eventuell mit neuen Hamiltonfunktion H. Das
heifit, dafl nach dem Prinzip der stationdren Wirkung gilt

5/;2(1%1—1{) dtzé/ttQ(PQ—F[) dt

Diese Bedingung ist erfiillt, falls die Integranden sich um die totale Zeitableitung
einer beliebigen Funktion unterscheiden:

> pigi — H(q,p,t) ZPQZ— QPtHdF(qp,Q Pt)
dt

Wir zeigen jetzt, daf es geniigt, die Funktion F' als eine Funktion von 2n Va-
riablen (teilweise alten, teilweise neuen) und der Zeit zu haben, um die Trans-
formation zu definieren. Die Funktion wird Erzeugende genannt.

1) Wir betrachten zuerst die Moglichkeit F' = Fi(q, @, t) und setzen

d OF OF 8F
_Fl(th 1+Z 1 1 2

dt
in die allgemeine Gleichung an. Durch Koefﬁz1entenverglelch erhalten wir
8F1 (9F1 ~ aFl
== p=-2t H=H+!
Y= B 9Q; "o

Dies sind 2n Gleichungen, die Beziehung zwischen alten und neuen Variablen
vollstandig definieren.

2) Es gibt auch eine andere Moglichkeit, die Variablen in der Erzeugenden zu
definieren, nédmlich alte Koordinaten und neue Impulse:

F = F2(Q7 P7 t)
Dann ist die totale Ableitung nach Zeit
dFy, 0F, oF, . OF, .
e L ey
& ot 29" TR

Wenn wir die Bedingung fiir kanonische Transformation als

0 0 ~ 8
S = G H = Y (-Qu+ G+ 52 (S QR)




KAPITEL 4. HAMILTONSCHE MECHANIK 77 A. Pikovski, 2009

umschreiben, dann erhalten wir die kanonische Transformation in der Form

8F2 8F2 ~ 8}7’2
i = : i==, H=H+—/—
Pi= 5. YT ap T

Auch die Erzeugenden F3(p, Q,t) und Fy(p, P,t) werden benutzt.

Beispiel 4.6 Kanonische Transformation 1

Sei
= Z q;Q;

pi = Qi) PZ = —q;
Das Beispiel zeigt, dafs betm Hamilton-Formalismus Impuls und Ortskoordinate
vollig gleichwertige Rollen spielen.

dann

Beispiel 4.7 Kanonische Transformation 2
Betrachten wir den harmonischen Oszillator mit der Hamalton-Funktion

2
P k;q
H —+—

Wir versuchen die Amplitude und die Phase als neue Koordinaten nehmen, also
q = Asin ¢ p =bAcos ¢

Wir schreiben A = P und ¢ = @Q, und suchen die Erzeugende Fy(q, Q). Es soll
gelten

p= 88};1 =bPcos(Q = quﬁg
Die Integration ergibt
F o= 529 cos ()
sin ()
Wenn wir jetzt die Amplitude berechnen, dann erhalten wir
= _@ = bg® 1
0Q sin? Q

was mit unserer Annahme nicht tibereinstimmi:

=/ P/bsinQ

Das bedeutet, daff nicht die Amplitude A, sondern das Quadrat A% die kanoni-
sche Variable sein mufS. Also aus der Erzeugenden

5COS ()

sin ()

Flzbq
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erhalten wir

2
q cos ()
P=b—— = 2b
sin? Q) P Tsin Q
Wihlen wir b = km/2, dann erhalten wir

B 2 2

Fep=P  F_p
2m 2

wobei w = \/k/m. Das bedeutet, daf$ Q) eine zyklische Koordinate ist. Die Be-
wegqungsgleichungen lauten

und die Losung st
P = const, Q = wt + Qy

Beispiel 4.8 Kanonische Transformation 3
Sei
Fy=> ¢P,

pi=Fbi Qi = i
und wir erhalten eine identische Transformation. Betrachten wir eine fast iden-
tische Transformation mit der Erzeugenden

Fy=> qP,+¢eG(q,P)

Dann lautet die Transformation

dann

oG oG
pz'—PmLani, Qi—qz'JFEaPZ_
Nehmen wir G(q, P) = H(q, P), dann
_ 0H(q, P) _ 0H(q, P)
Qi=q +e¢ 9P Pi=pi—e Da,

Wenn wir auch ¢ = dt nehmen, dann erhalten wir im Grenzwert dt — 0 genau
die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen:

OH (q(t), p(t + dt)) OH (q(t), p(t + dt))

qi(t+dt) = ¢;(t)+dt , pit+dt) = pi(t)—dt

8]?,’ 0 qi

Fiir

9
p.
H = ! V s n,
> o (155 Gn)
erhalten wir
pi(t + dt)

(T4 dt) = qi(t) + dt
it +dt) = (t) +
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LOV(g())

9q;i
Dieses Gleichungssystem ist einfach losbar (erst sollen die neue Impulse aus
Gl. 2 gefunden werden, und dann die neue Koordinaten). Diese kanonische
Transformation liefert ein numerisches Schema zur Losung von Hamailtonschen
Gleichungen. Der Vorteil ist, daff mehrere Eigenschaften bei diesem Schema
automatisch erfillt werden, z. B. der Liouvillesche Satz.

pi(t + dt) = pi(t) —

4.5 Die Hamilton-Jacobi-Gleichung

Wir verwenden hier die Theorie der kanonischen Transformationen zur Lésung
der Hamilton-Gleichungen. Die Idee ist, so eine Transformation zu finden, die zu
einer einfachen oder sogar zu der trivialen Hamiltonfunktion fiihrt. Wir suchen
also die Erzeugende Fy(q, P,t), die zu der Hamiltonfunktion

0F,
H=H+=2==0
o
fithrt. Die entsprechende Transformation lautet
OF, Qs = oOF,

Die alte Hamiltonfunktion ist von ¢; und p; abhéngig, und alle neuen Koordi-
naten und Impulse sind Konstanten:

Qi=0, P =0

Wir setzen p; = aF ¢ In die Gleichung fiir H ein. Dies ergibt die Hamilton-Jacobi-
Gleichung
0F, OF, OF,
H(q, ..., qn, e )+ ——=0
(Q17 4 8q1 8q ) + ot

Dies ist eine partielle Differentialgleichung 1. Ordnung fiir eine Funktion der
Variablen gz, ..., g, t. Seine allgemeine (vollsténdige) Losung hiangt von n Kon-
stanten ab, diese Konstanten sind eigentlich konstante neue Impulsen F;. Wenn
eine vollstdndige Losung bekannt ist, kann man alte Koordinaten und Impulse
aus kanonischen Transformation herausfinden.

Die Erzeugende F, hat eine spezielle Bedeutung. Wir berechnen die Zeitablei-

tung von Fjy:
dFy, O0F, . O0F, . 0F, .
—— =G+ t+t—=p¢—H
it ol T ap it — P
Das bedeutet

F2:/dt(P¢di—H):/Ldt:S
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also Fy ist die Wirkung. Hier wird die Wirkung als eine Funktion der Koordi-
naten und der Zeit betrachtet: verschiedene Bahnkurven, die von ¢t = t!, ¢ = ¢*
anfangen, ergeben die Wirkung als Funktion der Endkordinate ¢ und der Zeit
t, die Hamiltonsche Wirkungsfunktion heifit .

Wenn die Hamiltonfunktion zeitunabhéngig ist, kann man die Hamilton-Jacobi-
Gleichung vereinfachen. Man setzt

S(q, P,t) =W(q, P) — Et
in die Gleichung ein und erhalt

oW
H(g.—)=FE
(¢, aq)

Die Funktion W heifit gekiirzte Wirkungsfunktion oder Hamiltonsche charak-
teristische Funktion. Fiir die gilt

W:S(q,P,t)+Et:/Ldt+Et:/ dt (pg — H+ E)

und weil die Hamiltonfunktion von der Zeit unabhéngig ist, erhalten wir

W=/dtpd=/pdq

Man kann diese Funktion auch als Erzeugende einer kanonischen Transforma-
tion verwenden. Dabei gibt es eine gewisse Freiheit, was als neue Impulse P,
angenommen wird: Man kann auch Funktionen von Konstanten als neue Im-
pulse nehmen.

Beispiel 4.9 Harmonischer Oszillator
Die Hamaltonfunktion ist

2 2
g P kT
2m 2
und die Hamilton-Jacobi-Gleichung lautet
1 oW, kq¢®
—(— — =F
2m( dq )+ 2

Die Losung ist

[2F
W:\/mk/ dq 7—q2

Jetzt sollen wir einen neuen Impuls wihlen. Als eine Moglichkeit nehmen wir

P=F
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I Ji Sy —"—

Das ergibt

q=+2E/kcos\/k/mQ, p=+2E/ksin\/k/mQ

und 1n neuwen Variablen

H=P Q =1, P=0

Dann

Zwei Bemerkungen zu diesem Beispiel:

1) Die ganze Komplexitit des Problems liegt bei diesem Verfahren in der kano-
nischen Transformation, die neuen Gleichungen sind trivial losbar.

2) Die neuen kanonischen Variablen P, () sind eigentlich die Energie P = FE und
die Zeit () = t. Das stimmt mit der Tatsache, daf3 aus der Zeitunabhéngigkeit
der Hamiltonfunktion die Energieerhaltung folgt, {iberein.

4.6 Wirkungs- und Winkelvariablen

Wir benutzen jetzt die Freiheit, neue Koordinaten und Impulse beim Hamilton-
Jacobi-Verfahren zu wéhlen, um einen bestimmten und wichtigen Variablentyp
einzufithren. Betrachten wir einfachkeitswegen ein System mit einem Freiheits-
grad und zeitunabhéngiger Hamiltonfunktion H(q,p) = E. Dann koénnen wir
die Hamiltonsche charakteristische Funktion als

WMIU=/?@EMM

schreiben. Wir wahlen jetzt einen solchen neuen Impuls P, dafl die neue Koor-
dinate @) bei der periodischen Bewegung sich um 27 dndert. Wenn die Periode
T ist, dann

dQ) d oW O*W
Q(T)—Q(O)—QW—/O it = /Om—pd .

Weiter rechnen wir
O*W 0 ow 0
9pag 11 ap?ga_dq_a_zﬂfgpdq

Das bedeutet
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und der neue Impuls ist definiert als Funktion von Energie. Die neue Hamilton-
funktion lautet

H=H(P)
und fiir die Variable () erhalten wir
. OH
©=%p

Weil () 2m-periodisch ist, nennt man diese Variable Winkel, und die andere
Wirkung, und bezeichnet als ¢, I.

Beispiel 4.10 Harmonischer Oszillator

I:%%pdq:@%vﬂ?//{—q?dq:EVm/kﬁ
H=FE=\/k/ml

Die Zusammenhang zwischen neuen und alten Variablen erhalten wir wenn
die Hamiltonsche charakteristische Funktion aus dem letzten Beispiel betrachtet

wird: P P
¢ = a7 — Wap — ~Arccosq k/(2wl)

q = /2wl /kcos¢p

und es ist einfach zu sehen, dafl ¢ eine Phase ist.

P P

Dies ergibt

Das ergibt

Beispiel 4.11 Teilchen zwischen zweir Winden
Betrachten wir ein Teilchen, das sich zwischen zwei Winden (bei x = 0 und
x = 1) bewegt, mit der Hamiltonfunktion

2
-

2m

Die Wirkungsvariable ist

1 [
[=—dpdg="—
2m T
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Die neue Hamailtonfunktion ist

" I’7?
202m
und die Bewegqungsgleichungen sind
: . 0H 2
’ ¢ oI I2m
Der letzte Ausdruck ist gerade die Frequenz:
w2 ™ Tv 2m 27
w = I— = = — = — = —
Pm  Im 1 2T

Beispiel 4.12 Das Kepler-Problem
Hier haben wir ein System mat zwei Freiheitsgraden, deshalb erhalten wir zwei
Wankel- und zweir Wirkungsvariablen. Die Hamiltonfunktion lautet

H =5+ 25) — al)

War schreiben die Hamuilton-Jacobi-Gleichung
OW \2
1, oW, (%)
_ — E
(5 )2+ 2 —a(r)
und suchen die Lésung in der Form
W (r,¢) = W,.(r) + Wy(o)
Man sagt, dass das Problem separierbar ist. Nach dem Finsetzen kénnen wir
die Gleichungen in zwei Teile separieren (aufteilen), die von r und ¢ abhdingen:
1 . 1
2m > Or 2m > 0¢
Daraus folgt, dass diese zwei Teile konstant sind:

1w, 1 oW,
C= 550 (%5, - alr) - ]

2m
Die erste Gleichung ergibt die Winkelvariable beziiglich ¢:

I¢ ! p(bdgb:%j{vaCdgb:vaC

T or

=0

> —a(r)— E] +

)2 — —7“2 [%

oder

War sehen, dass hier die ursprungliche Koordinate ¢ auch die Winkelkoordinate
ist, und der ursprungliche Impuls py die Wirkungsvariable ist. Dieser Impuls ist
der Drehimpuls L.
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Fiir die Koordinate r erhalten wir

1 1 I;
IT:% Dr dr:% 2mE+2ma(7“)—ﬁd7“

Jetzt betrachten wir eine Verallgeneinerung des Kepler-Problems, ndmlich das
Potential a(r) = a/r + B/1?, wobei o > 0 und B klein ist. Dann haben wir das
Integral

1 \/QmEr2 + 2mar — (I — fm)

]/r' —_- d’r‘
2 r
Das Integral ist nicht trivial, aber aus Tabellen finden wir
—Ar24+2Br — C B
f{\/ PP T e —on(Z—VC),  AB,C>0
r VA

Das ergibt

mao
I, = —— —\/I? - Bm
vV —2mE ¢ g

Wir konnen jetzt die Energie (die Hamiltonfunktion) als Funktion von Wir-
kungsvariablen schreiben
2

2(Ir + /I — Bm)?

1) Wenn 8 =0, haben wir das reine Kepler-Problem mit der Hamiltonfuktion

—77’1,042

2(1r + [¢)2
Dieses Problem ist entartet, da die beide Frequenzen gleich sind:
OH ma?

w¢:wr: =

oI, (I, + I,)3

H —

2) Wenn 3 =0, sind die Frequenzen nicht gleich, und wir haben eine quasipe-
riodische Bewegqung mit ungeschlossenen Bahnen:

OH ma? I,
qu ey g
Mo (1,413 Bm) |12 — pm
OH ma?
W, = =

O (L, + /12 = pm)?

Das Verheltnis dieser Frequenzen gibt den Drehwinkel der Trajektorie:

Ap = 27T(ﬁ —1)=27 Ly ~ 27Tﬁ_m

Wr \ /]g — Bm 2[03
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4.6.1 Wairkungsvariablen als adiabatische Invarianten

Die Wirkungsvariablen haben eine wichtige Eigenschaft: sie sind erhalten bei
einer langsamen Anderung von Systemparametern.

Sei die Hamiltonfunktion vom Parameter A abhéngig, und dieser Parameter ist
eine langsame Funktion der Zeit:

d\
A=At — ~
Fiir jeden konstanten Wert von A kann man die Wirkungs- und Winkelvariablen
einfithren, mit Hilfe der Erzeugenden W(q, I, \). Weil jetzt diese Erzeugende

explizit von der Zeit abhéngig ist, lautet die neue Hamiltonfunktion

~ I, ¢t
T+ gy VLD gL e
ot ot
weil die Verdnderung von W langsam ist. Die Bewegungsgleichungen sind
- oG : oG
= I — ] = —e——
dp=w(l)+e 57 €5 "

Wir 16sen diese Gleichungen néherungsweise. In der nullten Ndherung I =
const, ¢ = wt + ¢g. In der erster Naherung ist die Verdnderung von [ langsam,
deshalb kann man I (und auch \) wihrend einer Periode von Schwingungen als
eine Konstante betrachten. Deshalb kénnen wir schreiben

t+T oG e 2r oG

I(t+T —It:—s/ —dt = — — dp =0
t+T) -1 == [ Flar=" [ T

weil G eine periodische Funktion von ¢ ist. Das bedeutet, dafl wahrend einer
langsamen (adiabatischen) Verdanderung eines Parameters die Wirkungsvariable
eine Konstante ist. Sie wird damit “Adiabatische Invariante” genannt.

Beispiel 4.13 Pendel mit langsam gednderter Linge
Fin Pendel wird mit der Lagrangefunktion

l2
L= %42 + mgl cos q
beschrieben. Dann folgt die Hamiltonfunktion

p2

2ml?

und in der linearen Ndherung erhalten wir

H:

— mgl cos q

H— p’ mgl

_2ml2Jr 2 q
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Das Phasenportrait ist eine Ellipse mit Achsen

T 2F
Pmaz = 2ml2E7 Amax = -

mgl
Deshalb lautet die Wirkungsvariable
1 1 1
I=_— dg = = max4mar — 3 l3/2 /242
o paq 2p q 2m 9" Gmax

Wenn die Linge | langsam verdndert wird, dndert sich auch die Auslenkung
Gmaz, und zwar
¢ 1 = const, EI? = const

4.7 Geometrische Optik und Punktmechanik

Wir erinnern uns hier an die wesentlichen Ideen der geometrischen Optik. Es
gibt zwei Beschreibungsmoglichkeiten: mit Lichtsrahlen und mit Wellenfronten.

Fiir Lichtstrahlen gilt das Fermatsche Prinzip: ein Lichtstrahl zwischen zwei
Punkten nimmt einen solchen Weg, fiir den die benétigte Zeit am kiirzesten ist.
Lokale Ausbreitungsgeschwidigkeit wird durch den Brechungsindex n definiert,
der von der Ortskoordinate und manchmal von der Richtung abhéngig ist.

Fiir Wellenfronten gilt das Huygensche Prinzip. Man definiert ¥,,(¢) als die op-
tische Bahnldnge zwischen Orten ¢o und ¢, also als minimale Ausbreitungszeit
fiir Lichtstrahlen. Dann sind die Wellenfronten die Fléchen konstanter X = ¢.
Die Ausbreitung von Wellenfronten kann man mit Hilfe des Huygenschen Prin-
zips darstellen. Der Gradient der Funktion ¥, (¢) ist zur Wellenfront orthogonal.

Jetzt betrachten wir analog mechanische Systeme. Hier
entsprechen die Massenpunktbahnen die Lichtsstrahlen,
und das Fermatsche Prinzip entspricht dem Hamilton-
schen Prinzip. Als Wellenfronten werden die Fléchen kon-
stanter Wirkung dienen. Sei die Hamilton-Funktion nicht
explizit zeitabhangig, so dafi die Wirkungsfunktion als

S(q, P)=W(q,P) — Et

j beschrieben werden kann. Die Fldchen S = const bewe-
o= gen sich im Konfigurationsraum, sie schieben sich mit

const der Zeit t iiber die festliegenden Fldchen W = const.
Finden wir die Fortpflanzungseschwindigkeit der Front der Wirkungswelle. Die
Anderung der Wirkungsfunktion lautet

dS = —Edt + VW - dr
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Aus der Bedingung dS = 0 (wir bleiben bei konstanter Wirkung) folgt

ar| _ |E]
dt IVIV|
Aber VW = p, so daf3
dr| _|E] _ £
da| p| \2m(E-V)

Das bedeutet, dal der Vektor p’ = VW umgekehrt proportional zur Front-
geschwindigkeit ist. Im Allgemeinen kénnen p und ¢ verschiedene Richtungen
haben, normalerweise aber sind die gleich.

Jetzt konnen wir den Zusammenhang zwischen geometrischer Optik und der
Punktmechanik feststellen

Optik Mechanik

Optisches Medium Raum ¢

Lichtstrahl Bahn ()

Fermatsches Prinzip Hamiltonsches Prinzip
Optische Bahnlange Wirkungsfunktion
Huygensches Prinzip Hamilton-Jacobi-Glh.

(VS)? =n? O —E-v
Brechungsindex n 2m(E — V)

Fokus, Kaustikflache Singularitdten der H.-J.-Glh.
Wellenoptik (Interferenz, Diffraktion) | Quantenmechanik




Kapitel 5

Mechanik des starren Korpers

Ein starrer Korper ist ein System von Massenpunkten, deren Absténde konstant
sind. Einfachkeitswegen betrachten wir einen starren Korper als eine diskrete
Menge von Massenpunkten, eine Verallgemeinerung auf den Fall von kontinuier-
licher Verteilung ist einfach. Ein starrer Korper kann sich bewegen und rotieren.
Man kann sich iiberlegen, daf§ die Lage eines starren Korpers durch die Angabe
seines Schwerpunkts (drei Koordinaten) und seiner Orientierung relativ zu den
Achsen eines Inertialsystems (drei Winkel) festgelegt werden kann. Deshalb ist
ein starrer Korper ein System mit 6 Freiheitsgraden.

Falls ein starrer Korper frei ist, d. h. es wirkt keine Kraft, bewegt sich der
Schwerpunkt geradlinig gleichférmig. Wenn wir ein Inertialsystem wéhlen, das
sich mit dem Schwerpunkt bewegt, brauchen wir nur die Rotation zu beschrei-
ben. Also bleiben nur drei Freiheitsgrade. In diesem Kapitel betrachten wir nur
diesen Fall: in unserem Inertialsystem ist der Schwerpunkt genau der Ursprung.

WEeil fiir einen freien Korper auch die Energie und die drei Komponenten des
Drehimpulses erhalten sind, haben wir eine Bewegung nicht im 6-dimensionalen
Phasenraum, sondern auf einer 2-dimensionalen Oberfliche. Wir werden sehen,
dafl diese Bewegung zwei Frequenzen hat.

Zur Beschreibung der Bewegung eines starren Korpers fiithren wir ein korperfe-
stes kartesisches Koordinatensystem K’ ein. Neben K’ betrachten wir auch ein
Inertialsystem K, in dem die newtonschen Gesetze gelten. Weil K’ ein nichi-
nertiales System ist, konnen wir hier die Beziehung zwischen Zeitableitungen
verwenden: ~ ~
dA dA L=
(F)k = () +éxA

wobei & die Winkelgeschwindigkeit ist, mit der der Kérper rotiert.

88
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5.1 Tragheitstensor

Die Geschwindigkeit jedes Teilchens im Inertialsystem K kann man durch die
Winkelgeschwindigkeit darstellen:

V=W X7
Berechnen wir jetzt den Drehimpuls eines Teilchens
L=mix7=m[fx[&x 7]

Benutzen wir jetzt den Entwicklungssatz

[Ax [B x C]] = B(AC) — C(AB)
und erhalten
L = m(@r? — 7(75))
Wir schreiben diese Gleichung in Komponenten
L; = m(wir® — rirw) = wi(m(r?6; — riry))

Jetzt addieren wir die Drehimpulse von allen Teilchen und erhalten
L; = w Z ma ()20 — i)

Bezeichnen wir

I = Zma((ro‘)zéil — i)

Diese zweifach indizierte Grofie heifit Tragheitstensor. Der Drehimpuls hat also

die Form
L; = Ijw

In Matrixform geschrieben, lautet der Tragheitstensor
Sm(y?+22) =Y may — > maz
Li=| =Smey Sm@+:?) - Somy
— > mzxz — S myz Y. m(2? +y?)

Betrachten wir jetzt die kinetische Energie.

_ m o m. 2
T=) Svi=) SlExi]
Wir benutzen die Lagrangesche Identitét
[Ax B = A°B? — (AB)*
und erhalten

1 1 1
T = 3 Z m(w2r2 — (wiri) (wyry)) = 3 Z m(r2wiwl5u — rirwiwy) = EWZ'WZIil

Wir sehen, daf3 die kinetische Energie auch durch den Tragheitstensor darge-
stellt werden kann.
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5.2 Tensoren

Wir haben verschiedene mathematische Begriffe: Skalar, Vektor, Matrix, Ten-
sor. Was ist der Unterschied?

Man kann im Prinzip jede Anzahl von Variablen als einen Vektor schreiben. Z.
B., die kanonischen Variablen ¢;, pi1, g2, po kann man als einen 4-dimensionaler
Vektor darstellen.

Es gibt aber Vektoren, die mit unserem 3-dimensionalen Raum verkniipft sind,
und deren Komponenten von dem Koordinatensystem abhéngig sind. Diese
Vektoren sind z.B. die Geschwindigkeit und die Kraft.

Die Tensoren des dreidimensionalen Raums werden durch ihr Verhalten unter
Transformationen des Koordinatensystems definiert.

Der Ortsvektor kann durch seine Komponenten dargestellt werden

r= Z xkgk
(Frither haben wir 7 = a7 + yj + 2k geschrieben). Betrachten wir jetzt eine
Drehung des Koordinatensystems, die durch eine Matrix A gegeben wird:

/
Ty = E i T
E Qi = 04
k

erfiillen (orthogonale Transformation), dann bleibt die Vektorlédnge bei der Dre-
hung erhalten:

9 2
E Ty = E Oékixz'g T = E E Qi QR T T] = E 0i1x;x) = E x;
k

Eine Grofle, ohne Index, die sich bei orthogonalen Transformationen nicht
andert, heifit Skalar oder Tensor nullter Stufe.

Die Matrix soll die Bedingung

Eine Grofle A; mit einem Index, die sich wie die Komponenten x; des Ortsvek-

tors transformiert
A= Z il Ap

heifit Tensor 1. Stufe.

Eine Grofle mit N Indizes heifit Tensor N-ter Stufe, wenn sie komponentenweise

wie
ij...l = ozl-ixozjj/...ozll/Ai/j/__l/
,L'/ l/

v/

J
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transformiert.

Wir zeigen jetzt, dafl der Tragheitstensor ein Tensor 2. Stufe ist. Im neuem
Koordinatensystem lautet der Tragheitstensor

I = Zm(rQ(ﬂﬂj — 1).7%)

Fir beide Teile erhalten wir

/

5/63':5 5 @kiajl(silzg Qi = Ok
!
Q?kl"j: E Oékl'SUZ'E QT = E E i O3]

Also wird der neue Trégheitstensor entsprechend allgemeinen Regeln transfor-
miert.

5.3 Hauptachsentransformation

Wir haben bisher den Trégheitstensor in einem beliebigen korperfesten Koor-
dinatensystem betrachtet. Wir konnen aber ein spezielles System wihlen, um
die Gestalt des Tensors zu vereinfachen. Die symmetrische Matrix [; hat drei
unabhéngige Auflerdiagonalelemente. Anderseits hat die orthogonale Matrix A
drei Parameter (Drehwinkel). Das bedeutet, dafl wir ein solches Koordinaten-
system finden konnen, wo die Matrix [; diagonal ist, hat also die Gestalt

Som(y? + 2%) 0 0 I, 0 0
I = 0 Som(x? + 22) 0 = 0 I, 0
0 0 Som(z? + y?) 0 0 I3

Dieses System heifit Hauptachsensystem, und die Diagonalelemente heiflen Haupt-
tragheitsmomente. In dem Hauptachsensystem sind die Ausdriicke fiir den Dre-
himpuls und die kinetische Energie einfach:

Ly = Lwy, Ly = Ihwo, L3 = Isws

1
T = E(Ilw% + IQW% + ]30)?2))

Ein starrer Korper heif3t:

Kugelkreisel, wenn [1 = I, = I3

symmetrischer Kreisel, wenn Iy = I, # I3

unsymmetrisch, wenn alle Haupttragheitsmomente verschieden sind
Rotator, wenn er eindimensional ist und I; = Is, I3 = 0.
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Beispiel 5.1 Quader
Sei p = m/(abc) die Massendichte des homogenen Quaders mit Seiten a,b, c.
Dann

a/2  pb/2  pc/2 m
L :,0/ / (y* 4 22) da dy dz = —(b* + %)
o2 12

—a/2 J—b/2
und analog
m m
I, = 2 2 ) — 2 b2

5.4 FEulersche Gleichungen

In dem Inertialsystem gilt die Gleichung fiir den Drehimpuls:

dL =
N
dt
wobei N das Drehmoment ist. Im korperfesten System ist der Tréagheitstensor
diagonal, deshalb sind die Gleichungen in diesem System am einfachsten. Weil
dieses System nicht-inertial ist, schreiben wir
L .
— g+ O X L=N
()%
Betrachten wir einen starren Korper, auf den keine Drehmomente wirken, also
N = 0. Weil im Hauptachsensystem die einfache Beziehung zwischen Drehim-
puls und Winkelgeschwindigkeit gilt, erhalten wir

dL, 1 1
S (= — ) LoLs =0
dﬁ”b Q23
dL, 1 1

S (= — VL La =0
ﬁ+931)13
dLs 1 1

o (= — YLy Ly =0
ﬁ%%h QIQ

Oder man kann die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit als Variablen be-
trachten:

dw1 ]3 — 12

=0
g e
dWQ ]1 — 13

=0
o T e
dw;g ]2 - 11

dt + ( 13 )w1w2 =0
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Wir haben ein System von drei Differentialgleichungen und dieses System ist
nicht linear. Um die Losung zu finden, ist es immer behilflich, die Erhaltungs-
grofien zu bestimmen. Wir multiplizieren die erste Glh. mit wy, die zweite mit
w9 und die dritte mit wsg. Dann erhalten wir

1dw% ]3 — IQ
o g e =0
1dw? I — I
5 Clt + ( I2 )wlewg =0
1dw§ ]2 — 11
5 Clt + ( 13 )wlewg =0

Wenn wir jetzt die erste Glh. mit [; multiplizieren usw., dann bekommen wir

d
%(]1(,(}% + ]2(4)% + ]3(4)%) =0

Dies ist der Energiesatz. Wenn wir jetzt die erste Glh. mit I? multiplizieren
usw., dann bekommen wir

d
E([fu}f + ]2%3 + Igwg) =0

Dies ist Erhaltung des Quadrats des Drehimpulses L?. Schreiben wir diese Er-
haltungssétze fiir die Komponenten des Drehimpulses:

Li+ L3+ L5=1°

L I I3
Im dreidimensionalen Raum Li, Ly, L3 beschreiben diese Gleichungen eine Ku-
gel und eine Ellipse. Um mogliche Bewegungsbahnen zu finden, brauchen wir

nur die Kugel und die Ellipse zu schneiden. Es gibt drei Losungen, wobei die
Komponenten L; konstant sind; die sind

Ly #0,Ly=L3=0, Ly#0,Li=L3=0, L3#0,Lo=1L; =0

2T

Diese Losungen sind Rotationen um drei Hauptachsen. Die Rotationen um die
kleinste oder die grofite Achse sind stabil, und die Rotation um die mittlere
Achse ist instabil.



